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1 导读

背景：从 1928 年的两道难题到“看见原子”

1928 年，量子力学诞生不到三年，两个看似毫不相干的老问题同时被“隧穿”解决。其一是金
属在强电场下的冷发射：不加热的金属针尖在每纳米几伏的电场下就能放出电子，经典理论无

法解释，R. H. Fowler 与 L. Nordheim 把它归结为电子穿过表面的三角形势垒 [1]。其二是 α

衰变：1911 年 H. Geiger 与 J. M. Nuttall 发现，放射性核的 α 粒子能量稍大一点，寿命就短

得多，可以相差许多个数量级 [2]；G. Gamow[3] 以及 R. W. Gurney 与 E. U. Condon[4] 独立
地指出，α 粒子是穿过核外的库仑势垒逃出来的，寿命对能量的极端敏感正是隧穿概率指数依

赖的体现。

半个世纪后，IBM 苏黎世实验室的 G. Binnig、H. Rohrer、Ch. Gerber 与 E. Weibel 让一根
钨针尖与铂表面隔着可调的真空隙通过电流。1981 年 3 月 16 日夜里，他们第一次得到了电流
随间隙指数变化的清晰曲线 [5]，并以“可控真空隙中的隧穿”为题发表 [6]。有趣的是，最初
由斜率算出的势垒高度只勉强达到约 1 eV，远低于金属功函数；重新标定压电陶瓷后发现其实
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际灵敏度只有厂家标称值的一半，修正后得到大于 4 eV 的势垒高度，这才确认了真空隧穿 [5]
（第 9 节的实验题正是这一问题的翻版）。第一台装置的隔振靠把整个隧道单元用超导磁悬浮托
在铅碗上，每小时耗液氦约 20 L，后改为带涡流阻尼的两级弹簧 [5]。
1982 年他们用这台“扫描隧道显微镜”（STM）看到了 CaIrSn4 (110) 表面上单原子高的台阶
和 Au(110) 表面零点几埃到两埃高的起伏 [7]；1983 年在实空间分辨了硅 (111) 面的 7×7 重
构，支持“每个原胞 12 个吸附原子”的模型 [8]a。1986 年诺贝尔物理学奖一半授予电子显微
镜的发明者 E. Ruska，另一半由 Binnig与 Rohrer分享，“以表彰他们设计了扫描隧道显微镜”
[9]。1990 年 D. M. Eigler 与 E. K. Schweizer 在 4 K 下用 STM 针尖把氙原子在镍单晶表面上
逐个推动，排出了“IBM”三个字母 [10]；1993 年 M. F. Crommie、C. P. Lutz 与 Eigler 用
48 个铁原子在铜 (111) 面上围成半径 71.3 Å 的圆环——“量子围栏”——并在其中看到了二
维电子的驻波与分立能级 [11, 12]。

a晶体学记号：(hkl) 表示一族晶面（密勒指数，与该晶面在三个晶轴上截距的倒数成比例），[hkl] 表示晶体中的

一个方向。原胞是晶体中按周期重复的最小单元。表面原子常会离开体内的位置重新排列，使表面的周期变大，称
为表面重构；“7×7”指表面周期是体内对应周期的 7 倍。吸附原子是附着在表面之上的额外原子。

这些成就背后的物理，核心只有三件事：

1. 经典禁区中的波函数按指数衰减：穿过宽 d 的势垒，透射概率约为 e−2κd，对金属中的电子

κ ≈ 1Å−1，间隙每变 1Å，电流约变一个数量级——这是 STM 纵向灵敏度和横向分辨率的
共同来源；

2. 势垒形状不同，指数不同：WKB 近似 T ≈ exp(−2
∫
κ dx) 把方势垒、三角形势垒（场致发

射）与库仑势垒（α 衰变）统一起来；

3. 隧穿电流测的是“电子态”而不只是“高度”：微分电导 dI/dV 正比于样品在针尖位置的局
域态密度，因而能直接“看见”量子围栏中电子的驻波。

本讲目标 学完后你应当能够：(1) 由定态薛定谔方程、概率流与边界条件求方势垒的透射系数，
并由厚势垒近似估计“每埃一个数量级”；(2) 由自由电子模型推出小偏压下 STM 的隧道电流

I ∝ V e−2κd，理解表观势垒高度、横向分辨率与恒流反馈；(3) 由谐振子传递函数估计 STM 的

隔振要求；(4) 掌握 WKB 近似的适用条件，推出 Fowler–Nordheim 公式与 Gamow 因子，解释
Geiger–Nuttall 定律；(5) 理解局域态密度与 dI/dV 谱，用贝塞尔函数求圆形量子围栏的能级与图
样；(6) 完成一道由 I–z 谱求表观势垒高度的数据处理题。

前置知识 普通物理中的德布罗意物质波、光电效应、简谐振动与受迫振动、静电学，以及微积分、

复数。超出这一范围的内容——薛定谔方程、概率流、自由电子气与费米能级、WKB 近似、二维
极坐标下的拉普拉斯算符与贝塞尔函数——都会在首次使用前介绍。力学专题“原子力显微镜”可

作对照阅读，但本讲自足。

建议学时 2 学时：第 3–4 节约 35 分钟，第 5 节约 30 分钟，第 6 节约 25 分钟，第 7 节约 15 分
钟，例题与实验题选讲 15 分钟，其余课后阅读。
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推导路线 定态薛定谔方程 → 概率流与边界条件 → 方势垒透射系数（第 4 节）→ 自由电子气中
的隧穿电流（第 5节）；方势垒的 e−2κd →缓变势垒的WKB公式→场致发射、α 衰变（第 6节）；
隧穿电流 → 局域态密度 → 量子围栏（第 7 节）。

2 名词与符号

表 1 本讲主要符号（量子力学与隧穿部分）

符号 含义 单位

Ψ(x, t), ψ(x) 波函数、定态波函数 m−1/2（一维）
ρ = |Ψ|2 概率密度（一维为单位长度的概率） m−1

j 概率流密度（一维为单位时间穿过某点的概率） s−1

m 电子质量 me（α 衰变中为约化质量 µ） kg
E 粒子能量（金属中自导带底量起，导带底见 §3.5） eV
U(x) 势能（区别于电压 V） eV
U0, d 方势垒高度、宽度 eV，Å
k =

√
2m(E − U)/h̄ 经典允许区的波数 Å−1

κ =
√
2m(U − E)/h̄ 经典禁区的衰减常数 Å−1

T, R 透射系数、反射系数 1
r, t 反射、透射振幅（复数） 1
EF, kF 费米能、费米波数 eV，Å−1

ne 导电电子数密度 m−3

g(E) 单位体积的态密度（含自旋） eV−1m−3

f(E) 费米–狄拉克占据概率 1
ϕ 功函数；ϕ̄ 为两电极平均 eV
ϕap 表观势垒高度 eV
F 电场强度（为避免与能量 E 混淆） V/nm

注：记号提醒

势能一律记 U，电压记 V；电场强度记 F（场发射文献的习惯）；Gamow 因子记 GG，以

免与电导 G 混淆；电流密度 J 与贝塞尔函数 Jl 由下标与自变量区分；表面倒格矢记为粗

体 G，其长度 G（或 G1）只出现在 qG =
√
κ20 +G2 这类组合中，与电导 G 无关；其他易

混记号：态密度 g(E) 与贝塞尔径向函数 R(r)；概率密度与局域态密度 ρ、ρs 与围栏墙的反

射率 Rw；隧穿前因子 P 与留存概率 Π(t)；反射系数 R 与针尖半径 Rt（STM 与场发射针

尖同用此记号）、核半径 RN、围栏半径 Rc；反馈时间常数 τ 与能级寿命 τL；α 衰变能 Q

与品质因数 Q1、Q2（总带下标）；隧穿前因子 P 与围栏周长 Lc；间隙 d 与压电系数 d31；

α 粒子与精细结构常数 αf、线膨胀系数 αT。例题与实验题中的局部记号（如 Θ、W、γ）在

各题中定义。STM、α 衰变与量子围栏部分的符号见表 2（排在第 3 节开头）。常用组合：
h̄2/(2me) = 3.810 eV Å2，h̄c = 1973.3 eV Å，e2/(4πε0) = 14.400 eV Å = 1.4400MeV fm。由第
一个组合，κ =

√
(U − E)/(3.810 eV Å2) = 0.5123

√
(U − E)/eV Å−1。
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3 前置模块：量子力学最低限度

本节从普通物理中的“物质波”出发，引入本讲需要的全部量子力学工具：波函数及其概率解

释、定态薛定谔方程、概率流、边界条件，以及描述金属中电子的自由电子气模型。

表 2 本讲主要符号（STM、α 衰变与量子围栏部分）

符号 含义 单位

V 样品相对针尖的偏压 V
I, J 隧道电流、电流密度 A，A/m2

z, ∆z 针尖高度、相对位移 Å
Rt 针尖顶端曲率半径 Å
G = I/V, G0 = 2e2/h 隧道电导、电导量子 S
Ez, E∥ 电子能量中垂直、平行于界面的部分 eV
εd 隧穿电子“法向能量”的分布宽度 eV
a, G1 表面晶格常数、最短倒格矢长度 Å，Å−1

τ, τL 反馈时间常数、能级寿命 s
f1, f2 隔振平台、STM 头的固有频率 Hz
bFN 第二 FN 常数 4

√
2m/(3eh̄) eV−3/2V/nm

Z, Q 子核电荷数、α 衰变能 1，MeV
RN, b 核半径、库仑势垒外转折点 fm
GG Gamow 因子 2

∫
κ dr 1

ν, λα α 粒子撞击势垒的频率、衰变常量 s−1

ρs(r, E) 样品的局域态密度 eV−1m−3

m∗, E0 表面态有效质量、带底能量 me，eV
Rc 量子围栏半径 Å
Jl(x), xl,n l 阶贝塞尔函数及其第 n 个零点 1
Γ, ΓF 能级展宽（半高全宽）、其在 EF 处的值 meV
εFN 场发射电子的能量分布宽度 eV

3.1 物质波与波函数

德布罗意关系把粒子的动量 p、能量 E 与波的波长 λ、角频率 ω 联系起来：

p =
h

λ
= h̄k, E = h̄ω, (3.1)

其中 k = 2π/λ 为波数，h̄ = h/2π。动能 7 eV 的电子（铜中费米能级附近的电子，见第 3.5 节）
k =

√
2mE/h̄ = 1.36Å−1，λ = 4.6Å，与原子间距（2–3 Å）同量级——原子尺度上电子的波动性

起决定作用。

定义：波函数与概率解释

描述一个粒子的状态用复函数 Ψ(x, t)，称为波函数。玻恩的概率解释：在 t 时刻于 [x, x+ dx]
内发现粒子的概率为 |Ψ(x, t)|2 dx，ρ ≡ |Ψ|2 称为概率密度。对束缚在有限区域的粒子，要求∫
|Ψ|2 dx = 1（归一化）。
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自由运动、动量确定为 h̄k 的粒子用平面波 Ψ = Aei(kx−ωt) 描述。它的概率密度 |A|2 处处相
同，无法归一化。处理散射与隧穿时我们换一种理解：把平面波看作一束粒子流，|A|2 是束流中单
位长度上的平均粒子数。下文所有“透射概率”都是透射粒子数与入射粒子数之比，与 A 的绝对

大小无关。

3.2 定态薛定谔方程

第一步：自由粒子满足什么方程？ 对平面波 Ψ = Aei(kx−ωt)，求导得

ih̄∂Ψ
∂t

= h̄ωΨ = EΨ,

− h̄2

2m

∂2Ψ

∂x2
=
h̄2k2

2m
Ψ =

p2

2m
Ψ.

自由粒子的能量就是动能，E = p2/2m，所以每个平面波都满足

ih̄∂Ψ
∂t

= − h̄2

2m

∂2Ψ

∂x2
. (3.2)

这是一个线性方程：不同 k 的平面波的任意叠加（例如一个波包）仍满足它。物质波能干涉、能叠

加，所以支配它的方程必须是线性的。

第二步：加上势能。 若粒子处在势能为常数 U0 的区域，能量关系变为 E = p2/2m+ U0，同样

的推理给出在式 (3.2) 右边多一项 U0Ψ。对于随位置变化的势能 U(x)，薛定谔把它推广为

ih̄∂Ψ
∂t

= − h̄2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ U(x)Ψ. (3.3)

这一步不是推导，而是假设（量子力学的基本方程）：它在势能缓变处退化为上面的局部平面波关
系，而它的全部预言（原子光谱、隧穿⋯⋯）都已被实验证实。

第三步：能量确定的态。 试探 Ψ(x, t) = ψ(x)e−iEt/h̄（时间部分就是 E = h̄ω 的振荡），代入

式 (3.3)，左边 ih̄∂tΨ = Eψ e−iEt/h̄，两边约去公共因子 e−iEt/h̄：

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 + U(x)ψ = Eψ (3.4)

这就是定态薛定谔方程。这种态的概率密度 |Ψ|2 = |ψ|2 不随时间变化，故称定态。下文只讨论定
态，E 为给定的能量。

第四步：读懂这个方程。 把式 (3.4) 改写为 ψ′′ = −2m
h̄2

(E − U)ψ（撇号表示对 x 求导）：

• 经典允许区 E > U：ψ′′ = −k2ψ，k =
√

2m(E − U)/h̄。U 为常数时解为 e±ikx，即动量 ±h̄k
的平面波，h̄k =

√
2m(E − U) 正是经典动量。

• 经典禁区 E < U：经典粒子的动能为负，不可能到达。方程变为

ψ′′ = κ2ψ,

κ ≡
√

2m(U − E)

h̄
, (3.5)
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U 为常数时通解为 ψ = Ce−κx+Deκx：一个衰减、一个增长的实指数，不振荡。若禁区一直
延伸到 x → +∞，增长解会使概率发散，必须 D = 0，波函数在禁区内按 e−κx 衰减。粒子
能“渗入”经典禁区，这是隧穿的根源。

3.3 概率流密度

隧穿问题关心的是“有多少粒子穿了过去”，需要一个描述概率流动的量。

推导：一维概率流与连续性方程

1. 对 ρ = Ψ∗Ψ 求时间导数：∂tρ = Ψ∗∂tΨ+Ψ ∂tΨ
∗。

2. 由式 (3.3)得 ∂tΨ =
ih̄
2m

Ψ′′− i
h̄
UΨ；取复共轭（U 为实数）得 ∂tΨ

∗ = − ih̄
2m

Ψ∗′′+
i
h̄
UΨ∗。

3. 代入第 1 步，含 U 的两项 − i
h̄U |Ψ|2 + i

h̄U |Ψ|2 相消：

∂tρ =
ih̄
2m

(
Ψ∗Ψ′′ −ΨΨ∗′′)

=
ih̄
2m

∂x
(
Ψ∗Ψ′ −ΨΨ∗′) ,

最后一步用了 ∂x(Ψ
∗Ψ′ −ΨΨ∗′) = Ψ∗Ψ′′ −ΨΨ∗′′（交叉项 Ψ∗′Ψ′ 相消）。

4. 定义概率流密度

j ≡ − ih̄
2m

(
Ψ∗Ψ′ −ΨΨ∗′)

=
h̄

m
Im
(
Ψ∗Ψ′) , (3.6)

（第二个等号：Ψ∗Ψ′ −ΨΨ∗′ = w − w∗ = 2i Imw，w ≡ Ψ∗Ψ′），于是

∂ρ

∂t
+
∂j

∂x
= 0. (3.7)

式 (3.7) 与电荷守恒的连续性方程同形：对 [a, b] 积分得 d
dt
∫ b
a ρdx = j(a)− j(b)，区间内概率

的增加等于从左端流入减去从右端流出，所以 j 就是单位时间流过某点的概率（j > 0 表示向 +x

流动）。

检验：三个检验

• 平面波：Ψ = Aei(kx−ωt)，Ψ∗Ψ′ = ik |A|2，j = |A|2 h̄k/m = |A|2 v。“线密度 × 速度 =
流量”，与经典粒子流一致。

• 定态中 j 处处相同：定态的 ρ 不随时间变，由式 (3.7)，∂xj = 0。这一性质给出“入射

流 = 反射流 + 透射流”。

• 禁区中的流：U 为常数的禁区内 ψ = Ce−κx+Deκx，ψ′ = −κCe−κx+κDeκx。展开 ψ∗ψ′，

|C|2、|D|2 项是实数，只有交叉项 κ(C∗D −D∗C) = 2iκ Im(C∗D) 贡献虚部：

j =
2h̄κ

m
Im(C∗D) . (3.8)
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j 与 x 无关，符合上一条。单独一个衰减指数（D = 0）不携带任何概率流；隧穿流来自
衰减分量与增长分量的干涉。

3.4 边界条件

势能在某点 x = a 突变（有限跳跃）时，两侧的解如何衔接？

推导：ψ 与 ψ′ 连续

把式 (3.4) 写成 ψ′′ = 2m
h̄2

(U − E)ψ，在 [a− ϵ, a+ ϵ] 上积分：

ψ′(a+ ϵ)− ψ′(a− ϵ) =
2m

h̄2

∫ a+ϵ

a−ϵ
(U − E)ψ dx.

U 有限、ψ 有界时，右边的被积函数有界，积分区间长 2ϵ→ 0，右边 → 0。所以 ψ′ 在 x = a

连续。ψ′ 有限意味着 ψ 不会跳跃，ψ 也连续。

注：无限高势壁

若 x > a 处 U → ∞，禁区内 κ→ ∞，波函数在壁内的衰减长度 1/κ→ 0，于是 ψ(a) = 0，而

ψ′ 可以跳变。第 7.3 节的“硬壁”量子围栏用的就是这一条件。

例题：热身：台阶势与电子的“外溢”

金属表面最粗略的模型：x < 0 处 U = 0（金属内），x > 0 处 U = U0（真空），电子能量

E < U0 从左入射。求反射系数与电子在真空中的渗透深度。

解答

1. 两区的解：ψ = eikx + re−ikx（x < 0，入射 + 反射），ψ = c e−κx（x > 0，禁区延伸到无

穷，只留衰减解）。

2. x = 0 处 ψ 连续：1 + r = c；ψ′ 连续：ik(1− r) = −κc。

3. 消去 c：ik − ikr = −κ − κr，得 r = −κ+ ik
κ− ik。分子分母互为（相差符号的）复共轭，

|r| = 1：全反射。这与式 (3.8) 一致：禁区里只有衰减分量，概率流为零，入射流只能全
部反射回去。

4. 真空中 |ψ|2 = |c|2 e−2κx，概率密度降到 1/e 的距离为 1/(2κ)。取 U0 − E = ϕ = 4.5 eV
（费米能级处的电子，ϕ 为功函数，见第 3.5 节），κ = 0.5123

√
4.5 = 1.087Å−1，1/(2κ) =

0.46Å。

金属表面外大约半埃内仍有电子的“概率云”。当另一块金属（针尖）靠近到几埃时，两侧的指

数尾巴开始交叠——电子就能从一侧穿到另一侧。
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3.5 金属中电子的最简模型：费米能级与功函数

假设：自由电子气模型

1. 金属中的导电电子彼此独立，在由离子实“抹平”后的均匀势能中自由运动（取这个势能
为能量零点，即“导带底”）；

2. 金属表面外是真空，电子势能突然升高（台阶势）；

3. 电子服从泡利不相容原理：每个空间态最多容纳自旋相反的两个电子。

这一模型忽略了离子实周期势造成的能带结构与电子间的相互作用，但对碱金属、贵金属的导

电电子给出正确的量级。

推导：费米能与态密度

1. 数态。把电子放在边长 L 的立方体中，采用周期性边界条件 ψ(x + L) = ψ(x)（y, z 同

理）。L 很大时，体内的态数与边界条件的具体形式无关（边界只影响靠近表面的一层），

周期条件只是计数最方便的一种选择。平面波 eik·r 满足它要求 kxL = 2πnx（nx 为整

数），ky, kz 同理。于是允许的 k 在“k 空间”中排成边长 2π/L 的立方点阵，每个点占

体积 (2π/L)3。

2. 填充。绝对零度下 N 个电子从能量最低的态填起，每个 k 填两个（自旋向上、向下）。

E = h̄2k2/2m 只依赖于 |k|，所以被占据的态构成半径 kF 的球（费米球）：

N = 2×
4
3πk

3
F

(2π/L)3
=
L3k3F
3π2

,

ne =
N

L3
=

k3F
3π2

.

3. 费米能。最高占据态的能量

EF =
h̄2k2F
2m

=
h̄2

2m

(
3π2ne

)2/3
. (3.9)

4. 态密度。把第 2 步中的 kF 换成任意 k =
√
2mE/h̄，单位体积内能量低于 E 的态数为

k3/(3π2) = (2mE/h̄2)3/2/(3π2)。对 E 求导得单位体积、单位能量间隔内的态数：

g(E) =
1

2π2

(
2m

h̄2

)3/2√
E. (3.10)

检验：铜的数值

铜每个原子贡献一个导电电子，ne = 8.47× 1028 m−3[13]：kF = (3π2ne)1/3 = 1.36Å−1，EF =

3.810× 1.362 = 7.0 eV，费米速度 vF = h̄kF/m = 1.57× 106 m/s，与 Ashcroft–Mermin 的表值
（EF = 7.00 eV，vF = 1.57× 106 m/s）一致 [13]。金的 EF = 5.53 eV[13]。
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定义：费米–狄拉克分布

温度 T > 0 时，能量为 E 的态被电子占据的概率为

f(E) =
1

e(E−EF)/kBT + 1
. (3.11)

它是一个在 EF 处被“磨圆”的台阶：EF 以下几个 kBT 处 f ≈ 1，以上几个 kBT 处 f ≈ 0。本

讲只用到这个形状（其推导属于统计物理）。室温下 kBT = 26meV，液氦温度下仅 0.34meV，
都远小于 EF，所以 T = 0 的“填满到 EF”图像是很好的近似。

定义：功函数

把一个电子从金属内的费米能级移到金属外、静止于表面附近真空中（“真空能级”）所需的最

小能量，称为功函数 ϕ。它就是光电效应中的逸出功：频率低于 ϕ/h 的光不能打出电子。在自

由电子气模型中，表面台阶的高度为 U0 = EF + ϕ（图 1a）。

表 3 几种金属多晶样品的功函数（eV，光电法；括号内为接触电势法）[14]。数值还与晶面、表面清洁程
度有关，可相差零点几电子伏。

W Cu Ag Au Ni Pt

4.55 4.65 (4.51) 4.26 (4.29) 5.10 (5.28) 5.24 (5.15) 5.36 (5.63)

费米能级 EF

已占据的电子态（费米海）

真空能级

功函数 ϕ

EF

U0

金属内部（导带底取为能量零点）

(a) 金属中电子的势阱模型

隧穿
eV

ϕ

针尖
样品

真空

d

E tip
F

E s
F

(b) 加偏压 V 后的针尖–真空–样品

图 1 (a) 自由电子气的势阱模型：导带底为能量零点，电子填到费米能级 EF，真空能级比 EF 高出功函数
ϕ（图中取铜的量级 EF = 7 eV、ϕ = 4.5 eV）。(b) 针尖与样品之间隔着宽 d 的真空，样品相对针尖加正偏
压 V：样品中电子的能量整体降低 eV，真空中电势线性变化，势垒成为梯形。针尖中能量在 [Es

F, E
tip
F ] 内

的电子（斜线）面对样品一侧的空态（白框），可以隧穿过去。

两块金属之间的费米能级 两块金属用导线连通时，电子从费米能级高的一侧流向低的一侧，直到

两侧费米能级相等——这是电子的“平衡条件”（类似两个连通水箱的水面相平）。若在两块金属之

间接入电压 V 的电源，使样品的电势比针尖高 V，则样品中电子（电荷 −e）的势能整体降低 eV，

两侧费米能级相差 eV（图 1b）。两种金属功函数不同（ϕt ̸= ϕs）时，即使 V = 0，费米能级对齐

后两侧的真空能级也相差 ϕt − ϕs，间隙中的势垒是两端高度为 ϕt、ϕs 的梯形；第 5.1 节的推导框
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“为什么用平均势垒”将说明，它与高度为平均值 ϕ̄ = (ϕt + ϕs)/2 的方势垒等效（例题 2 推广到二
阶）。

4 方势垒：隧穿的基本事实

4.1 问题与透射系数的定义

考虑一维方势垒：0 < x < d 内 U = U0，其余处 U = 0；能量 E < U0 的电子从左边入射

（图 2a）。三个区域的解分别为

ψ =


eikx + r e−ikx, x < 0,

C e−κx +D eκx, 0 < x < d,

t eikx, x > d,

(4.1)

k =

√
2mE

h̄
, κ =

√
2m(U0 − E)

h̄
.

入射振幅取 1；x > d 处只有向右的透射波，因为右边没有入射源。r、t 分别称为反射振幅与透射

振幅。

定义：透射系数与反射系数

透射系数 T = 透射概率流 / 入射概率流，反射系数 R = 反射概率流（取正值）/ 入射概率流。
由式 (3.6)，入射波 eikx 的流为 h̄k/m，透射波的流为 |t|2 h̄k/m，所以 T = |t|2，同理 R = |r|2

（两侧 k 相同时）。

检验：R+ T = 1

在 x < 0 处计算总流：

ψ∗ψ′ = ik
(

e−ikx + r∗eikx
)(

eikx − re−ikx
)

= ik
(
1− |r|2 + r∗e2ikx − re−2ikx

)
.

括号中后两项互为相反数的共轭（w∗ − w 型），是纯虚数，乘以 ik 后变成实数，不贡献虚部。
所以 jx<0 = h̄k

m (1− |r|2)。定态中 j 处处相同，等于 x > d 处的 h̄k
m |t|2，得 R + T = 1：入射

流 = 反射流 + 透射流。

四个未知数 r, C,D, t 由 x = 0 与 x = d 两处 ψ、ψ′ 连续的四个方程确定：

x = 0 : 1 + r = C +D,

ik(1− r) = −κC + κD, (4.2)

x = d : Ce−κd +Deκd = t eikd,

− κCe−κd + κDeκd = ik t eikd. (4.3)
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4.2 精确解与厚势垒近似

解这个线性方程组只需代数（附录 A），结果为

T =

[
1 +

U2
0 sinh2(κd)

4E(U0 − E)

]−1

(4.4)

其中 sinh y = (ey − e−y)/2。STM 中的情形是 κd ∼ 5–10 的“厚”势垒，此时有一条更有物理意
义的近似推导。

推导：厚势垒近似

1. 由出口条件求势垒内的两个分量。把式 (4.3) 第一式乘以 κ 再分别加、减第二式：

D eκd = κ+ ik
2κ

t eikd,

C e−κd = κ− ik
2κ

t eikd.

两式相除：D/C = e−2κd(κ+ ik)/(κ− ik)，|D/C| = e−2κd。势垒内主要是从左界面开始

衰减的分量 Ce−κx；增长分量 Deκx 在左界面处只有 C 的 e−2κd 倍，只在右界面附近才

与衰减分量可比。按式 (3.8)，正是这两个分量的干涉携带了透射流。

2. 近似。小参量 e−2κd：在 x = 0 的条件式 (4.2) 中略去 D（相对误差 O
(
e−2κd

)
），得

1 + r = C、ik(1− r) = −κC，消去 r：

C =
2ik

ik − κ
=

2k

k + iκ.

这正是台阶势中的透射振幅（热身例题中的 c）：左界面上的波函数与势垒无限厚时相同。

3. 透射振幅。由第 1 步的 C 式解出 t eikd =
2κ

κ− ikC e−κd，取模：

|t| = 2κ√
κ2 + k2

· 2k√
k2 + κ2

e−κd.

4. 平方，并用 h̄2k2/2m = E、h̄2κ2/2m = U0 − E、h̄2(k2 + κ2)/2m = U0：

T ≈ 16k2κ2

(k2 + κ2)2
e−2κd

= 16
E

U0

(
1− E

U0

)
e−2κd (4.5)

检验：与精确解比较、量纲与极限

• 在式 (4.4) 中令 κd ≫ 1：sinh2(κd) ≈ e2κd/4，且 1 相对于第二项可略去，T ≈
16E(U0−E)

U2
0

e−2κd，与式 (4.5) 相同。脚本数值比较：E = 7 eV、U0 = 11.5 eV 时，d = 2Å
处近似式偏高 2.4%，d = 5Å 处偏高 4× 10−5（图 2b）。

• 量纲：κd、E/U0 无量纲，T 无量纲。

• 极限：d → 0 时式 (4.4) 给出 T → 1（没有势垒）；E → U0 时 sinh2(κd)/(U0 − E) →
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κ2d2/(U0 −E) = 2md2/h̄2，T → [1 +mU0d
2/(2h̄2)]−1，有限且连续。E > U0 时把 κ 换

成 ik′（k′ =
√

2m(E − U0)/h̄），sinh2 → − sin2，在 k′d = nπ 处 T = 1（共振透射）。

• 前因子 16(E/U0)(1−E/U0)最大为 4（E = U0/2时），对铜型参数 E = 7 eV、U0 = 11.5 eV
为 3.8。它可以大于 1，但只要 e−2κd 足够小，T ≪ 1，与 T ≤ 1 不矛盾。

−6 −4 −2 0 2 4 6
x / Å

−2
−1

0
1
2
3
4

波函
数（

入射
振幅

 A=
1）

|t|2 = T = 0.14

势垒 U0入射 + 反射 透射
(a) E = EF = 7 eV，U0 = 11.5 eV，d = 1.5 Å

Reψ |ψ|2

0 2 4 6 8 10
势垒宽度 d / Å

10−9

10−7

10−5

10−3

10−1

透射
系数

 T

每 1 Å 降为 1/8.8

(b) κ = 1.087 Å−1

精确解
厚势垒近似
数值转移矩阵

图 2 (a) 方势垒中的定态波函数（精确解，E = EF = 7 eV，U0 = 11.5 eV，为能看清透射部分取很薄的
d = 1.5Å）：左侧入射波与反射波干涉成部分驻波，势垒内近似指数衰减，右侧为振幅 |t| 的行波，|ψ|2 为常
数 T = 0.14。(b) 透射系数随宽度的变化：式 (4.4)（实线）、式 (4.5)（虚线）与独立的数值转移矩阵解（圆
点，附录 B）。

4.3 一埃一个数量级

对金属中费米能级处的电子，U0 − E 就是功函数 ϕ（图 1a），于是

κ =

√
2mϕ

h̄
= 0.5123

√
ϕ/eV Å−1

,

T (d)

T (d+ 1Å)
= e2κ×1Å. (4.6)

ϕ = 4 eV 时 κ = 1.02Å−1，e2κ·1Å = 7.8；ϕ = 5 eV 时 κ = 1.15Å−1，比值为 9.9。间隙每增大 1Å，
透射系数约减小一个数量级——Binnig 与 Rohrer 在诺贝尔演讲中称之为真空中“每埃约 10 倍”
[5]。原子的直径约 2–3 Å，所以针尖越过一个原子台阶时电流可变两三个数量级 [7]。

要点

隧穿概率 ∝ e−2κd：指数中的 κd 是“势垒宽度 / 波函数衰减长度”。前因子只依赖于能量比，
变化缓慢；所有灵敏度都来自指数。这是本讲后面所有结论的出发点。

交互演示：改变能量 E、势垒高度 U0 与宽度 d，观察波函数在势垒中的衰减、反射波与入射波形成的
驻波，以及精确透射系数与厚势垒近似的比较（E > U0 时还可看到共振透射）。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 stm-barrier）。
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注：电子“在势垒中”时能量守恒吗？

定态的能量 E 是确定的，没有“借能量”。若想在势垒中找到电子，需要把它定位在衰减长度

1/κ 以内，由不确定关系这会给它 ∆p ≳ h̄κ 的动量涨落，对应的动能 h̄2κ2/2m = U0 − E 恰

好补足经典禁区的“能量亏空”。所以“在禁区中观测到粒子”与能量守恒并不矛盾。

5 STM 的隧道电流

样品

压电扫描管

x, y, z

偏压 V电流放大 I

取对数并与设定值 Iset 比较

反馈控制器
z 电压 计算机：记录

z(x, y) = 图像

(a) 恒流模式 STM 的组成

半高全宽 2√Rtln2/κ

d

针尖

样品表面原子

电流密度 J(r)

(b) 针尖顶端（原子尺度示意）

图 3 (a)恒流模式 STM的组成：针尖装在压电扫描管上，样品加偏压 V，隧道电流经放大、取对数后与设
定值比较，反馈控制器调节针尖高度使电流恒定，记录下的 z(x, y)即为图像。(b)针尖顶端的原子尺度示意：
电流集中在最前端原子下方，电流密度 J(r) 的分布按第 5.4 节的式 (5.3) 计算（Rt = 4Å，κ = 1.1Å−1）。

图 3 是 STM 的工作原理。针尖与样品之间的真空隙通常为几埃到十埃，偏压从毫伏到几伏，
电流在纳安量级 [7, 15]。本节由第 3–4 节的工具推出隧道电流的表达式，再讨论它对间隙、横向
位置与振动的依赖。

5.1 从一维透射到三维电流密度

假设：平面电极模型

1. 针尖与样品近似为两块平行的半无限金属（局部平面近似，曲率的影响见第 5.2 节），都
用自由电子气描述；

2. 间隙中的势能只依赖于垂直于表面的坐标 z，小偏压下取为高度 EF + ϕ̄ 的方势垒（ϕ̄ 为

两电极功函数的平均，理由见下面的推导框）；忽略镜像势（第 5.3 节讨论）；

3. 隧穿是弹性的：电子穿过势垒时能量不变；

4. 温度足够低，kBT 远小于下文的能量宽度 εd（约 0.8 eV）。线性区内 J ∝ V 对任意温度

都成立（见第 5 步），所以不需要 kBT ≪ eV；后者只在讨论能谱分辨率（第 7.1 节）时
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才需要。

推导：为什么用平均势垒 ϕ̄

针尖与样品功函数不同时，费米能级对齐后真空中的电势线性变化（第 3.5 节），费米能级处
的电子面对的势垒高度 W (z) 从 ϕt 线性变到 ϕs。把势垒切成许多薄层，每层内高度近似不

变，波函数振幅衰减 e−κ∆z；各层相乘，透射指数为 2
√
2m
h̄

∫ d
0

√
W dz（方势垒时就是 2κd；这

一“WKB”结果的推导与适用条件见第 6 节）。

1. 记 W̄ = (ϕt + ϕs)/2，W = W̄ + w(z)，w 在 [−∆/2,∆/2] 内线性变化，∆ = ϕs − ϕt。

2. 在 W̄ 处展开：
√
W =

√
W̄
[
1 + w

2W̄
− w2

8W̄ 2 + · · ·
]
。

3. 积分：w 关于间隙中点反对称，一阶项积分为零；二阶项平均值为 ∆2/12。于是∫ d

0

√
W dz

= d
√
W̄

[
1− 1

96

(
∆

W̄

)2

+ · · ·

]
.

∆ = 1 eV、W̄ = 4.5 eV 时修正仅 5× 10−4：线性变化的势垒与高度为平均值的方势垒等效。同

理，小偏压使势垒从 ϕ 线性降到 ϕ− eV，等效高度为 ϕ− eV /2（例题 2）。

推导：电流密度

1. 能量分成两部分。势能只依赖 z 时，试探 ψ = ei(kxx+kyy)χ(z)，代入三维定态方程

− h̄2

2m∇2ψ + U(z)ψ = Eψ（一维方程中的 ∂2/∂x2 在三维推广为 ∇2 ≡ ∂2x + ∂2y + ∂2z，

即动能 p2/2m 中的 p2 = p2x + p2y + p2z），∂2x、∂2y 各给出 −k2x、−k2y，约去公共因子得

− h̄2

2m
χ′′ + U(z)χ = Ezχ,

Ez ≡ E − E∥, E∥ ≡
h̄2(k2x + k2y)

2m
.

平行于表面的运动是自由的，平行动量守恒；垂直方向是能量为 Ez 的一维隧穿问题，透

射系数为 T (Ez)。

2. 数入射电子。由第 3.5 节，单位体积中波矢在 d3k 内的电子数为 2f(E) d3k/(2π)3（因子

2 来自自旋）。其中 kz > 0 的电子以速度 vz = h̄kz/m 奔向势垒，单位时间穿过单位面积

的数目为 vz× 数密度，其中比例 T (Ez) 穿过势垒。

3. 净电流。设针尖在左、样品在右，能量从针尖的导带底量起；样品电势高 V，其费米能

级低 eV。从左到右的电子流减去从右到左的电子流（同一能量 E 的态，透射系数相同）：

J = e

∫
kz>0

2d3k

(2π)3
vz T (Ez)

× [ft(E)− fs(E)] ,
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ft、fs 为针尖、样品中的占据概率。J > 0 表示电子由针尖流向样品，即电流由样品流

向针尖。（严格说两个方向的电子流都要乘以“对面的态是空的”概率 1− f，但 ft(1−
fs)− fs(1− ft) = ft − fs，结果不变。）

4. 换成能量积分。vz dkz = (h̄kz/m)dkz = dEz/h̄；平行方向用极坐标 dkxdky = 2πk∥dk∥ =
(2πm/h̄2)dE∥。代入：

J =
em

2π2h̄3

∫
dEz T (Ez)

×
∫

dE∥

×
[
ft(Ez + E∥)

− fs(Ez + E∥)
]
. (5.1)

5. 小偏压。记 f(E) 为针尖的占据概率，样品的能级低 eV，故 fs(E) = f(E + eV )。内层

积分换元 E = Ez + E∥：∫ ∞

0

[
f(Ez + E∥)− f(Ez + E∥ + eV )

]
dE∥

=

∫ Ez+eV

Ez

f(E) dE ≈ eV f(Ez),

最后一步对 eV 取一阶（线性响应），对任意温度成立；但第 6 步还要用到 T (Ez) 在

宽 eV 的窗口内变化不大，即 eV ≪ εd（相对误差约 eV /2εd）。绝对零度下 f(Ez) = 1

（Ez < EF）。图像上：针尖中 [EF − eV,EF] 内的电子面对样品一侧的空态（图 1b）。于是

J ≈ e2mV

2π2h̄3

∫ EF

0
T (Ez) dEz.

6. 哪些电子在隧穿？由式 (4.5)，T (Ez) ≈ P e−2κ(Ez)d，κ(Ez) =
√
2m(EF + ϕ̄− Ez)/h̄。前

因子 P = 16Ez(U0 −Ez)/U
2
0 随 Ez 缓变，取 Ez = EF 处的值。指数在 Ez = EF 附近展

开到一阶：dκ/dEz = −m/(h̄2κ)，记 κ0 = κ(EF) =
√
2mϕ̄/h̄，

2κ(Ez)d ≈ 2κ0d+
EF − Ez

εd
,

εd ≡
h̄2κ0
2md

.

法向能量每比 EF 低 εd，透射系数就降为 1/e：只有“几乎正对势垒”的电子（Ez 在 EF

下 εd 以内）有实质贡献。

7. 积分。
∫ EF
0 e−(EF−Ez)/εddEz = εd

(
1− e−EF/εd

)
≈ εd（εd ≪ EF）。代入第 5 步：

J ≈ e2V

4π2h̄
· Pκ0
d

e−2κ0d (5.2)

P =
16EFϕ̄

(EF + ϕ̄)2
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检验：适用条件、量纲与数值

• 小参量：d = 5Å、ϕ̄ = 4.5 eV 时 κ0 = 1.087Å−1，εd = 3.810 × 1.087/5 = 0.83 eV，
比 EF = 7 eV 小一个量级。第 6 步指数展开的下一项为 −(EF − Ez)

2/(4κ0d ε
2
d)，在

EF − Ez ≈ εd 处与一阶项之比约 1/(4κ0d) ≈ 5%；对 e−x 加权积分后（
∫
x2e−xdx = 2）

使 J 增大约 1/(2κ0d) ≈ 9%。这一修正随 d 缓变，对 d ln J/dd 只改变 O
(
1/(2κ0d

2)
)
，

按此估计相对 2κ0 约 1%；数值上因与 P 的变化部分相消，实际只有约 0.3%。“小偏压”
要求 eV ≪ εd（第 5 步）且 eV ≪ ϕ̄（否则势垒形状变化，见例题 2）；“低温”要求
kBT ≪ εd，室温（26meV）也满足。

• 量纲：e2/h̄ 的单位为 C2/(J · s) = A/V（电导），乘以 V κ0/d 得 A/m2。

• 数值核对：把精确的方势垒 T (Ez) 代入式 (5.1) 直接数值积分（V = 10mV），d = 4、6、
8Å 时比式 (5.2) 大 10%、9%、7%，主要来自上一条所说的指数二阶项（约 1/(2κ0d) =
11%、8%、6%），P 随 Ez 的变化只贡献 0.2%–2%（线性响应下两者相乘，d = 8Å 时为
1.058× 1.024 ≈ 1.08，与 7%之差来自 10mV的有限偏压）；由数值结果求得的 d ln J/dd
与下文式 (5.6) 相差 0.6%（脚本 verify_numeric.py）。

• 结构：J ∝ V，即小偏压下隧道结是一个欧姆电阻；J ∝ (1/d)e−2κ0d。Binnig 与 Rohrer
1982 年的综述也写作 J ∝ (V /s)e−Aϕ1/2s，A = 1.025 eV−1/2Å−1（即 2

√
2m/h̄）[16]。

Simmons 用更细致的平均势垒处理得到同样的结构，前因子的数值系数略有不同 [17]
——前因子依赖于模型，指数则是稳健的。

5.2 针尖的几何与电导的量级

真实针尖顶端近似为半径 Rt 的球面。在离针尖轴线 r 处，间隙为 d + Rt −
√
R2

t − r2 ≈
d+ r2/(2Rt)（r ≪ Rt）。把式 (5.2) 逐点用于每一小块面积（“局部平面近似”，要求间隙在横向一
个 1/κ0 的距离内变化不大），并忽略前因子中 1/d 的缓慢变化：

J(r) ≈ J(0) e−2κ0 r2/(2Rt)

= J(0) e−κ0r2/Rt . (5.3)

电流密度在横向是高斯分布，总电流 I =
∫∞
0 J(r) 2πr dr = J(0) · πRt/κ0，即有效面积 Aeff =

πRt/κ0。用电导量子 G0 ≡ 2e2/h = e2/(πh̄) = 7.748× 10−5 S（约 1/12.9 kΩ）[18] 作单位：

G

G0
=
I/V

G0
=
PRt
4d

e−2κ0d. (5.4)

例题：典型工作点的间隙

STM 常用 V = 0.1V、I = 1 nA。估计间隙 d（取 ϕ̄ = 4.5 eV，Rt ≈ d，P ≈ 3.8）。

解答

G = 1 × 10−8 S，G/G0 = 1.29 × 10−4。由式 (5.4)，PRt/(4d) ≈ 1，故 e−2κ0d ≈ 1.29 × 10−4，

2κ0d = 8.96，d ≈ 4.1Å。前因子即使差 2 倍，d 也只变 ln 2/(2κ0) = 0.32Å——对数把一切不
确定都压缩了。这与“间隙几埃”的经验一致；Limot 等人在 Cu(111) 上测得针尖继续逼近时
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电导跃变到约 G0（原子接触）[19]，相当于再靠近 3–4 Å。

5.3 表观势垒高度

实验上最直接的量是电流对间隙的对数导数。定义

ϕap ≡ h̄2

8m

(
d ln I

dd

)2

= 0.952

(
d ln I

dd

/
Å−1

)2

eV, (5.5)

称为表观势垒高度（h̄2/8m = 0.952 eV Å2）。若 I ∝ e−2κ0d 严格成立，d ln I/dd = −2κ0，ϕap =

h̄2κ20/2m = ϕ̄。由式 (5.2)，实际上 ln I =常数− ln d− 2κ0d，

d ln I
dd = −2κ0 −

1

d
,

ϕap = ϕ̄

(
1 +

1

2κ0d

)2

. (5.6)

κ0d = 5 时 ϕap 比 ϕ̄ 高 21%。这一修正依赖于前因子的模型（球形针尖、三维效应都会改变它），
是表观势垒的系统误差之一。

注：镜像势

电子离开金属表面距离 x 时，金属表面感应电荷对它的吸引可用“镜像电荷”描述，势能为

−e2/(16πε0x)；两块平行金属之间要对无穷多个镜像求和。这会把势垒的中部压低、四角磨圆。
按这一经典模型做 WKB 积分（第 6 节；脚本 verify_numeric.py），ϕ̄ = 4.5 eV 时 ϕap 在

d = 5Å处降为约 3.1 eV，在 d = 10Å处为 3.8 eV。但经典镜像势在原子尺度上的形式本身并不
可靠，实测的表观势垒常接近功函数：Limot 等人在 Cu(111) 与 Ag(111) 上测得 ϕap = 4.7 eV
与 4.0 eV[19]。表观势垒是一个“有效”量，不能简单等同于功函数。

5.4 横向分辨率

STM 为什么能分辨单个原子？有两个层次的回答。

几何层次：电流只流过针尖最前端 由式 (5.3)，电流密度的半高全宽为 2
√
Rt ln 2/κ0；90% 的电

流集中在半径 r90 =
√
Rt ln 10/κ0 内。Rt = 10Å、κ0 = 1.1Å−1 时 r90 = 4.6Å；而宏观上磨尖的

针尖 Rt ∼ 1000Å，r90 ≈ 46Å。Binnig 等人 1982 年给出的横向分辨估计 δ ≈ 3
√
Rt（以 Å 为单

位）[7] 与此同量级。原子分辨之所以可能，是因为真实针尖的顶端往往恰好有一个原子突出：若
它比相邻原子突出 ∆ ≈ 1Å 到 2Å，相邻原子的电流就被压低 e−2κ0∆ ≈ 1/9 到 1/80——一个原子

承担了绝大部分电流（图 3b）。

波动层次：表面起伏随高度指数衰减 即使针尖是理想的单原子，样品表面的原子起伏在真空中也

会被“抹平”。先给出将要用到的理论结论。
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定义：局域态密度（操作定义）

设样品的定态（归一化）为 ψn，能量为 En。在位置 r、能量 E 附近宽 ∆E 的能量区间内，把

每个态在 r 处的概率密度相加再除以 ∆E：ρs(r, E) = 1
∆E

∑
E≤En<E+∆E |ψn(r)|2，称为局域

态密度（LDOS）。它表示“在 r 处、能量 E 附近有多少电子态可供电子进出”。第 7.1 节再作
推广与讨论。

要点：Tersoff–Hamann 结论

J. Bardeen 1961 年的隧穿理论 [20] 把隧穿速率写成“隧穿矩阵元”的平方：它度量针尖的
一个电子态与样品的一个电子态在势垒中的波函数交叠，交叠越大，电子越容易从一边跳到

另一边。Tersoff 与 Hamann 用这一理论证明：若针尖顶端的电子态是球对称的（“s 波”针
尖，即像氢原子基态那样球对称的电子云），小偏压下隧道电流正比于样品在针尖曲率中心处、
费米能级附近的局域态密度 [21, 22]，即正比于样品在该点的

∑
|ψn|2。有效横向分辨率约为

[(2Å)(Rt + d)]1/2[22]。式中的 2Å 就是 2/κ0，与式 (5.3) 的
√
Rt/κ0 同源；“Rt + d”说明起

伏要在针尖的曲率中心处计算，钝针尖相当于把探测点抬高了 Rt。下面的推导说明起伏为何

随高度指数衰减。

推导：真空中波函数的傅里叶分量

1. 真空中 U = EF + ϕ̄ 为常数，能量 EF 的样品波函数满足 − h̄2

2m∇2ψ + (EF + ϕ̄)ψ = EFψ，

即

∇2ψ = κ20ψ.

2. 表面在 x, y 方向是周期的。周期函数可以写成一系列具有该周期的正弦（复指数）波之和

——傅里叶级数。把 ψ在给定高度 z上展开成二维傅里叶级数 ψ =
∑

G aG(z) eiG·r∥，G取

遍表面晶格的倒格矢——使平面波 eiG·r∥ 在平移任一晶格矢量后不变的波矢。最短的倒格

矢长度记为G1。对最近邻距离为 a的六角晶格，原子排成间距为
√
3a/2的平行原子列，垂

直于原子列、波长恰为列间距的平面波就是最短的一个：G1 = 2π/(
√
3a/2) = 4π/(

√
3a)；

三组原子列方向互成 60◦，给出 6 个长度为 G1 的倒格矢（± 各一）。

3. 代入第 1 步，∂2x + ∂2y 作用在 eiG·r∥ 上给出 −G2，各分量独立：a′′G = (κ20 + G2)aG。取

向外衰减的解：

aG(z) ∝ e−qGz,

qG =
√
κ20 +G2. (5.7)

4. 记 αG ≡ aG(0)/a0(0)，则 ψ = a0(0) e−κ0z
[
1 +

∑
G ̸=0 αG e−(qG−κ0)zeiG·r∥

]
：平均分量

（G = 0）以 e−κ0z 衰减，起伏分量的相对大小按 e−(qG−κ0)z 衰减。由于 qG > κ0，离表面

越远，波函数越“平”。

5. 换成恒流高度。只保留最短的一组倒格矢（六角晶格有 6 个，长度均为 G1），并

设各 αG 等于同一实数 α1（原子处于高对称位置时成立）。方括号中的起伏部分为

ϵ ≡ α1e−(q1−κ0)zS(r∥)，S =
∑

cos(G · r∥)；在原子顶位所有相位为零，S = 6；在三

个原子之间的空位，6 个相位 G · r∥ 都是 ±2π/3，S = 6 cos(2π/3) = −3。ϵ ≪ 1 时
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ln |ψ|2 ≈常数− 2κ0z + 2ϵ。恒流意味着针尖处的 |ψ|2 恒定（上面的 Tersoff–Hamann 结
论），故高度需改变 δz = ϵ/κ0。顶位与空位之差

∆z ≈ 9α1

κ0
e−(q1−κ0)z, (5.8)

q1 =
√
κ20 +G2

1;

∆z点源 ≈ 9

q1
e−(q1−κ0)z.

最后一式（∆z点源）取每个表面原子在真空中贡献 e−κ0ϱ/ϱ（ϱ 为到原子中心的距离，它
满足 ∇2ψ = κ20ψ）的“点源模型”，其傅里叶分量 aG ∝ e−qGz/qG，于是 α1 = κ0/q1（脚

本 corrugation.py 用实空间直接求和核对了这一点）。

−5 0 5
x / Å

0
2
4
6
8

针尖
中心

高度
 z / 

Å

(a) a = 8 Å

−2 0 2
x / Å

0
2
4
6
8

(b) a = 2.88 Å

5.0 7.5 10.0
针尖中心高度 z / Å

10−7

10−5

10−3

10−1

恒流
起伏

 Δz 
/ Å 约 0.01 Å（典型噪声）

(c) 起伏随高度衰减

点：数值；线：一阶式
a = 8 Å
a = 2.88 Å

图 4 表面原子起伏随高度的衰减（点源模型，六角晶格，κ0 = 1.1Å−1）。(a)(b) 通过原子顶位、沿最近邻
方向的竖直截面上的等 |ψ|2 线（此截面上起伏为顶位与两原子间桥位之差），即恒流模式下针尖中心的轨迹
（自下而上 z = 3, 4, . . . , 8 Å）；晶格常数 a = 8Å 时起伏清晰，a = 2.88Å（Au(111) 的最近邻距离）时肉眼
已看不出。(c) 恒流起伏 ∆z（顶位减空位）随针尖中心高度的变化：圆点为数值求解等值面，实线为只保留
第一壳层、但对数不线性化的解析式 [ln(1 + 6ϵ)− ln(1− 3ϵ)]/κ0（ϵ ≪ 1 时即式 (5.8)），z ≥ 5Å 处相差小
于 3%。

检验：数值

Au(111) 的最近邻距离 a = 2.88Å[23]：G1 = 2.52Å−1，q1 = 2.75Å−1，q1 − κ0 = 1.65Å−1

——针尖每抬高 1Å，起伏缩小为 1/5.2；z = 6Å 时 ∆z ≈ 2× 10−4 Å，远低于约 0.01Å 的噪
声水平。周期 8Å 的结构 q1 − κ0 = 0.33Å−1，同样高度处顶位的起伏项 6ϵ ≈ 0.6，已不满足推

导第 5 步的 ϵ≪ 1，线性式 (5.8) 给出 0.89Å；数值求等值面得 0.7–0.8Å（依“高度 z”取在

顶位还是空位上方而异），保留对数而不线性化的形式 [ln(1 + 6ϵ)− ln(1− 3ϵ)]/κ0 给出 0.82Å
（图 4c 红线）。无论哪种算法，起伏都清晰可见。这解释了为什么 STM 最早成功的原子像是

Si(111)-7×7 这类大周期结构（原胞边长 26.9Å）[8]。
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注：金属表面的“反常”原子像

按 s 波模型，Au(111) 这样的密排金属表面几乎不可能显示原子起伏；但 1987 年 Hallmark
等人在 Au(111) 上观测到约 0.3Å 的原子起伏（针尖偏压 +30 mV，即本讲约定下样品偏压
−30 mV；电流 3 nA）[24]。C. J. Chen 指出，金属表面 2.5–3 Å 的原子间距之所以能被分辨，
是因为钨针尖顶端的 dz2 型电子态（沿针尖轴向伸长、两端突出的电子云，而不是球对称的 s
态）比 s 波“更尖”[25]。这提醒我们：STM 图像是针尖态与样品态的共同产物。

5.5 恒流模式与恒高模式

恒流模式 反馈回路不断调节针尖高度 z，使电流保持为设定值 Iset（图 3a）。由于 ln I 与间隙
呈线性关系，控制器比较的是 ln I − ln Iset。设针尖在 x 处的理想恒流高度为 z∗(x)，在其附近

ln I ≈ ln Iset − 2κ0(z − z∗)。最简单的积分型控制器让针尖速度正比于误差：

dz
dt =

1

2κ0τ
ln I

Iset
= −z − z∗(x)

τ
, (5.9)

（电流偏大说明太近，针尖后撤），这是时间常数 τ 的一阶弛豫。针尖以速度 v 扫过周期 a 的

起伏 z∗ = ∆ cos(2πx/a) 时，相当于以角频率 ω = 2πv/a 驱动一阶系统，稳态响应的振幅为

∆/
√
1 + ω2τ2，相位滞后 arctanωτ。要如实记录原子起伏，需要 2πvτ/a≪ 1。τ = 1ms、a = 3Å

时，v ≪ 50nm/s。

记录下的 z(x, y) 是“等电流面”，按 Tersoff–Hamann 结论即样品等局域态密度面，不一定是
原子核位置的形貌：吸附物、缺陷、不同元素都可能“看起来”凸起或凹陷。

恒高模式 关掉（或放慢）反馈，针尖在固定高度扫描，直接记录电流。它不受反馈带宽限制，可

以快得多，但只适用于很平坦的区域：遇到一个 2.4Å 的台阶，电流就变化 e2κ0×2.4 ≈ 200 倍，针

尖还可能撞上样品。

交互演示：沿一列原子扫描，样品中部有一个单原子台阶（高 2.36Å）。改变晶格常数、设定间隙、反
馈时间常数与扫描速度，比较针尖轨迹与理想恒流轮廓；读数给出数值起伏，并与按式 (5.8) 同样方法
得到的沿原子列的一阶式 (8/q1)e−(q1−κ0)z 比较（沿原子列比较的是顶位与桥位，S 从 6 变到 −2，故
系数为 8 而非 9），同时显示判据 2πvτ/a。也可切换到恒高模式观察电流。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 stm-scan）。

5.6 振动隔离

需要多稳？ 由 I ∝ e−2κ0d，间隙变化 δd 引起电流的相对变化 δI/I = 2κ0δd。若要求电流涨落小

于 2%，则 δd < 0.02/(2 × 1.09Å−1) ≈ 0.01Å = 1 pm。而实验室地面的振动位移通常在纳米到微
米量级——差了 3 到 6 个数量级。

两级振子模型 把系统看成两个串联的振子（图 5）：

1. 隔振平台：质量 M 用劲度 K 的软弹簧挂在地基上，固有角频率 ω1 = 2πf1 =
√
K/M。

地基位移 xb = Xb cosωt，平台位移 xp 满足 Mẍp = −K(xp − xb)。代入 xp = Xp cosωt：
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(ω2
1 − ω2)Xp = ω2

1Xb， ∣∣∣∣Xp

Xb

∣∣∣∣ = ω2
1∣∣ω2

1 − ω2
∣∣ , (5.10)

ω ≫ ω1 时趋于 (f1/f)
2。

2. STM 头：针尖相对样品的位移 y 由“针尖–扫描管–支架–样品”这一回路的弹性决定，其

最低共振频率记为 f2（典型为几 kHz[16]）。在随平台加速运动的参考系中，回路受惯性力
−mẍp（m 为回路的有效质量），故 mÿ = −ky −mẍp。代入简谐解，(ω2

2 − ω2)Y = ω2Xp：∣∣∣∣ YXp

∣∣∣∣ = ω2∣∣ω2
2 − ω2

∣∣ , (5.11)

ω ≪ ω2 时趋于 (f/f2)
2。刚性的头部对低频振动几乎是“整体平动”，针尖与样品一起动，相

对位移很小。

3. 串联：在 f1 ≪ f ≪ f2 的频段，两个渐近式相乘，(f1/f)
2(f/f2)

2 中的 f 相消：∣∣∣∣ YXb

∣∣∣∣ ≈ (f1f2
)2

, (5.12)

与频率无关。隔振的原则就是让两个固有频率相差悬殊 [26]：f1 = 2Hz、f2 = 2 kHz 给出
10−6，微米级的地面振动变成皮米级的间隙涨落。

100 101 102 103 104
振动频率 f / Hz

10−11
10−9
10−7
10−5
10−3
10−1
101

针尖
–样

品相
对位

移 /
 地基

位移

(f1/f2)2 = 10−6

f1 f2

无隔振：|y/xb|
弱阻尼平台 Q1 = 104

粘滞阻尼平台 Q1 = 3

图 5 两级隔振的传递函数（f1 = 2Hz，f2 = 2 kHz，STM 头 Q2 = 20）。点线：无隔振平台时针尖–样品相
对位移与地基位移之比 (f/f2)

2；实线：弱阻尼平台，在 f1 ≪ f ≪ f2 内为平台值 (f1/f2)
2（式 (5.12)，脚

本中在 60 Hz 处核对相差 0.2%）；虚线：平台与地基之间加粘滞阻尼（Q1 = 3）。

最早的 STM 用超导磁悬浮隔振，后来改用带涡流阻尼的两级弹簧系统 [5, 16]；现代 STM 把
头部做得小而刚（提高 f2），再配合软悬挂（降低 f1）。阻尼的利弊、温度漂移见例题 1。

5.7 压电扫描器（定性）

针尖的亚埃级定位靠压电效应：某些晶体或陶瓷（如锆钛酸铅 PZT）在电场作用下发生与电
场成正比的形变。用压电系数 d31 描述“沿厚度方向加电场、沿长度方向伸缩”：厚 h、长 L 的压

电片加电压 V，长度变化 ∆L = d31V L/h。商用 PZT 陶瓷的 |d31| 约为 1.7–2.8Å/V[27]。
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Binnig 与 Smith 1986 年提出的单管扫描器把一根压电陶瓷管的外电极分成四个象限：在相对
的两个象限上加反向电压使管子弯曲，产生 x、y 扫描；在内电极上加电压使整根管子伸缩，控制

z[28]。他们的扫描管在三个方向的响应约 5 nm/V，最低机械共振在 8 kHz（弯曲）和 40 kHz（伸
缩）[28]。压电陶瓷有迟滞、蠕变，灵敏度随温度变化，必须用已知尺寸的结构（如单原子台阶）标
定——Binnig 等人的第一次实验就因标称灵敏度偏差一倍而差点错过真空隧穿 [5]。

6 WKB 近似：缓变势垒、场致发射与 α 衰变

方势垒之外，常见的势垒形状各异：加偏压后是梯形，强电场下的金属表面是三角形，原子核

外是库仑势。对缓变的势垒，有一个普适的近似公式。它以 Wentzel、Kramers、Brillouin 三人命
名，简称 WKB 近似。

6.1 缓变势中的波函数

假设：缓变条件

在经典禁区中，局域衰减常数 κ(x) =
√
2m[U(x)− E]/h̄ 在一个衰减长度 1/κ 内的相对变化

很小： ∣∣∣∣ d
dx

(
1

κ

)∣∣∣∣ = |κ′|
κ2

≪ 1. (6.1)

在经典允许区，同样的条件写成 |d(1/k)/dx| ≪ 1，即局域波长 λ = 2π/k 在一个波长内的变化

远小于波长本身（|dλ/dx| ≪ 2π）。在转折点（U = E，κ = 0）附近这一条件必然失效。

推导：WKB 波函数

1. 禁区中的方程为 ψ′′ = κ2(x)ψ。令 ψ = eS(x)，则 ψ′ = S′ψ，ψ′′ = (S′′+S′2)ψ，方程化为

S′′ + S′2 = κ2.

2. 若 κ 为常数，衰减解为 S′ = −κ。κ 缓变时设 S′ = −κ + δ，期望 |δ| ≪ κ。代入：

S′′ = −κ′ + δ′，S′2 = κ2 − 2κδ + δ2，得

−κ′ + δ′ − 2κδ + δ2 = 0.

3. 首阶：略去 δ′ 与 δ2，得 δ = −κ′/(2κ)。检验：δ/κ = −κ′/(2κ2) 是式 (6.1) 中的小量；被
略去的 δ2 与保留项 κ′ 之比也是同阶小量；δ′ = −κ′′/(2κ) + κ′2/(2κ2) 中还含 κ′′，要使

它也可略去，还需 κ 的二阶导数缓变（|κ′′| ≪ κ3）。在这两个条件下这是一个自洽的展

开。

4. 积分：S = −
∫
κ dx− 1

2 lnκ+常数，

ψ(x) ≈ C√
κ(x)

e−
∫ x
x1
κ(x′) dx′

. (6.2)
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注：振幅因子 1/
√
k 的意义

同样的推导用于经典允许区，得 ψ ≈ (C/
√
k) exp(±i

∫
k dx)。代入式 (3.6)，概率流 j = |C|2 h̄/m

与 x 无关；概率密度 |ψ|2 ∝ 1/k ∝ 1/v——粒子在跑得慢的地方停留得久，与经典图像一致。

式 (6.2) 中的 1/
√
κ 是其禁区类比。

6.2 透射系数的 WKB 公式

设势垒位于两个转折点 x1 < x2 之间。把它切成许多薄层，每层内 κ近似为常数；穿过厚 ∆xi

的一层，波函数振幅衰减 e−κi∆xi。只要 κ 缓变，相邻薄层之间几乎没有反射，总振幅衰减为各层

之积 exp(−
∑
κi∆xi)，概率衰减为其平方。这就是式 (6.2) 中的指数。

读者也许会问：第 3.3 节说过，单独一个衰减指数不携带概率流，为什么只用衰减分量就能算
透射？回顾厚势垒推导第 1–3 步：势垒中还有一个增长分量，其振幅由出口的匹配条件确定，在入
口处只有衰减分量的 e−2

∫
κ dx 倍；透射振幅 t 等于入口处衰减分量的振幅乘以 exp(−

∫
κ dx)，再

乘以两个界面上 O(1) 的匹配因子。所以“流”确实来自两个分量的干涉（式 (3.8)），而它的大小
由衰减分量穿过势垒后剩下的振幅决定，两种说法并不矛盾。于是透射系数为

T ≈ exp
(
−2

∫ x2

x1

κ(x) dx
)

= exp
(
−2

h̄

∫ x2

x1

√
2m[U(x)− E] dx

)
(6.3)

检验：“指数精度”的含义

• 方势垒：κ 为常数，2
∫
κ dx = 2κd，式 (6.3) 给出 e−2κd，与精确的厚势垒结果式 (4.5)

相差前因子 16E(U0 −E)/U2
0。方势垒的边缘是突变的，严重违反缓变条件，前因子来自

两个界面的匹配。

• 三角形势垒（下一小节）：势能线性时，定态方程经变量代换化为 ψ′′(s) = sψ(s)，其解

称为艾里函数（附录 B），因而可以精确求解。对 EF = 7 eV、ϕ = 4.5 eV，在 F = 2–

10V/nm 内精确值与 WKB 值之比稳定在 1.95，即 4
√
EFϕ/(EF + ϕ)（图 6b；附录 B）。

• 两端都缓变的势垒：在转折点附近 WKB 解失效，需要把转折点两侧的 WKB 解用一个
局部精确解（同样是艾里函数）衔接起来，所得的匹配规则称为“连接公式”；它表明前因

子趋于 1[29]。数值核对：对高 9 eV、宽度参数 3Å 的高斯形势垒 U = 9 e−x2/(18Å2
) eV，

在 E = 3–7 eV 下转移矩阵数值解与 exp(−2
∫
κdx) 之比为 1.09–1.15，而 T 本身跨越五

个数量级（脚本 verify_numeric.py）。

所以WKB 公式的指数是准确的，前因子则是 1 的量级、取决于势垒边缘的细节。指数本身常
达几十到上百，lnT 的相对误差只有百分之几——这就是“指数精度”。转折点附近 WKB 失
效，但那里 κ→ 0，对积分的贡献很小。
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6.3 应用一：场致发射与 Fowler–Nordheim 公式

在金属表面外加强电场 F（指向金属，使电子受力指向真空），真空中电子的势能在 EF + ϕ

的基础上随距离线性下降。以费米能级为能量零点，

U(x)− EF = ϕ− eFx, x > 0, (6.4)

势垒成为三角形（图 6a）。费米能级处电子的外转折点在 xc = ϕ/(eF )：F = 5V/nm、ϕ = 4.5 eV
时 xc = 0.9nm，势垒足够薄，电子可以不经加热直接穿出——这就是场致发射（冷发射）。

推导：三角形势垒的 WKB 指数

对法向能量为 Ez 的电子，势垒高出 W ≡ EF + ϕ − Ez（费米能级处 W = ϕ），转折点

xc =W/(eF )。

2

∫ xc

0

√
2m(W − eFx)

h̄
dx

=
2
√
2m

h̄

[
− 2

3eF
(W − eFx)3/2

]xc
0

=
4
√
2m

3h̄eF
W 3/2.

于是

T (Ez) ≈ exp
(
−bFNW 3/2

F

)
, (6.5)

bFN ≡ 4
√
2m

3eh̄

= 6.8309 eV−3/2 V/nm.

推导：发射电流密度

1. 起点。式 (5.1) 对任意 T (Ez) 成立。场发射时真空一侧没有电子射回，方括号中只有金

属一侧的 f。绝对零度下 f = 1（E < EF），内层积分
∫

dE∥ 的上限为 EF − Ez：

J =
em

2π2h̄3

∫ EF

0
(EF − Ez)T (Ez) dEz.

2. 展开指数。记 ε = EF − Ez ≥ 0，W = ϕ + ε。在 ε = 0 附近展开到一阶：W 3/2 ≈
ϕ3/2 + 3

2ϕ
1/2ε，

T ≈ e−bFNϕ3/2/F e−ε/εFN ,

εFN ≡ 2F

3bFNϕ1/2
=

eh̄F

2
√
2mϕ

.

F = 5V/nm、ϕ = 4.5 eV 时 εFN = 0.23 eV ≪ EF：发射电子集中在费米能级以下零点几

电子伏内。
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3. 积分。上限 EF/εFN ≫ 1 可推到无穷，
∫∞
0 ε e−ε/εFNdε = ε2FN：

J =
em

2π2h̄3
· e

2h̄2F 2

8mϕ
e−bFNϕ3/2/F

=
e3F 2

16π2h̄ ϕ
e−bFNϕ3/2/F .

用 16π2h̄ = 8πh，得初等 Fowler–Nordheim 公式：

J =
aFNF 2

ϕ
exp
(
−bFNϕ3/2

F

)
(6.6)

aFN =
e3

8πh
= 1.5414µA eV V−2

检验：量纲、数值与独立核对

• 量纲：aFNF 2/ϕ 中 A · eV · V−2 · (V/m)2/eV = A/m2；bFNϕ3/2/F 无量纲。两个常数与

Forbes 等人给出的“第一、第二 FN 常数”一致 [30]。

• 钨（ϕ = 4.5 eV）在 F = 5V/nm 下：指数 bϕ3/2/F = 6.83 × 9.55/5 = 13.0，e−13.0 =

2.2 × 10−6；前因子 1.54 × 10−6 × (5 × 109 V/m)2/4.5 = 8.6 × 1012 A/m2；J ≈ 1.9 ×
107 A/m2 = 1.9× 103 A/cm2。

• 灵敏度：d ln J/d lnF = 2 + bϕ3/2/F = 15，电场增大 1%，电流增大约 15%。

• 独立核对（图 6c；脚本 fig_fn.py）：把艾里函数精确解得到的 T (Ez) 代入第 1 步的积
分直接数值计算，所得 FN 图的斜率与 −bϕ3/2 相差 0.3%；电流本身约大 1.9 倍，正是
前述前因子 1.95。用 WKB 的 T (Ez) 做同样的数值积分，与式 (6.6) 相差 4%–10%（第
2 步线性化舍去的高阶项）。

Fowler–Nordheim 图 对式 (6.6) 取对数：

ln J

F 2
= ln aFN

ϕ
− bFNϕ3/2

F
. (6.7)

以 1/F 为横轴、ln(J/F 2) 为纵轴应得直线，斜率 −bFNϕ3/2。实验中测的是电流 I 与电压 V。针

尖表面的电场正比于电压，F = βV；对半径 Rt 的孤立导体球 F = V /Rt，带柄的真实针尖受到屏

蔽，写作 F = V /(kfRt)，kf 为几何因子。于是 ln(I/V 2) 对 1/V 也是直线，斜率为 −bFNϕ3/2/β：

只有知道 β，才能由斜率求出 ϕ（例题 2）。

注：镜像力的修正

电子离开表面后受到镜像电荷的吸引，势能多一项 −e2/(16πε0x)（Schottky–Nordheim 势垒，
图 6a 虚线），势垒顶降低

√
e3F/(4πε0)——在 5V/nm 下达 2.7 eV。Murphy 与 Good 给

出了含这一修正的标准理论 [31]，其效果是把式 (6.6) 指数中的 ϕ3/2 乘以函数 v(f)，f =

(e3/4πε0)F/ϕ
2；Forbes 给出的简单近似 v(f) ≈ 1 − f + 1

6f ln f 误差小于 0.33%[32]。我们用
数值 WKB 积分核对：F = 5V/nm 时 v = 0.581（近似式 0.583），电流增大约 200 倍；但 FN
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图的斜率只乘以 s(f) = v − f dv/df ≈ 1 − f/6，约 0.94。截距对模型极敏感，斜率相当稳健
——这是用 FN 图斜率而不是截距分析数据的原因。

0 5 10
x / Å

−2
0
2
4

U
(x

)−
E F

 / eV

EF

xc = ϕ/eF
ϕ

(a) F = 5 V/nm，ϕ = 4.5 eV

三角形势垒
含镜像力

2 4
1/F / (Å/V)

10−12

10−9

10−6

10−3

T(
E F

)

比值 ≈ 1.95

(b) 费米能级处透射系数

精确解（Airy 函数）
WKB

2 3 4
1/F / (Å/V)

−40
−35
−30
−25
−20

ln
[J

/F
2

/(A
/V

2 )]

(c) FN 图
数值积分（精确 T）
初等 FN 公式
含镜像力（WKB）

图 6 场致发射（EF = 7 eV，ϕ = 4.5 eV）。(a) 三角形势垒（实线）与含镜像力的 Schottky–Nordheim 势
垒（虚线，三角为势垒顶）；xc = ϕ/eF 为费米能级电子的外转折点。(b) 费米能级处的透射系数：艾里函
数精确解与 WKB 式 (6.5) 平行，比值约 1.95。(c) FN 图：对能量数值积分（圆点，精确 T）、初等 FN 公
式 (6.6)（实线）、含镜像力的 WKB 数值积分（方块）。三者斜率相近，截距相差悬殊。

交互演示：调节功函数 ϕ 与表面电场 F，观察三角形势垒的宽度、FN 图上的工作点与电流密度；切
换到“含镜像力”可比较 Schottky–Nordheim 修正对电流与斜率的不同影响。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 stm-fn）。

6.4 应用二：α 衰变与 Geiger–Nuttall 定律

假设：Gamow 模型

1. α 粒子在母核中预先形成，在半径 RN 的核内势阱中来回运动；

2. r > RN 处核力为零（核力是短程力），α 粒子（电荷 2e）与子核（电荷 Ze）之间只有库

仑排斥 U(r) = 2Ze2/(4πε0r)；

3. 衰变释放的能量 Q 全部是 α 与子核的相对运动动能（质心系），用约化质量 µ =

mαMd/(mα +Md)；

4. α 粒子的轨道角动量为零（偶偶核基态到基态的衰变）。此时三维问题化为一维：球对称
的 ψ(r) 满足 ∇2ψ = 1

r
d2(rψ)

dr2 （直接求导可验证），令 u = rψ，u 满足与式 (3.4) 同形的
一维方程。

在核内，α 粒子每秒撞击势垒 ν ≈ v/(2RN) 次（v =
√
2Q/µ 为其速度的量级），每次以概率

T = e−GG 穿出。衰变常量与半衰期为

λα = ν e−GG , T1/2 =
ln 2

λα
, (6.8)

其中 Gamow因子 GG 就是WKB指数。外转折点 b由 U(b) = Q给出：b = 2Ze2/(4πε0Q)（图 7a）。
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推导：Gamow 因子

1. 由式 (6.3)，U(r)−Q = Q(b/r − 1)：

GG =
2

h̄

∫ b

RN

√
2µQ

(
b

r
− 1

)
dr

=
2
√
2µQ

h̄

∫ b

RN

√
b

r
− 1dr.

2. 积分（附录 C，代换 r = b cos2 θ）：

GG =
2
√
2µQ

h̄
b

×
[

arccos
√
RN
b

−

√
RN
b

(
1− RN

b

)]
. (6.9)

3. 厚势垒 RN ≪ b（铀核 RN/b ≈ 0.15）时展开到
√
RN/b 的一阶：arccos

√
x ≈ π/2−

√
x，√

x(1− x) ≈
√
x，方括号 ≈ π/2− 2

√
RN/b。代入 b：

GG ≈ 2π · 2Ze2

4πε0h̄v︸ ︷︷ ︸
2πη

− 4

h̄

√
2µ · 2Ze2RN

4πε0
, (6.10)

其中 v =
√
2Q/µ；第一项用了 πb

√
2µQ/h̄ = π · 2Ze2

4πε0Q
· µvh̄ = 2π·2Ze2

4πε0h̄v
（2µQ = µ2v2）。

η = 2Ze2/(4πε0h̄v) 称为索末菲参量，是库仑势能与“量子动能尺度”之比。

检验：238U 与 212Po

用 e2/4πε0 = 1.440MeV fm，h̄c = 197.33MeV fm，RN = 1.2(A
1/3
d + 41/3) fm（子核与 α 粒子

半径之和，r0 = 1.2 fm 为模型参数），Q 由 NUBASE2020 质量表算出 [33]：

• 238U → 234Th + α：Z = 90，Q = 4.270MeV，µc2 = 3664MeV。b = 60.7 fm，RN = 9.30 fm，
U(RN) = 27.9MeV——势垒比 Q 高 6 倍多。式 (6.9) 给出 GG = 88.0（式 (6.10) 两项
分别为 171.0 与 −85.2，和为 85.8），e−GG = 6× 10−39；v = 0.048c，ν = 7.8× 1020 s−1；

T1/2 = 1.5× 1017 s = 4.6× 109 年。实测 4.463× 109 年 [33]。

• 212Po → 208Pb + α：Z = 82，Q = 8.954MeV。b = 26.4 fm，GG = 32.3，T1/2 = 6.3×10−8 s；
实测 2.94× 10−7 s[33]。

Q 只差一倍，半衰期相差 1024 倍，模型对两者都给出了正确的量级。238U 处的“几乎完全吻
合”有一定巧合成分：ν 只是量级估计，r0 取 1.3 fm 时预言值就缩短为约 1/20。
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Geiger–Nuttall 定律 由式 (6.8) 与式 (6.10)，

log10 T1/2 =
GG
ln 10

− log10
ν

ln 2

≈ aGN
Z√
Q

+ c(Z,RN), (6.11)

aGN =
2π · 2αf

ln 10

√
µc2

2
,

αf = e2/(4πε0h̄c) ≈ 1/137 为精细结构常数。代入 µc2 ≈ 3664MeV，aGN = 1.70MeV1/2（Q 以

MeV 为单位）。c(Z,RN) 来自式 (6.10) 第二项与 ν，只随 Z、A 缓慢变化。所以对同一元素的各同

位素，log10 T1/2 与 Z/
√
Q 成直线——这就是 Geiger 与 Nuttall 在 1911 年由经验发现的规律 [2]

（他们用的是 α 粒子射程与衰变常量的关系；射程随能量单调增加）。
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(a) 238U 的 α 衰变：库仑势垒
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图 7 (a) 238U 的 α 衰变：r < RN 为核势阱（示意），r > RN 为库仑势，阴影为经典禁区。(b) 30 个偶偶
α 放射性核的半衰期（空心符号，按母核元素区分；NUBASE2020[33]，Q 由质量过剩计算，已按 α 分支比
换算为 α 分半衰期）与 Gamow 模型计算值（黑点，同一组参数 r0 = 1.2 fm，无任何拟合）。模型与实验的
log10 之差平均为 −0.36、标准差 0.30，最大偏差为 210Po（−1.6，见例题 3）。

交互演示：选择核素或自行调节子核电荷数 Z、衰变能 Q、半径参数 r0，观察库仑势垒、Gamow 因
子与半衰期的变化，并与 30 个偶偶核的实验数据比较。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 stm-gamow）。

7 隧穿谱与量子围栏

7.1 局域态密度与 dI/dV

定义：局域态密度（回顾）

第 5.4 节已给出操作定义：设系统的定态（已归一化）为 ψn，能量为 En。在位置 r、能量 E

附近 ∆E 内，把每个态在 r 处的概率密度加起来，再除以 ∆E：

ρ(r, E) =
1

∆E

∑
E≤En<E+∆E

|ψn(r)|2 , (7.1)
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称为局域态密度（LDOS），单位为“每单位能量每单位体积”。它回答的是：“在 r 处、能量

E 附近有多少电子态可供电子进出？”

检验：与态密度的关系

对体积 L3 中的自由电子，每个平面波态归一化后 |ψn|2 = 1/L3 处处相同，式 (7.1) 给出（单
位能量内的态数）/L3 = g(E)，即式 (3.10)：均匀体系的局域态密度就是态密度。在表面附近、
缺陷周围或围栏里，|ψn|2 随位置起伏，LDOS 才真正“局域”。

能级若有有限寿命（例如电子会漏出围栏），每个 ψn 的贡献就不是能量上的一根线，而是有

一定宽度。这与普通物理中受迫阻尼振子的共振曲线相同：能量衰减时间为 τL 的振子，其吸收

功率随驱动频率 ω 的变化在共振附近为 ∝ 1/[(ω − ω0)
2 + (1/2τL)2]，称为洛伦兹线形，半高全

宽 ∆ω = 1/τL。量子态的能量 E = h̄ω，寿命为 τL 的能级相应地展宽成半高全宽 Γ = h̄/τL 的

洛伦兹线形 LΓ(E − En) = Γ/2π
(E−En)2+(Γ/2)2

（对 E 积分为 1）。用它代替式 (7.1) 中的“计数”：
ρ(r, E) =

∑
n |ψn(r)|

2 LΓ(E − En)。

从电流到 LDOS 式 (5.2) 的推导中，样品被当作自由电子气，所有能量的态“一样多”。若样
品的局域态密度随能量变化，Tersoff–Hamann 理论给出：小偏压下电流正比于样品在针尖位置的
LDOS[22]；推广到有限偏压（假设针尖的态密度平坦、隧穿矩阵元随能量缓变），

I(V ) ∝
∫ EF+eV

EF

ρs(r0, E) dE, (7.2)

因而
dI
dV ∝ ρs(r0, EF + eV ), (7.3)

r0 为针尖位置。物理图像：电子只能隧穿进入样品中在针尖处有振幅的空态（V > 0），或从这样

的满态隧穿出来（V < 0）。V > 0 测样品费米能级以上的空态，V < 0 测以下的满态。（这里 ρs 已

包含波函数在真空中按 e−2κz 的衰减；高偏压下势垒形状改变也会给 dI/dV 带来缓变的本底。）

注：锁相测量 dI/dV

在直流偏压 V 上叠加小调制 Vm cosωt。泰勒展开：I(V +Vm cosωt) = I(V )+I ′(V )Vm cosωt+
1
2I

′′(V )V 2
m cos2 ωt+ · · ·。用锁相放大器（只放大与参考信号同频、同相分量的仪器）取出频率

ω 的分量，其振幅为 I ′(V )Vm（加上 V 3
m 阶的小修正）——直接得到 dI/dV。能量分辨率受 Vm

与 kBT 限制，这是隧穿谱实验常在 4 K（kBT = 0.34meV）下进行的原因。

7.2 铜 (111) 面的表面态：二维电子气

晶体中离子实的周期势使电子沿某些方向传播时，有一些能量范围是“禁止”的（称为能隙：
在这些能量上没有能在体内传播的波，类似于周期结构中的布拉格反射）。在 Cu(111) 表面，有一
类电子的能量恰好落在体内沿 [111]方向的能隙中：它们不能向晶体内部传播，又在真空能级以下、
无法逸出，只能集中在表面附近几个原子层内，而在平行于表面的方向自由运动。这样的态称为表
面态，构成一个二维电子气，其能量与平行波矢的关系为

E = E0 +
h̄2k2∥

2m∗ , (7.4)
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E0 为带底，m∗ 为有效质量（由 1/m∗ = h̄−2d2E/dk2 定义，它把离子实周期势的效果吸收进“质
量”里）。对 Cu(111)，E0 ≈ −0.45 eV（相对 EF），m∗ ≈ 0.38me[34]。

检验：费米波长与二维态密度

• 费米能级处 kF =
√
2m∗ |E0|/h̄ =

√
0.38× 0.45/3.810 = 0.212Å−1，λF = 2π/kF =

29.7Å（Fiete 与 Heller 给出 29.5Å[34]）。表面态电子的波长比体电子长约 6 倍，因而在
STM 图像中容易看到它的干涉条纹。

• 二维态密度：面积 L2 中允许的 k∥ 每个占 (2π/L)2，
∣∣k∥
∣∣ < k 的态数（每种自旋）为

πk2L2/(2π)2，单位面积为 k2/4π = m∗(E − E0)/(2πh̄
2)，对 E 求导得常数 m∗/(2πh̄2)：

二维自由电子的态密度在带底处突然出现，之后不随能量变化。dI/dV 谱在 eV = E0 处

的台阶就是表面态的“指纹”。

表面上的台阶或吸附原子会反射表面态电子，入射波与反射波干涉，在 LDOS中形成驻波。对
一面直的“墙”，垂直入射的态为 sin(kx)，|ψ|2 ∝ sin2(kx)，周期为 π/k = λ/2。Crommie、Lutz
与 Eigler 1993 年在 Cu(111) 台阶边与点缺陷附近观测到这样的驻波，并由它独立地测出了表面态
的色散关系 [12]。费米能级附近的驻波周期约为 λF/2 ≈ 15Å。

7.3 圆形量子围栏

把吸附原子排成一个闭合的圆环，表面态电子就被“关”在圆内。最简单的模型是硬壁圆形势

阱：r < Rc 内势能为零（相对 E0），r = Rc 处 ψ = 0。

推导：分离变量与贝塞尔方程

1. 圆内二维定态方程：− h̄2

2m∗∇2ψ = (E−E0)ψ，即 ∇2ψ+k2ψ = 0，k2 ≡ 2m∗(E−E0)/h̄
2。

2. 极坐标 (r, θ) 下（附录 D 用二维高斯定理推导）

∇2ψ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r

)
+

1

r2
∂2ψ

∂θ2
.

3. 试探 ψ = R(r)eilθ。绕一圈回到原处时 ψ 必须单值，e2πil = 1，l 只能取整数。∂2θ 给出

−l2，代入并约去 eilθ：

R′′ +
1

r
R′

+

(
k2 − l2

r2

)
R = 0. (7.5)

4. 令 s = kr（无量纲），方程变为 d2R
ds2 + 1

s
dR
ds +

(
1− l2

s2

)
R = 0，这是 l 阶贝塞尔方

程。它在 s = 0 处有限的解记为 Jl(s)，称为贝塞尔函数（性质见下框与附录 D）。所以
ψl = Jl(kr)eilθ。

5. 硬壁条件 Jl(kRc) = 0：kRc 必须是 Jl 的零点。记 Jl 的第 n 个正零点为 xl,n，

El,n = E0 +
h̄2x2l,n
2m∗R2

c
(7.6)
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其中 l = 0,±1,±2, . . .，n = 1, 2, . . .。±l 能量相同（二重简并），可组合成实函数
Jl(kr) cos lθ 与 Jl(kr) sin lθ。

前置知识：贝塞尔函数的最少知识

• 原点附近：Jl(s) ≈ (s/2)l/l!，所以 l ̸= 0 的态在圆心处为零（离心势垒把它们推离中心），

只有 l = 0 的态在圆心有振幅，J0(0) = 1。

• 远离原点（s ≫ l）：Jl(s) ≈
√
2/(πs) cos(s − lπ/2 − π/4)。振荡的波数就是 k，相邻

零点间距趋于 π；振幅按 s−1/2 减小，因为二维中向外传播的波把概率摊在周长 2πr 上

（|ψ|2 ∝ 1/r，与 WKB 中的 1/
√
k 因子同理）。

• 零点：x0,n = 2.405, 5.520, 8.654, 11.792, 14.931；x1,1 = 3.832，x2,1 = 5.136，x3,1 = 6.380，

x3,2 = 9.761，x7,2 = 14.821。更多见附录 D。Jl(kr) 在圆内有 n− 1 个节圈；cos lθ 有 2l

个角向波腹。

检验：Crommie 围栏的数值

Rc = 71.3Å（48 个 Fe 原子 [11]），m∗ = 0.38me，E0 = −0.45 eV：能量尺度 h̄2/(2m∗R2
c) =

3.810/(0.38× 71.32) = 1.97meV。

• 基态 (0, 1)：E0,1 − E0 = 1.97 × 2.4052 = 11.4meV，即 E0,1 = −439meV。远大于 4 K
下的 kBT，能级是分立的。

• 费米能级附近：EF − E0 = 450meV 对应 x =
√
450/1.97 = 15.1，即费米能级附近是零

点约为 15 的那些态（有多个 l）。

• 只有 l = 0 的态在圆心有振幅，所以圆心处的 dI/dV 谱只在 l = 0 能级处出峰（图 8f）。

与实验对照 Crommie 等人在围栏内做隧穿谱，观测到一系列分立的共振，并指出围栏内部的局
域态密度“由一个被困在圆形二维盒子中的电子所预期的本征态密度所主导”[11]；在费米能级附
近的图像中看到同心圆环状的驻波。硬壁模型的不足在于“墙”并不硬：Heller 等人的散射理论把
Fe 原子当作最大限度吸收入射电子波的“黑点”[35]，与实验谱的符合很好；Fiete 与 Heller 的评
述指出，由共振线宽看，围栏的“品质因数”只有约 2，即电子在漏出之前只经历约两次反射；盒
子模型可以定性给出共振能量，却不能预言共振的宽度 [34]。例题 4 用一个“每次撞墙保留概率”
的模型估计了能级宽度；2000 年 Manoharan 等人在椭圆围栏的一个焦点放一个钴原子，在另一个
焦点看到了它的“幻影”（量子海市蜃楼）[36]。

交互演示：选择本征态 (l, n) 观察 |ψl,n|2 的节圈与角向波腹，或切换到“能量 E 处的局域态密度”并
调节费米能级处的展宽 ΓF（默认 40 meV，即例题 4 中墙的反射率取 0.25 的模型假设；可选 Γ ∝ k

或常数），比较费米能级附近的图样；下方为围栏中心的 LDOS 谱。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 stm-corral）。
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(a) (l, n) = (0, 1)
E − EF = −439 meV (b) (l, n) = (3, 2)

E − EF = −262 meV (c) (l, n) = (7, 2)
E − EF = −17 meV (d) (l, n) = (0, 5)

E − EF = −10 meV

(e) EF 处的 LDOS（ΓF = 40 meV）

0 20 40 60
r / Å

径向剖面

−500 0
E − EF / meV

LDO
S（

相对
单位

）

(f) 中心处 LDOS 谱

图 8 硬壁圆形量子围栏模型（Rc = 71.3Å，m∗ = 0.38me，E0 = −0.45 eV；红点表示 48 个 Fe 原子的位
置）。(a)–(d) 几个本征态的 |ψ|2（l > 0 取 cos lθ 组合）：n− 1 个节圈、2l 个角向波腹。(e) 费米能级处的局
域态密度，各能级按洛伦兹线形展宽，宽度取 Γ(E) = ΓF k(E)/kF、ΓF = 40meV（即例题 4 中墙的反射率
取 0.25 这一模型假设，并忽略 Γ 对 l 的依赖）；右侧为径向剖面，相邻峰间距 14–16 Å，与 λF/2 = 14.8Å
一致（脚本核对）。(f) 围栏中心的 LDOS 谱（同样的 Γ(E)，低能峰较窄），竖虚线为 l = 0 能级。
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8 决赛风格例题

例题 1：两级弹簧加涡流阻尼——STM 隔振的设计

一台 STM 在 V = 0.1V、Iset = 1 nA 下工作，有效势垒 ϕ̄ = 4.5 eV。STM 头（“针尖–扫描管–
支架–样品”回路）的最低共振频率 f2 = 2 kHz、品质因数 Q2 = 20，其传递函数用式 (5.11) 的
有阻尼形式 |Y /Xp| = ω2/

√
(ω2

2 − ω2)2 + (ωω2/Q2)2。设实验室地面在 5–100 Hz 内的振动位
移振幅约 0.3µm，在 2 Hz 附近约 0.1µm（本题假设值）。

1. 要求电流的相对涨落小于 2%，针尖–样品间隙振动的振幅 δd应小于多少？前因子 1/d的

贡献可否略去？

2. 平台（质量 M）用弹簧挂在地基上，并通过粘滞阻尼器（阻力正比于平台相对地基的速
度）与地基相连（涡流阻尼就是这样一种阻尼器：导体在磁场中运动时感生涡流，所受阻

力正比于相对速度），固有频率 f1，品质因数 Q1。求 |Xp/Xb|，并比较 Q1 → ∞ 与有限
Q1 两种情形在 f ≫ f1 时的渐近行为。

3. 先用弱阻尼平台（Q1 → ∞）。正文式 (5.12) 的平台值 (f1/f2)
2 给出 f1 的上限约为多少？

这个估计为什么偏松？用完整的传递函数求出正确的上限及对应的弹簧静伸长。

4. 取 f1 = 2Hz。分别估计 Q1 = 104 与 Q1 = 2 时，地面 2 Hz 振动引起的针尖–样品相对
振幅，以及 Q1 = 2 时 5–100 Hz 频带内的最坏情形。单级平台能否同时满足 (1) 的要求？

5. Binnig 等人的第二代方案是“两级弹簧加涡流阻尼”[5]。设两级相同（每级 fs = 2Hz，
Q = 2），上级质量远小于下级，可把两级看作独立串联。估计共振附近与 5–100 Hz 频带
内的最坏相对振幅，说明两级为什么能“两全”。

6. 慢漂移：针尖一侧与样品一侧的支撑结构在 z 方向的长度差约 L = 1 cm，线膨胀系数
αT = 1× 10−5 K−1。温度变化 1 mK 时间隙变化多少？若一幅图像需 100 s、要求漂移小
于 0.1Å，温度变化率应小于多少？若两侧分别由长 L1、L2，膨胀系数 α1、α2 的材料构

成，写出“热补偿”条件。

解答

1. 由式 (5.2)，ln I = 常数 − ln d − 2κ0d，δI/I = −(2κ0 + 1/d)δd。κ0 = 0.5123
√
4.5 =

1.087Å−1；d ≈ 4Å（第 5.2 节）时 1/d = 0.25Å−1，只占 2κ0 的 11%，可略去（保留则
要求再严约 10%）。|δd| < 0.02/(2× 1.087) = 0.0092Å。

2. 平台受弹簧力 −K(xp − xb) 与阻尼力 −c(ẋp − ẋb)；记 ω2
1 = K/M，ω1/Q1 = c/M：

ẍp +
ω1

Q1
ẋp + ω2

1xp = ω2
1xb +

ω1

Q1
ẋb.

代入 xp,b = Xp,beiωt： ∣∣∣∣Xp

Xb

∣∣∣∣ =
√
ω4
1 + (ωω1/Q1)2√

(ω2
1 − ω2)2 + (ωω1/Q1)2

.

f ≫ f1 时分母 ≈ ω2。Q1 → ∞：分子 = ω2
1，|Xp/Xb| ≈ (f1/f)

2。有限 Q1：当 f ≫ Q1f1

时分子中的阻尼项占优，|Xp/Xb| ≈ f1/(Q1f)，只按 1/f 下降——阻尼器把地基的速度
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直接传给了平台。

3. 平台值：(f1/f2)
2 × 0.3µm < 0.0092Å 给出 f1 < 3.5Hz。但平台值要求 f1 ≪ f ≪ f2，

而频带下端 5 Hz 与 3.5 Hz 相差不大：在 5 Hz 处平台传递率 f21 /(f
2 − f21 ) = 0.96，而

渐近式只给 0.49，按 3.5 Hz 设计实际超标约 2 倍。正确做法是在整个频带上用完整的
乘积 |Xp/Xb| · |Y /Xp| 求最坏点。f ≪ f2 时乘积 ≈ f21 f

2/[(f2 − f21 )f
2
2 ] 随 f 单调减小

并趋于平台值，所以最坏点在频带下端 5 Hz。令 f21
25−f21

· 25
f22

= 0.0092Å
0.3 µm = 3.07 × 10−6，

解得 f1 < 2.87Hz（含 Q2 的完整式数值求解，结果相同）。弹簧静伸长 ∆l = g/ω2
1 =

9.8/(2π × 2.87)2 = 3.0 cm。

4. f = f1 处 |Xp/Xb| =
√
1 +Q2

1，头部因子 (f1/f2)
2 = 10−6。Q1 = 104：Y ≈ 104×10−6×

0.1µm = 10Å，比要求大三个数量级，无法工作。Q1 = 2：共振峰（数值求最大值）约

2.3 倍，Y ≈ 0.0023Å，满足要求；但在频带内，由 (2) 平台传递率按 f1/(Q1f) ∝ 1/f 只

缓慢下降，乘以按 (f/f2)
2 ∝ f2 上升的头部因子后，乘积随 f 线性增大，最坏点移到频

带上端 100 Hz：Y ≈ 0.075Å，超标约 8 倍（5 Hz 处只有 0.006Å）。单级平台顾此失彼：
弱阻尼时共振无法忍受，强阻尼时高频隔振不够。

5. 两级串联时总传递率为两个单级之积（再乘头部因子）。共振附近每级放大约
√

1 +Q2，

数值求得两级的峰值放大约 5.2 倍，Ymax ≈ 5.2× 10−6 × 0.1µm ≈ 0.005Å；频带内每级
按 fs/(Qf) 下降，两级合起来又回到 ∝ 1/f2，与头部因子 ∝ f2 相乘后在高频趋于常数，

最坏点回到频带下端 5 Hz 处 Y ≈ 0.0016Å。两项都满足 (1) 的要求：阻尼负责压低共
振，而第二级把阻尼损失的高频隔振“补回来”。

6. δd = αTLδT = 10−5 × 10−2 × 10−3 = 1 × 10−10 m = 1Å——一毫开的温度变化就是一
埃！要求 αTL (dT/dt)× 100 s < 0.1Å，即 dT/dt < 1× 10−6 K/s。两侧总长度变化相等
时间隙不变，热补偿条件为 α1L1 = α2L2（对称结构 L1 = L2、同种材料自动满足）。实

际 STM 要么做成对称结构，要么在液氦温度下工作（那里固体的膨胀系数小得多，温度
也稳定）。

评分要点：(1) 对数导数与 1/d 项的量级；(2) 阻尼力含 ẋb、两种高频渐近；(3) 指出平台值的
适用条件、在频带下端用完整式求解（2.87 Hz，3.0 cm）；(4) 共振放大 ≈ Q1 与强阻尼的高频

代价（指出最坏点移到频带高端，数值）；(5) 两级串联的乘积与“两全”的解释；(6) 热膨胀
与补偿条件。

例题 2：偏压增大——从直接隧穿到场致发射

针尖与样品为同种金属（ϕ = 4.5 eV），间隙 d，样品加正偏压 V。忽略镜像势，真空中电势线

性变化，费米能级处电子面对的势垒为 U(x)− Etip
F = ϕ− eV x/d（0 < x < d）。

1. eV < ϕ 时，用 WKB 求针尖费米能级处电子的指数 Θ(V, d) ≡ 2
∫
κ dx。

2. 证明 eV ≪ ϕ 时 Θ ≈ 2d
√

2m(ϕ− eV /2)/h̄（等效于高度为平均值的方势垒），并求下一

阶修正：偏压使恒流下的间隙变化多少（以 V = 1V 为例）？

3. eV > ϕ 时势垒变成什么形状？证明 Θ 化为 FN 指数（F = V /d），并说明此时电子在何
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处“进入”样品前方的真空。

4. 反馈保持电流恒定（只考虑指数，近似为 Θ恒定）。设小偏压（eV ≪ ϕ）下间隙 d0 = 5Å，
即 Θ0 = 2κ0d0。求 V = 1, 3, 4.5, 10 V 时的间隙；证明 eV > ϕ 后针尖–样品间的电场保

持不变，并求其值。

5. 一根孤立的钨场发射针尖（ϕ = 4.5 eV），顶端半径 Rt = 50 nm，表面电场 F = V /(kfRt)，

kf = 5；有效发射面积取 Ae = 2× 10−15 m2。用初等 FN 公式求 V = 1000V 时的电流、
得到 1µA 所需的电压，以及电压增加 10% 时电流增大的倍数。

6. 实验者由 ln(I/V 2) 对 1/V 的斜率反推 ϕ，但 kf 只知道在 ±20% 以内。ϕ 的不确定度是
多少？若改用两根已知 Rt 之比的同种金属针尖，能否消去 kf？

解答

1. 记 W (x) = ϕ− eV x/d，dW = −(eV /d)dx：

Θ =
2
√
2m

h̄

∫ d

0

√
W dx

=
2
√
2m

h̄
· d

eV

∫ ϕ

ϕ−eV

√
W dW

=
4
√
2m

3h̄

d

eV

[
ϕ3/2 − (ϕ− eV )3/2

]
.

2. 记 u = eV /ϕ < 1。(1 − u)3/2 = 1 − 3
2u + 3

8u
2 + 1

16u
3 + · · ·，方括号 =

ϕ3/2
(
3
2u− 3

8u
2 − 1

16u
3 − · · ·

)
，

Θ =
2d

√
2mϕ

h̄

(
1− u

4
− u2

24
− · · ·

)
.

而 2d
√

2m(ϕ− eV /2)/h̄ = 2d
√
2mϕ
h̄

(
1− u

4 − u2

32 − · · ·
)
：一阶相同，即等效于平均高度

ϕ− eV /2 的方势垒（与第 5.1 节推导框的结论一致）；二者之差为 −u2/96，也与该框的
(∆/W̄ )2/96 相符。恒流（Θ 不变）时 d = d0/(1− u/4− u2/24)；V = 1V 时 u = 0.222，

d = 5.31Å，针尖后撤 0.31Å（约 6%），其中平均势垒近似给出 5.30Å，二阶项只差
0.002Å。

3. eV > ϕ 时 W 在 xc = ϕd/(eV ) < d 处降为零，势垒成为三角形；x > xc 处电子已在经

典允许区（能量高于真空中的势能），在到达样品前就“出射”到真空中。积分上限改为

xc：Θ = 4
√
2m

3h̄
d
eV ϕ

3/2 = bFNϕ3/2

F ，F = V /d——正是式 (6.5)。

4. Θ0 = 2κ0d0 = 2× 1.087× 5 = 10.87。由 (1)，Θ 正比于 d，故 d = Θ0/[Θ(V, d)/d]：

• V = 1V：4
3 × 0.5123× (4.53/2 − 3.53/2) = 2.048Å−1，d = 5.31Å；

• V = 3V：d = 6.19Å；V = 4.5V：d = 7.50Å；V = 10V：d = 16.7Å。

eV ≥ ϕ时 Θ = bϕ3/2d/V，Θ恒定即 V /d恒定：F = bFNϕ3/2/Θ0 = 6.831×9.546/10.87 =

6.0V/nm。针尖随偏压线性后撤，电场保持在约 6 V/nm——场发射的特征电场。（实际
上前因子与镜像势会使数值略有改变。）
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5. F = V /(5 × 50nm) = V /250nm。V = 1000V：F = 4V/nm，式 (6.6) 中指数 6.831 ×
9.546/4 = 16.30，e−16.30 = 8.3 × 10−8，前因子 1.541 × 10−6 × (4 × 109 V/m)2/4.5 =

5.48 × 1012 A/m2，J = 4.6 × 105 A/m2，I = JAe = 0.91nA。数值求解 I = 1 µA 得
V = 1593V（F = 6.4V/nm）。V = 1000V 时 d ln I/d lnV = 2 + bϕ3/2/F = 18.3；电压

增加 10%，直接计算得电流增大 5.3 倍（线性估计 e18.3×0.095 ≈ 5.7）。场发射源的电流对

电压与针尖形状都极其敏感。

6. 斜率 S = −bFNϕ3/2kfRt（以伏特为单位，此处 S = −1.63 × 104 V）。由 S 解出 ϕ =

[|S| /(bFNkfRt)]2/3，kf 偏大 20% 时 ϕ 偏小为 1.2−2/3 = 0.886 倍，偏小 20% 时偏大为
1.16 倍：ϕ 的不确定度约 ±13%（±0.6 eV）。两根针尖的斜率之比为 k

(1)
f R

(1)
t /(k

(2)
f R

(2)
t )，

ϕ 相同而被消去——比较两根针尖只能检验几何因子，不能消去 kf 来求 ϕ；要求 ϕ 必

须独立地知道电场（例如用已知功函数的同一针尖做标定，或在 STM 中利用已知间隙 d

使 F = V /d）。

评分要点：梯形积分；小偏压展开到二阶并与平均势垒比较；三角形势垒的转折点；恒流条件
⇒ 恒电场；FN 数值与灵敏度；斜率–几何因子的耦合。

例题 3：由 α 衰变寿命反推核半径，以及数据中的“反常”

用第 6.4节的 Gamow模型。已知（NUBASE2020[33]）238U：Q = 4.270MeV，T1/2 = 4.463×109

年；212Po：Q = 8.954MeV，T1/2 = 294 ns；210Po：Q = 5.407MeV，T1/2 = 138.4d。

1. 由式 (6.10) 的第一项求 d lnT1/2/d lnQ，并估计 Q 有 1% 的误差时 238U 半衰期的预言
误差。

2. 反推核半径。证明 dGG/dRN = −2κ(RN)（κ(RN) =
√

2µ[U(RN)−Q]/h̄），从而

d lnT1/2/dRN = −2κ(RN) + 1/RN。对 238U 算出其数值。若要求模型精确给出实测半衰
期，r0（RN = r0(A

1/3
d + 41/3)）应取多少？对 212Po 重复（数值求解）。碰壁频率 ν 只知

道到 2 倍以内，这对 r0 的确定意味着什么？两核所得 r0 之差能否用 ν 的不确定来解释？

3. 若 α 粒子带走轨道角动量 lh̄，径向方程中多出离心势 h̄2l(l + 1)/(2µr2)。把它当作小修

正，求 Gamow 因子的一阶变化 ∆GG（给出积分结果），并计算 238U 若以 l = 2 衰变时

半衰期增大的倍数。

4. 对 Th、U、Pu、Cm 四条同位素链分别拟合 log10 T1/2–Z/
√
Q 的斜率（数据见图 7b 与

演示），得 1.61–1.62，略小于式 (6.11) 的 1.70。给出两个可能的原因。

5. 数据诊断。对 Po 链的全部五个同位素（含 210Po）拟合，斜率恰为 1.70；去掉 210Po 后
为 1.53。哪一个更能代表“穿透”物理？模型对 30 个偶偶核的 log10 偏差平均为 −0.36；

扣除这一系统偏移后，210Po 的偏差还剩多少倍？210Po 的母核有 126 个中子（“幻数”，
对应满壳层），模型中哪个假设最可能失效？
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解答

1. GG ≈ 2πη ∝ Q−1/2，dGG/d lnQ = −πη（即主项 2πη 的一半）。ν ∝
√
Q 的变化

（d ln ν/d lnQ = 1/2）可以忽略。对 238U，2πη = 171.0，故 d lnT1/2/d lnQ ≈ −85（用精

确式 (6.9) 数值求导为 −83）。Q 偏大 1% 使 T1/2 缩短为 e−0.83 ≈ 1/2.3。所以 Q 必须精

确到 keV 量级，这正是用质量表计算 Q 的原因。

2. 由 GG = 2
∫ b
RN

κ dr 且外端点 b 处 κ = 0，对下限求导得 dGG/dRN = −2κ(RN)（b 不

依赖 RN）。又 ν ∝ 1/RN，T1/2 ∝ RNeGG，故 d lnT1/2/dRN = −2κ(RN) + 1/RN。238U：
U(RN) − Q = 27.9 − 4.27 = 23.6MeV，κ(RN) =

√
2× 3664× 23.6/197.33 = 2.11 fm−1，

d lnT1/2/dRN = −4.21 + 0.11 = −4.1 fm−1；乘以 dRN/dr0 = A
1/3
d + 41/3 = 7.75，得

d lnT1/2/dr0 ≈ −32 fm−1。半径只增大 1%（0.012 fm），寿命就缩短约 30%。数值求
解 Tmodel = Texp：238U 得 r0 = 1.201 fm，212Po 得 r0 = 1.142 fm（该核 d lnT/dr0 =

−27 fm−1）。ν 有 2 倍不确定，相当于 r0 有 ln 2/32 ≈ 0.02 fm 的不确定：r0 与 ν 是“简

并”的，绝对寿命只能把它们的组合定下来。两核之差 0.06 fm 约为这一简并范围的 3
倍，对应寿命约 6 倍，说明除 ν 外还有别的模型误差（核结构、预形成概率、核表面的

弥散等），不能把拟合出的 r0 当作“测得的核半径”。

3. 离心势使 κl =
√
κ2 + l(l + 1)/r2 ≈ κ+

l(l + 1)

2κr2
（l(l+1)/r2 ≪ κ2）。κ(r) = k0

√
b/r − 1，

k0 =
√
2µQ/h̄。转折点的移动是二阶小量，故

∆GG =
l(l + 1)

k0

∫ b

RN

dr
r3/2

√
b− r

=
2l(l + 1)

k0b

√
b−RN
RN

（积分见附录 C）。238U：k0 = 0.8965 fm−1，b = 60.70 fm，RN = 9.30 fm，l = 2：∆GG =
12

54.42 × 2.351 = 0.518（直接数值积分 0.517），半衰期增大 e0.518 = 1.7 倍。离心势垒的作

用远小于库仑势垒，但仍可观——这是 α 衰变倾向于 l 小的末态的原因之一。

4. (i) 同一元素中较重的同位素 Q 较小（Z/
√
Q 较大），但核半径 RN ∝ A1/3 也较大；由

(2)，RN 增大使寿命缩短，降低了斜率。(ii) 式 (6.10) 只展开到
√
RN/b 一阶，下一项

+2
3k0b(RN/b)3/2 ∝ Q 随 Q 增大而增大，也使曲线变缓；而 ν ∝

√
Q 使大 Q 端寿命略

短，方向相反（使斜率略增约 0.01），量小。用精确式 (6.9) 计算的模型点再现了 1.6 左
右的斜率（图 7b）。

5. 1.70 是巧合：210Po 处在 Z/
√
Q 最大的一端，又反常地长寿，把直线的右端抬高，恰好

把斜率拉回 1.70。代表“穿透”物理的是去掉它后的 1.53（与其他链的 1.6 同量级）。偏
差：模型对 210Po 偏短 101.61 = 41 倍；扣除整体偏移 −0.36 后仍短 101.25 ≈ 18 倍，而

其余 29 个核扣除偏移后都在 3 倍以内。最可疑的是“α 粒子预先形成、每次碰壁都以
e−GG 的概率逃逸”——即预形成概率取为 1。满壳层附近的核结构使 α 粒子的预形成概

率显著降低，实际衰变率比模型小，寿命比模型长，方向与观测一致。Gamow 模型只处
理了“穿透”，没有处理“形成”。这一问也说明：拟合前要先检查数据点是否属于同一物

理机制。
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评分要点：Q 灵敏度来自 Q−1/2；对积分下限求导得 −2κ(RN)、反推 r0 并认识 r0–ν 简并；离

心势的一阶展开与积分；斜率偏差的原因；识别 210Po 对拟合的杠杆作用与预形成问题。

例题 4：量子围栏——态的计数、“软墙”、能级宽度与量子海市蜃楼

采用第 7.3 节的硬壁模型（Rc = 71.3Å，m∗ = 0.38me，E0 = −0.45 eV）作为出发点。

1. 数态。不计自旋，估计围栏中能量低于 EF 的态数：(a) 用面积乘以二维态密度；(b) 利
用二维硬壁区域态数的边界修正公式 N(k) ≈ Ak2

4π − Lck
4π（A 为面积，Lc 为周长）重新估

计；(c) 与逐个数贝塞尔零点的结果 51 比较，并解释边界项的符号。围栏中约有多少个
表面态电子？

2. 圆心的谱。写出圆心处 dI/dV 谱的全部峰位（E < 0.25 eV），指出费米能级附近哪个
l = 0 态最近，它的 |ψ|2 在圆内有几个亮环。

3.“软墙”。真实的墙由 Fe 原子组成，电子波在离原子中心一定距离处就被反射。设其效果
等价于半径缩小 ∆R = 2Å 的硬壁（本题假设）。所有能级（相对 E0）按什么比例移动？

费米能级附近的能级移动约多少？(2) 中那个 l = 0 态还在 EF 以下吗？由此说明比较实

验图样与模型时围栏有效半径的重要性。

4. 能级宽度。设电子每撞一次墙，留在围栏内的概率为 Rw（墙的反射率，模型参数），其

余被 Fe 原子吸收或散射出去。把 l = 0 态看成沿直径来回运动的波包，证明能级宽度

Γ = h̄v ln(1/Rw)/(2Rc) ∝ k。取 Rw = 0.25（本题假设），求费米能级处的 ΓF，以及圆心

谱上各 l = 0 峰的宽度。漏出前平均反射几次？若按 Fiete–Heller “漏出前约两次反射”
[34] 的说法取 Rw = 2/3，ΓF 变为多少？与相邻 l = 0 峰的间距、以及所有能级的平均间

距比较：为什么圆心谱上的峰能分开，而费米能级处的图样却是多个态的叠加？

5. 量子海市蜃楼。Manoharan 等人把围栏做成椭圆，在一个焦点 F1 放一个钴原子，在另

一个焦点 F2 观测到了它的电子结构“幻影”[36]。用椭圆的定义（到两焦点距离之和为
常数 2a，a 为半长轴）证明：从 F1 发出、经椭圆壁反射一次到达 F2 的所有路径长度都

相同。由此说明为什么“幻影”只出现在另一个焦点。

解答

1. 能量尺度 h̄2/(2m∗R2
c) = 1.97meV，kF = 0.2119Å−1，kFRc = 15.11。(a) 二维态密度

（每种自旋）m∗/(2πh̄2) 乘以面积 πR2
c 与能量范围 |E0|：N = (kFRc)2/4 = 57.0。(b) 边

界项 −2πRckF
4π = −kFRc

2 = −7.6，N ≈ 49.5。(c) 逐个数满足 El,n < EF 的态（l ̸= 0 计两

次）得 51。硬壁要求波函数在墙上为零，相当于“挤掉”了靠墙宽约 1/k = λ/2π ≈ 4.7Å
的一圈面积（Lck/4π = Lc · (1/k) · k2/4π），所以边界项为负；(b) 比 (a) 准确得多。计
入自旋，围栏中约有 100 个表面态电子。

2. 只有 l = 0 的态在圆心有振幅（l ̸= 0 时 Jl(0) = 0），峰位为 E0,n = E0+1.97meV×x20,n：

−439、−390、−302、−176、−10、+194 meV。费米能级附近是 (0, 5) 态（−10 meV）：
J0 在圆内有 4 个零点，加上中心的极大，共有中心亮点外加 4 个亮环；靠近边缘处相邻
亮环间距趋于 π/k ≈ 15Å。
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3. 由式 (7.6)，E − E0 ∝ 1/R2，所有能级（相对带底）乘以 (71.3/69.3)2 = 1.059，即上移

5.9%。费米能级附近 E − E0 ≈ 450meV，上移约 26meV：(0, 5) 态从 −10 meV 移到
+15 meV，跑到了 EF 以上；EF 以下的态数从 51 减为 46。费米能级附近能级的平均间
距只有几 meV（见 (4)），2 Å 的不确定就足以改变“哪个态主导 EF 处的图样”。因此与

实验定量比较必须用散射理论，或把有效半径作为拟合参数。

4. 波包以速度 v = h̄k/m∗ 往返，穿过一次直径用时 τb = 2Rc/v，每次撞墙概率乘以

Rw。留在围栏中的概率 Π(t) = R
t/τb
w = e−t/τL，τL = τb/ ln(1/Rw)，故 Γ = h̄/τL =

h̄v ln(1/Rw)/(2Rc) ∝ k。费米能级处 v = 6.46 × 105 m/s，τb = 2.21 × 10−14 s，h̄/τb =

29.8meV，ΓF = 1.386× 29.8 = 41meV。（若误用小损耗公式 Γ ≈ h̄(1−Rw)/τb 会得到

22 meV——损耗并不小，必须用对数。）漏出前的平均反射次数为
∑

n≥1 nR
n
w(1−Rw) =

Rw/(1 − Rw) = 1/3，即平均存活不到一次穿越。若取 Rw = 2/3（平均两次反射），

ΓF = 29.8× ln 1.5 = 12meV，小了约 3 倍：Γ 对 Rw 很敏感，而盒子模型本身无法给出

Rw，这正是 Fiete–Heller 所说“盒子模型不能预言宽度”的含义。下面仍取 Rw = 0.25。

l = 0 峰的宽度 Γ0,n = ΓF x0,n/(kFRc)：6.6、15、24、32、41、49 meV（n = 1–6）。相邻
l = 0 峰的间距为 49、88、127、165、204 meV，都大于相应的宽度，所以圆心谱上的峰
能分开；而计入所有 l，平均能级间距为 1/[πR2

cm
∗/(2πh̄2)] = 7.9meV ≪ ΓF，费米能级

处的 LDOS 是 ΓF 范围内约 5 个态的叠加（图 8e 正是这样计算的）。（这里把由 l = 0 沿

直径往返推出的 Γ ∝ k 用于所有 l，忽略了 Γ 对 l 的依赖：高 l 态对应较短的弦，撞墙

更频繁，实际宽度更大。）

5. 设壁上任一点 P，按椭圆的定义 F1P + PF2 = 2a，与 P 无关。再证“焦点反射性质”：

记 r1 = F1P、r2 = PF2，椭圆是函数 r1 + r2 的一条等值线，等值线的法向沿梯度

∇(r1 + r2) = û1 + û2（∇ri 是从焦点 Fi 指向 P 的单位矢量 ûi）。两个单位矢量之和平

分它们的夹角，所以 P 点的法线平分 ∠F1PF2，即入射角等于反射角：F1 → P → F2 正

是一条满足反射定律的路径。所以从 F1 向任意方向发出的波，在壁上镜面反射后都指向

F2，而且走过的路程都是 2a——到达 F2 时相位相同，相干叠加。其他点不具备“所有

反射路径等长”的性质，各路径的相位 k× 路程各不相同，叠加时相互抵消。因此 F1 处

原子引起的电子态扰动只在 F2 处被“重建”出来。若选取的电子能量使围栏某个本征态

在两个焦点都有较大振幅，效果最强。

评分要点：态数的面积项与边界项及其符号；l = 0 的选择定则与峰位；能级 ∝ R−2 的灵敏度；

由墙的反射率推出 Γ ∝ k（对数）、Γ 对 Rw 的敏感性及两种间距的比较；椭圆定义推出等光

程，梯度法证明焦点反射性质。
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9 实验与数据处理：由 I–z 谱求表观势垒高度

例题：实验题（笔试，约 60 分钟）

在超高真空、液氦温度下用钨针尖研究 Au(111) 表面。偏压 V = 0.10V，先在 Iset = 1.00nA
下稳定针尖，然后断开反馈，让 z 压电陶瓷把针尖从初始位置后撤 ∆znom，记录电流（表 4）。
∆znom 是按厂家标称灵敏度由电压换算的“标称位移”，真实位移为 γ∆znom，γ 未知。电流测

量的不确定度由两部分组成：相对误差 2%（多次平均后的涨落），以及前置放大器的加性噪声
σa = 2 pA。
为标定压电陶瓷，在同一扫描范围内拍摄了跨过 Au(111) 单原子台阶的恒流图像，6 条剖面线
给出的台阶高度（标称单位）为 2.58、2.57、2.58、2.49、2.59、2.50 Å。Au 的晶格常数 a =

4.0786Å[23]，(111) 面的单原子台阶高度为 a/
√
3。

另外，从同一初始位置让针尖缓慢逼近，在 ∆znom = (−3.8 ± 0.1) Å 处电导突然跳到约 G0：

此时原子间的吸引力使针尖顶端原子“跳”到与表面接触 [19]，电流不再由隧穿公式决定。设
跳触前瞬间的等效势垒宽度为 dc = (2.5± 0.5) Å（约一个原子间距，本题假设）。
注意：式 (5.4) 的绝对前因子只是量级估计（含 P、Rt 与局部平面近似），不能用来由电流的

绝对值定出间隙；本题的间隙只由接触点确定。

说明：表中数据为模拟数据，由比本题分析模型更完整的模型生成：平面电流由精确方势垒透
射系数对能量数值积分得到，再对半径 5Å 的球形针尖做面积分（各点取该处的竖直间隙，仍
属局部平面近似），然后加噪声；电流的绝对值已按设定点 Iset = 1.00nA 归一化，不代表生成
模型的绝对预言（生成脚本 scripts/exp_data.py，随机种子 20261017，事先固定）。

1. 由式 (5.2) 写出 ln I 与 ∆znom 的关系（含未知量 κ0、γ 与初始间隙 d0），说明在什么意

义下它近似为直线。

2. 由台阶数据求 γ 及其标准不确定度。

3. 写出 ln I 的不确定度 σi，说明哪些数据点应舍去或降低权重；给出加权最小二乘拟合直

线 y = A+B∆znom 的公式，求斜率 B 及其不确定度，并用 χ2 检验拟合。

4. 不作任何修正，由 B 直接按式 (5.5)算出的“表观势垒”是多少？计入 γ 后又是多少（带

不确定度）？

5. 利用接触点数据求 d0，再计入前因子 1/d 的影响，求有效势垒高度 ϕ̄ 及其不确定度。按

式 (5.4)，Iset = 1 nA 对应的间隙约 4.1Å（第 5.2 节）；与你求得的 d0 相比，这一差别

说明什么？

6. 讨论其余的系统误差与改进方案；特别地，本题的分析能否检验“1/d 前因子”这一模型

本身？
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表 4 I–z 谱（模拟数据）：针尖由 Iset = 1.00nA 的位置后撤的标称位移与电流

∆znom/Å I/nA ∆znom/Å I/nA ∆znom/Å I/nA

0.0 1.0159 1.0 0.1231 2.0 0.0127
0.2 0.6582 1.2 0.0776 2.2 0.0095
0.4 0.4105 1.4 0.0498 2.4 0.0073
0.6 0.2799 1.6 0.0326 2.6 0.0047
0.8 0.1797 1.8 0.0215 2.8 0.0039

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
标称位移 Δznom / Å

−6
−5
−4
−3
−2
−1

0

ln
(I/

nA
)

加权拟合 B = −2.135 Å−1

y ′ − lnd0，斜率 B ′ = −1.996 Å−1

ln(I/nA)（参与拟合）
I < 10 pA（舍去）

图 9 实验题的数据处理（模拟数据）。圆点：ln I 及其不确定度 σy；空心点为 I < 10pA、被舍去的点。实
线：对 ln I 的加权拟合（斜率 B）；虚线：对精确线性化量 y′ = ln I + ln d 的加权拟合（斜率 B′，纵轴已平
移以便比较）。
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解答

1. 真实间隙 d = d0 + γ∆znom，由式 (5.2)：

ln I =常数− ln(d0 + γ∆znom)

− 2κ0γ∆znom.

第三项是直线；第二项是缓变的对数，在 d 从 6 Å 变到 8 Å 的范围内它的斜率 γ/d

只变化约 0.15 → 0.12Å−1，远小于 2κ0γ ≈ 2。所以 ln I 对 ∆znom 近似为直线，斜率

B ≈ −γ(2κ0 + 1/d̄)，d̄ 为拟合区间内的平均间隙。

2. 台阶的标称读数平均 h̄ = 2.552Å，样本标准差 0.045 Å，平均值的标准误差 0.045/
√
6 =

0.018Å。真高 a/
√
3 = 2.355Å：

γ =
2.355

2.552
= 0.923± 0.007.

3. 对 y = ln I，σy = σI/I =
√
0.022 + (σa/I)2。I = 1 nA时 σy = 0.020；I = 10 pA时 0.20；

I = 4 pA时 0.50——末几个点被前置放大器噪声淹没，且 ln的非线性使噪声在对数中不
对称、有偏。取 I ≥ 10pA 的 11 个点（∆znom ≤ 2.0Å），权重 wi = 1/σ2i。记 S =

∑
wi，

Sx =
∑
wixi，Sy =

∑
wiyi，Sxx =

∑
wix

2
i，Sxy =

∑
wixiyi，∆ = SSxx − S2

x：

B =
SSxy − SxSy

∆
,

A =
SxxSy − SxSxy

∆
,

σB =

√
S

∆
,

χ2 =
∑

wi(yi −A−Bxi)
2.

结果 B = (−2.135± 0.019)Å−1，χ2 = 7.0，自由度为 11− 2 = 9。若误差估计合理，χ2

应与自由度相近（其标准差约
√
2× 9 ≈ 4），故与所设误差相容，无需放大不确定度。作

为对比：不加权地拟合全部 15 个点得 B = −2.046Å−1，被噪声底限拉平，偏差约 5 倍
标准误差。

4. 未修正：ϕ = 0.952× 2.1352 = 4.34 eV。计入 γ：真实斜率 |B| /γ = (2.313± 0.026)Å−1

（B 与 γ 来自独立数据，相对误差平方和开方：
√
0.88%2 + 0.71%2 = 1.13%），ϕap =

0.952× 2.3132 = (5.10± 0.12) eV（相对误差加倍为 2.3%）。标定使结果变化了 17%，远
大于统计误差——与 Binnig 等人 1981 年的经历如出一辙 [5]。

5. 初始间隙 d0 = dc + γ × 3.8Å = 2.5 + 3.51 = 6.0Å。把 ln d 移到左边精确线性化：

y′ ≡ ln I + ln(d0 + γ∆znom)

=常数− 2κ0γ∆znom,

用同样的权重拟合 y′，斜率 B′ = (−1.996 ± 0.019)Å−1，κ0 = |B′| /(2γ) = (1.081 ±
0.012)Å−1，

ϕ̄ =
h̄2κ20
2m

= 3.810× 1.0812

= (4.45± 0.11) eV.
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γ 同时出现在 d0、y′ 与 κ0 中；把 γ 改变一个标准差、整条链重算，ϕ̄ 的变化与只计

κ0 = |B′| /(2γ) 一处的结果相差不到 2%，相关性可以忽略（脚本核对）。dc 在 ±0.5Å 内
变化使 ϕ̄ 变为 4.40–4.50 eV，即另有 ±0.05 eV 的系统不确定度；接触点读数的 ±0.1Å
只带来 ±0.01 eV，可忽略。（用“平均间隙”近似：d̄ = 6.53Å，κ0 = (2.313−1/6.53)/2 =

1.080Å−1，ϕ̄ = 4.44 eV，相同。）最终 ϕ̄ = (4.45± 0.11stat ± 0.05dc) eV。三个结果 4.34、
5.10、4.45 eV 说明：两项修正方向相反、大小都远超统计误差，任何一项都不能省。

与第 5.2 节的 4.1Å 相比，d0 大了约 1.9Å：式 (5.4) 在 6.0Å 处只给出约 20 pA，而实
测为 1 nA，即实际的前因子比式 (5.4) 大约 e2κ0×1.9 ≈ 60 倍。（本题的模拟数据按设定

点归一化，生成模型本身在 6.0Å 处也只给出约 14 pA，与式 (5.4) 的约 20 pA 同量级
——这一差别来自本题的平面加球面模型之外的因素。）真实的 STM 中，镜像势使势垒
变圆变低、针尖顶端 d 态与多原子针尖增大有效面积，都会使绝对电流比简单模型大很

多，而且同时会改变斜率。所以用电流绝对值定间隙误差可达 1–2Å；斜率（指数）相对
稳健。这正是题目要用接触点、而不是用设定电流来定间隙的原因。

6. 其余系统误差与改进：

• 前因子模型（本题的分析不能检验它）：第 (5) 问用 1/d 前因子做了约 −13% 的修
正。本题的数据只给出一条 ln I–z 曲线，它在拟合区间内几乎是直线，“斜率 2κ0

加上前因子的 d 依赖”只以组合形式出现，从数据本身无法把两者分开——χ2 合格

只说明数据与假设的模型自洽，不能证明模型正确。模型误差的量级可以用“换一
个合理的前因子”来估计：本题的模拟数据实际上由更完整的模型生成（球面几何、

各点取竖直间隙，加对能量的完整积分），它的有效前因子约为 d−0.96；把无噪声数

据按 1/d 模型分析得 ϕ̄ = 4.37 eV，而生成所用的势垒高度为 4.40 eV，即模型误差
约 −0.03 eV。若前因子的模型更粗糙（例如镜像势使势垒变圆，第 5.3 节），误差可
以大得多。所以应报告“在 1/d 前因子模型下的有效势垒”，并注明模型。（作为对

照，本题数据给出的 4.45 eV 与 4.40 eV 相差 0.5 倍标准不确定度。）

• 热漂移：若间隙以 0.02Å/s 漂移，2 s 的扫描在 2Å 的范围上引入约 2% 的斜率误
差，ϕ 误差约 4%。可比较“后撤”与“逼近”两条曲线，或缩短扫描时间、多次平
均；液氦温度下漂移很小。

• 压电非线性与迟滞：标定应在与 I–z 谱相同的电压范围和方向上进行；可用多个台

阶、晶格常数等多个已知尺寸交叉标定。

• 针尖状态：针尖顶端原子的改变会同时改变 ϕap 与 dc；应在测量前后检查图像质量

与 I–z 的可重复性。

• 改进测量方法：在 z 上叠加小幅调制 δz cosωt，用锁相放大器直接测 d ln I/dz，可
逐点给出表观势垒；在更大的间隙范围内测量，前因子的 d 依赖（−1/d 随 d 变化）

才有可能从数据中分辨出来。

评分要点：模型与线性化；独立标定 γ；识别噪声底限并加权；最小二乘公式与 χ2；误差传递

（独立量平方和，相关性检查）；接触点给出绝对间隙并做精确线性化；认识绝对电流定间隙的

不可靠；区分“自洽”与“检验模型”。
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本讲的推导链如下：

1. 定态薛定谔方程（式 (3.4)）→ 经典禁区中的指数解（式 (3.5)）；概率流（式 (3.6)）在定态
中守恒 → 透射系数的定义与 R+ T = 1；ψ、ψ′ 连续 → 匹配条件。

2. 方势垒：精确解式 (4.4)；厚势垒近似式 (4.5)，T ∝ e−2κd；κ ≈ 1Å−1 ⇒ 每埃约一个数量级。

3. 自由电子气（费米能式 (3.9)、功函数）+平行动量守恒 +弹性隧穿→一般电流公式式 (5.1)
→小偏压 STM电流式 (5.2)，I ∝ (V /d)e−2κ0d →电导量级式 (5.4)、表观势垒式 (5.5)–(5.6)。

4. 局部平面近似 → 横向高斯分布式 (5.3)；真空中 ∇2ψ = κ20ψ → 起伏按 e−(qG−κ0)z 衰减

（式 (5.8)）→ Tersoff–Hamann分辨率；反馈一阶弛豫式 (5.9)；两级振子→隔振判据式 (5.12)。

5. 缓变条件式 (6.1) → WKB：T ≈ exp(−2
∫
κdx)（式 (6.3)）→ 三角形势垒（式 (6.5)）+ 电

流公式→ FN 公式式 (6.6)与 FN图；库仑势垒→ Gamow 因子式 (6.9)–(6.10) → Geiger–
Nuttall 定律式 (6.11)。

6. 电流公式推广到能量依赖的样品 → dI/dV ∝ 局域态密度（式 (7.3)）；表面态二维电子气 +
硬壁圆形势阱 → 贝塞尔函数与能级式 (7.6) → 量子围栏的图样与谱。

贯穿始终的一个事实是：指数中的量决定一切，前因子只是“1 的量级”。它使 STM 拥有皮米级
的纵向灵敏度和原子级的横向分辨率，使 α 衰变寿命跨越 24 个数量级，也使实验数据处理必须关
注那些看似微小、却会被指数放大的系统误差。
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A 方势垒透射系数的精确推导

从式 (4.2)–(4.3) 出发。

1. 由 x = d 的两式（正文厚势垒推导第 1 步）：C =
κ− ik
2κ

t eikdeκd，D =
κ+ ik
2κ

t eikde−κd。

2. 由 x = 0 的两式消去 r：第一式乘以 ik 与第二式相加，2ik = ik(C + D) + κ(D − C) =

(ik − κ)C + (ik + κ)D。

3. 代入第 1 步：

2ik =
t eikd

2κ

[
(ik − κ)(κ− ik)eκd

+ (ik + κ)(κ+ ik)e−κd
]

=
t eikd

2κ

[
− (κ− ik)2eκd

+ (κ+ ik)2e−κd
]
.

4. 展开 (κ± ik)2 = κ2 − k2 ± 2ikκ，方括号化为

− (κ2 − k2)(eκd − e−κd)

+ 2ikκ(eκd + e−κd)

= −2(κ2 − k2) sinhκd+ 4ikκ coshκd.

于是

t eikd =
2ikκ
D

, (A.1)

D ≡ 2ikκ coshκd

−(κ2 − k2) sinhκd.

5. 取模平方并用 cosh2 = 1 + sinh2：

T = |t|2 = 4k2κ2

4k2κ2 cosh2 κd+ (κ2 − k2)2 sinh2 κd

=
4k2κ2

4k2κ2 + (k2 + κ2)2 sinh2 κd
.

最后一步用了恒等式 4k2κ2 + (κ2 − k2)2 = (k2 + κ2)2。分子分母同除以 4k2κ2，并用

(k2 + κ2)2

4k2κ2
=

U2
0

4E(U0 − E)
,

即得式 (4.4)。

verify_sympy.py 用 sympy 求解四元线性方程组，核对了式 (A.1) 与式 (4.4)。



B 数值核对方法 49
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分段常数转移矩阵 把任意势垒 U(x) 切成 N 个薄层，第 i 层内 U = Ui 为常数，局域波数

ki =
√

2m(E − Ui)/h̄（禁区中为虚数）。层内的解为 cos 与 sin 的组合，可以写成把层左端的
(ψ,ψ′) 映到右端的矩阵(

ψ

ψ′

)
右

=

(
cos ki∆x sin(ki∆x)/ki

−ki sin ki∆x cos ki∆x

)(
ψ

ψ′

)
左

.

由于 ψ、ψ′ 在层间连续，整个势垒的矩阵就是各层矩阵之积。左侧给定 eikx+ re−ikx，右侧要求只

有 t eikx，解出 r、t。方势垒只需一层，结果与式 (4.4) 一致到 10−6（图 2b 的圆点）。

三角形势垒的精确解 势能线性时，定态方程经变量代换化为艾里方程 ψ′′(s) = sψ(s)，其解为艾

里函数 Ai、Bi（数值库中有现成实现）；真空侧取向外传播的组合 Ai − i Bi，在金属表面与平面波
匹配即得精确透射系数。图 6b、c中的“精确”曲线即由此计算；这也是 Fowler与 Nordheim 1928
年原文的做法 [1]。

镜像势与表观势垒 第 5.3 节注中的数值：两平行金属间电子的镜像势取无穷镜像级数

Uim(x) = − e2

8πε0

 1

2x
+
∑
n≥1

(
nd

(nd)2 − x2
− 1

nd

) ,
与 ϕ̄ 相加后做 WKB 积分（只在势垒高于电子能量处积分），再由 lnT 对 d 的数值导数按式 (5.5)
求 ϕap（脚本 verify_numeric.py）。

C Gamow 积分与离心修正

Gamow 积分 求 I0 =
∫ b
RN

√
b/r − 1dr。令 r = b cos2 θ，dr = −2b cos θ sin θ dθ，

√
b/r − 1 =

tan θ。r = b 对应 θ = 0，r = RN 对应 θ0 = arccos
√
RN/b：

I0 =

∫ 0

θ0

tan θ (−2b cos θ sin θ) dθ

= 2b

∫ θ0

0
sin2 θ dθ = b (θ0 − sin θ0 cos θ0) .

cos θ0 =
√
RN/b，sin θ0 =

√
1−RN/b，即得式 (6.9)中的方括号。小 x = RN/b展开：arccos

√
x =

π/2 − arcsin
√
x = π/2 −

√
x − x3/2/6 − · · ·，

√
x(1− x) =

√
x − x3/2/2 − · · ·，方括号 = π/2 −

2
√
x+ x3/2/3 +O

(
x5/2

)
。

离心修正的积分 例题 3 需要 I1 =
∫ b
RN

dr
r3/2

√
b−r。令 r = bu，I1 = 1

b

∫ 1
x

du
u3/2

√
1−u。注意到

d
du

[
−2

√
1− u

u

]
=

1

u2

√
u

1− u
=

1

u3/2
√
1− u

,

故 I1 =
2
b

√
1−x
x = 2

b

√
b−RN
RN
。
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二维拉普拉斯算符 用二维的高斯定理：∇2ψ = ∇ · (∇ψ) 等于矢量场 ∇ψ 从单位面积流出的净通
量。取极坐标中的小面元 [r, r+ dr]× [θ, θ+ dθ]，面积 r dr dθ。∇ψ 的径向分量为 ∂rψ，角向分量

为 1
r∂θψ。

• 穿过两条弧边（长 r dθ 与 (r + dr)dθ）的净通量：[r∂rψ]
r+dr
r dθ = ∂r(r∂rψ) dr dθ；

• 穿过两条径向边（长 dr）的净通量：
[
1
r∂θψ

]θ+dθ
θ

dr = 1
r∂

2
θψ dθ dr。

除以面积 r dr dθ：∇2ψ = 1
r∂r(r∂rψ) +

1
r2
∂2θψ，即正文所用的形式。

贝塞尔函数的级数 在 s2R′′ + sR′ + (s2 − l2)R = 0 中试探 R =
∑

j≥0 cjs
j+l（l ≥ 0）。sj+l 项的

系数：[(j + l)2 − l2]cj + cj−2 = 0，即 cj = −cj−2/[j(j +2l)]；j = 1 时 c1(1 + 2l) = 0，所以只有偶

数项。取 c0 = 1/(2ll!)，得

Jl(s) =

∞∑
p=0

(−1)p

p! (p+ l)!

(s
2

)2p+l
.

另一个线性无关解在 s = 0 处发散，物理上不允许（圆心处波函数必须有限）。大 s 渐近形式

Jl(s) ≈
√
2/(πs) cos(s− lπ/2− π/4) 的推导需要更多数学，这里只作说明：令 R = u/

√
s 可把方

程化为 u′′ + [1− (l2 − 1
4)/s

2]u = 0，s ≫ l 时 u 近似为简谐函数，振幅不变，R ∝ s−1/2；相位常

数 −lπ/2− π/4 要由与级数解的匹配确定。

表 5 贝塞尔函数 Jl 的前几个正零点 xl,n（scipy.special.jn_zeros 计算）

l n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

0 2.405 5.520 8.654 11.792 14.931
1 3.832 7.016 10.173 13.324 16.471
2 5.136 8.417 11.620 14.796 17.960
3 6.380 9.761 13.015 16.223 19.409
4 7.588 11.065 14.373 17.616 20.827
7 11.086 14.821 18.288 21.642 24.935

E 名词解释

• 隧穿（tunneling）：粒子以非零概率穿过能量低于势垒高度的经典禁区。

• 透射系数 T：透射概率流与入射概率流之比。

• 概率流密度（probability current）：单位时间流过某点（三维为单位面积）的概率，式 (3.6)。

• 费米能级（Fermi level）：绝对零度下电子所占据的最高能级；两导体电接触达到平衡时费米
能级相等。
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• 功函数（work function）：把费米能级处的电子移到真空中所需的最小能量。

• 态密度 / 局域态密度（DOS / LDOS）：单位能量（与单位体积）内的电子态数；LDOS 以
各态在某点的概率密度加权。

• 表观势垒高度（apparent barrier height）：由 d ln I/dd 按式 (5.5) 定义的有效势垒。

• 恒流模式 / 恒高模式（constant-current / constant-height mode）：反馈保持电流恒定而记
录高度 / 固定高度而记录电流。

• 电导量子（conductance quantum）G0 = 2e2/h：本讲中作为电导的自然单位。

• WKB 近似：缓变势中把波函数写成 κ−1/2 exp(−
∫
κ dx)的近似，给出 T ≈ exp(−2

∫
κdx)。

• 转折点（turning point）：U(x) = E 的点，经典粒子在此反向。

• 场致发射（field emission）：强电场下电子隧穿出金属表面的冷发射；FN 图：ln(J/F 2) 对

1/F 的图。

• Gamow 因子：α 粒子穿过库仑势垒的 WKB 指数 2
∫
κdr。

• Geiger–Nuttall 定律：α 衰变半衰期的对数与 Z/
√
Q 近似成直线。

• 表面态（surface state）：束缚在晶体表面、平行于表面自由运动的电子态。

• 有效质量 m∗：由色散关系曲率定义的“质量”，1/m∗ = h̄−2d2E/dk2。

• 量子围栏（quantum corral）：用 STM 操纵吸附原子排成的封闭结构，将表面态电子限制在
其中。

• 贝塞尔函数 Jl：二维圆对称问题中径向方程（贝塞尔方程）在原点有限的解。

• 压电效应（piezoelectric effect）：电场引起与之成正比的机械形变（及其逆效应）。
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