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1 导读

每分钟大约有一个宇宙线 µ 子穿过你的指甲盖大小的面积。它们诞生在十几千米高的大气层

里，本来平均只能活 2.2 微秒，却能以接近光速穿透整个大气，甚至穿透上百米厚的岩石。µ 子穿
过物质时几乎走直线，被吸收的多少取决于路上“有多少物质”；被偏折的多少取决于物质的原子

序数。于是，把一台能记录 µ 子方向的探测器放在金字塔里、火山脚下或集装箱旁边，只要耐心计

数，就能给这些庞然大物拍“X 光片”。本讲从狭义相对论、带电粒子与物质的相互作用和计数统
计三块基础出发，一步一步算清楚：为什么 µ 子能到达地面，它能穿透多厚的石头，金字塔里的空

腔会让计数多出多少，需要曝光多少天才能确信空腔存在，以及怎样用散射角把铀和铅区分开来。

背景：µ 子与“慢下来的时钟”

µ子是 1936–1937年在宇宙线云室照片中发现的带电粒子，质量约为电子的 207倍 [1, 2]。现代
测得其质量 mµc

2 = 105.66MeV，静止时的平均寿命 τµ = 2.197µs[3]。1940 年，Rossi 与 Hall
在美国科罗拉多州的 Echo Lake（海拔 3240m）和 Denver（海拔 1616m）比较不同动量的宇
宙线 µ 子在大气中的衰减（1941 年发表）。他们用铅吸收体把 µ 子按穿透本领分成两组，发

现穿透本领较弱（较慢）的一组衰变速率约为较强一组的 3 倍 [4]，并由此推出 µ 子静止寿命

约为 (2.4± 0.3)µs，这是运动时钟变慢的第一批定量证据之一 [4, 5]。1962–1963 年，Frisch 与
Smith 在新罕布什尔州华盛顿山顶和海平面的剑桥分别计数，只选取在山顶速度为 0.9950c 至

0.9954c 的 µ 子，测得时间膨胀因子为 8.8± 0.8，与按其探测几何计算的有效值 8.4± 2 相符，

并把实验过程拍成了教学影片 Time Dilation: An Experiment with Mu-Mesons（1962）[5, 6]。
第 7.7 节和例题 1 会用本讲推出的公式重新分析这个实验。

背景：µ 子成像（muography）

1955 年，澳大利亚物理学家 George 用宇宙线计数测量了雪山水电工程一条隧道上方岩层的面
密度，这是已知最早的 µ 子“透射测量”[7]。1960 年代，Alvarez 领导的团队把火花室放进埃
及哈夫拉（Khafre）金字塔底部的贝尔佐尼室，按方向统计穿过金字塔的 µ 子数，并与计算机

模拟比较，1970 年在 Science 上发表结论：在所观测的范围内，没有与国王墓室体积相当的未
知空腔 [8, 9]。2007 年，田中宏幸（H. K. M. Tanaka）等人用核乳胶片拍到了日本浅间山火山
口下方的密度结构 [10]；2014 年他们用 µ 子“延时摄影”观察到萨摩硫黄岛火山通道中岩浆

柱的升降 [11]。
2015 年起，国际合作 ScanPyramids 用三种不同技术的探测器（第 8.1 节介绍）观测胡夫金
字塔（今高 139m、底宽 230m）：名古屋大学的核乳胶片放在王后墓室（位置 NE2）及其东
侧的壁龛（位置 NE1），日本高能加速器研究机构（KEK）的闪烁体径迹仪放在王后墓室内，
法国原子能委员会（CEA）的 Micromegas 气体探测器放在金字塔北面外侧。2017 年他们在
Nature 上报告，在大走廊（高 8.6m、长 46.7m）上方发现一个长度至少 30m、截面与大走廊
相当的“大空洞”（ScanPyramids Big Void）。核乳胶两个位置的统计显著性分别为 13.7σ 和
12.7σ；KEK 径迹仪测得超额 5%–11%，多数切片超过 10σ；CEA 两台望远镜合并为 5.8σ[9]。
2023 年同一合作又精确测定了北面“人字形”石块后方一条长约 9m、截面约 2m× 2m 的走
廊状结构 [12]（图 1）。
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另一类方法利用 µ 子在物质中的偏折。2003 年，美国洛斯阿拉莫斯国家实验室的 Borozdin 等
人在 Nature 上提出并演示：测量每个宇宙线 µ 子穿过物体前后的方向，由多次库仑散射的强

弱可以为高原子序数材料成像，用于在货柜中寻找铀、钚等核材料 [13]。2011 年福岛第一核电
站事故后，µ 子成像被用来从反应堆厂房外部估计熔毁燃料的位置：2012 年的模拟研究论证了
散射法的可行性 [14]，KEK 等单位用透射法观测了 1 号机组，估计压力容器内残留燃料的多
少 [15]。

图 1 胡夫金字塔的南北向竖直剖面（左，三维模型，自东向西看；原文称 East-West cut view）与北面“人
字形”石块区（右）。a 地下室，b 王后墓室，c 大走廊，d 国王墓室，e 下行通道，f 上行通道，g 马蒙通
道（今游客入口），h 北面人字形区，i 2017 年发现的大空洞（红、绿两种阴影分别对应水平与倾斜两种几何
假设）。本讲例题 2 就以 b 处的探测器观测 i 为情境。 （图源：S. Procureur et al., Nat. Commun. 14, 1144
(2023), Fig. 1（经缩放），CC BY 4.0，https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/）

学习目标 学完本讲，你应当能够：

1. 用固有时与指数衰变律计算运动 µ 子的存活概率，并计入沿途能量损失对时间膨胀的影响；

2. 由“一次擦肩而过的冲量”估计带电粒子的电离能量损失，理解 Bethe 公式的标度、最小电
离值约 2MeVcm2/g 与“不透明度”X =

∫
ρdl 的意义，并由 −dE/dX = a+ bE 求出穿透

厚度 X 所需的最小能量；

3. 由积分能谱的局部斜率推出透射计数对不透明度的灵敏度 d lnΦ/d lnX，估计空腔造成的超
额与达到给定显著性所需的曝光时间，并理解系统误差设定的“显著性天花板”；

4. 由随机行走与卢瑟福散射理解多次散射角 ψ0 ∝ (1/p)
√
x/X0，用它区分铁、铅、铀，并估计

动量未知时所需的 µ 子数；

5. 完成“天顶角分布”实验数据的处理：几何接收度、线性化、加权最小二乘、不确定度与系
统误差。
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前置知识：本讲需要的普通物理与数学

• 力学与电磁学：冲量、动量与能量、库仑定律、电场的高斯定理；

• 近代物理：知道狭义相对论的时间膨胀与 E = mc2 即可，第 3 节会补齐本讲用到的全部
公式；

• 数学：泰勒展开、定积分换元、对数求导、简单的概率（期望与方差）。

本讲新引入的工具（相对论运动学、固有时、衰变律、阻止本领与 Bethe 公式、连续减速近似、
泊松分布与显著性、多次散射与辐射长度、强度与立体角、加权最小二乘）都在首次使用前给

出定义和推导。

建议学时 共 2学时（约 90分钟）：前置模块 30分钟；宇宙线 µ子与 Frisch–Smith实验 15分钟；
透射成像 25 分钟；散射成像 15 分钟；小结 5 分钟。例题与实验题供课后练习，附录供深入阅读。

推导路线 时间膨胀 + 衰变律 ⇒ µ 子能到达地面；玻尔冲量估计 ⇒ Bethe 公式 ⇒ −dE/dX =

a+ bE ⇒ 最小穿透能量 Emin(X)；能谱 ⇒ 透射强度 Φ(X) ⇒ 空腔超额 ε ≈ η′ℓ/L；泊松统计 ⇒
显著性 nσ = ε

√
N ⇒ 曝光时间。另一条线：卢瑟福散射 + 随机行走 ⇒ ψ0 ∝

√
x/X0/p ⇒ 材料

识别。

2 名词与符号

能量单位统一用电子伏特：1 eV = 1.602× 10−19 J，1GeV = 109 eV。动量用 GeV/c，质量用
GeV/c2，这样 pc、mc2 与 E 都以 GeV 计。“米水当量”（m.w.e.）是不透明度的工程单位：1m 厚
的水的面密度，1 m.w.e. = 100 g/cm2。

3 前置模块一：相对论运动学与衰变

3.1 洛伦兹因子、能量与动量

定义：相对论能量与动量

静质量为 m、速度为 v = βc 的粒子，其能量与动量为

E = γmc2, p = γmv,

γ =
1√

1− β2
. (3.1)

由两式消去 γ 得能量–动量关系
E2 = (pc)2 + (mc2)2. (3.2)
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表 1 本讲符号表

符号 含义 常用单位

β = v/c, γ 速度与光速之比；洛伦兹因子 1/
√
1− β2 1

E, p, m 总能量（含静能）、动量、静质量 GeV, GeV/c, GeV/c2

τµ, τ µ 子静止平均寿命 2.197µs；运动粒子经历的固有时 µs
P 存活概率 1
ρ, X 密度；不透明度（面密度）X =

∫
ρdl g/cm3, g/cm2

−dE/dX 质量阻止本领（单位面密度的平均能量损失） MeV cm2/g
Z, A 原子序数、摩尔质量（数值上等于质量数） 1, g/mol
Ī 平均激发能（Bethe 公式中） eV
b 碰撞参数（第 4.2、6 节与附录 A、B） m
K, re Bethe 常数 4πNAr

2
emec

2；经典电子半径 MeV cm2/mol, m
Wmax, δ 单次碰撞最大能量转移；密度效应修正 MeV, 1
a, b 能损参数：−dE/dX = a+ bE（此处 b 与碰撞参数无关） MeV cm2/g, cm2/g
Emin(X) 恰好穿透不透明度 X 所需的最小能量 GeV
θ, φ, Ω 天顶角、方位角、立体角 rad, sr
tan θx, tan θy 径迹在东西、南北竖直平面上投影倾角的正切 1
λd, λI , Λ 衰变长度；核相互作用长度；核子流衰减长度 m；g/cm2

E∗
π, E∗

K π、K 介子“衰变/碰撞”分界能量 GeV
I(p, θ) 微分强度：单位时间、单位垂直面积、单位立体角、单位动

量的粒子数
m−2s−1sr−1(GeV/c)−1

I(> p, θ) 积分强度（动量大于 p） m−2s−1sr−1

Φ(X, θ) 透射强度 I(> Emin(X), θ) m−2s−1sr−1

J 穿过平面的通量 m−2s−1

Seff, ∆Ω, G 有效面积；立体角窗口；接收度
∫
SeffdΩ m2, sr, m2 sr

g(u) ueu/(eu − 1)，u = bX 1
η, η′ 积分谱局部斜率 −d ln I/d ln p；灵敏度 −d lnΦ/d lnX 1
L, ℓ 视线方向岩石总长度；视线穿过空腔的长度 m
ε 空腔造成的相对计数超额 1
N , µN 计数；计数的期望值 1
nσ 显著性（偏离几个标准差） 1
σsys 无目标预言的相对系统误差 1
w, ∆ 空洞角宽；分析窗口宽度 1（以 tan θ 计）
S, T 探测器面积、曝光时间（Ta 为气温） m2, s 或天
X0, Es 辐射长度；Rossi–Greisen 能量 21.2MeV g/cm2 或 cm, MeV
ψx, ψ0 投影散射角；其均方根（Highland 公式） mrad
κ 峰度比

〈
ψ4

〉
/
〈
ψ2

〉2 1
peff, pc 有效动量

〈
(βp)−2

〉−1/2；截断动量 GeV/c
Q1, Q2, R 两种假设预言的均方投影角及其比值 Q1/Q2 rad2, 1
M 入射重粒子质量（Bethe 公式）；Ma、Rg 为空气摩尔质量与

气体常数
—

n 天顶角分布指数，I ∝ cosn θ 1
h, H 海拔高度；大气标高 km
d, D 实验题中探测平面边长、两平面间距 m
—— 例题中另有局部定义的符号以题面为准（如例题 2的 tv、Hp、

Bp、bd）
—
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推导：几个常用组合

式 (3.1) 两式相除得 β = pc/E；相乘与相除可得

βγ =
p

mc
, γ =

E

mc2
. (3.3)

验证式 (3.2)：E2− (pc)2 = γ2m2c4(1−β2) = m2c4。当 pc≫ mc2（“极端相对论”）时 E ≈ pc，

β ≈ 1− 1
2(mc

2/E)2。本讲的 µ 子能量多在 GeV 以上，mµc
2 = 0.1057GeV，所以常可不区分

E 与 pc；只在 E ≲ 1GeV 时需要用精确式。

例题：数值感觉

海平面 µ 子的平均能量约 4GeV[16]。此时 γ = 4/0.10566 = 37.9，β = 0.99965。速度与光速

只差万分之三点五，但 γ 已经是 38。

3.2 时间膨胀与固有时

定义：固有时

粒子随身携带的钟所走过的时间叫固有时，记作 τ。若在实验室（地面）参考系中粒子以速度

v(t) 运动，实验室时间 dt 内粒子的钟只走过

dτ =
dt
γ(t)

=
√

1− β2 dt. (3.4)

这就是时间膨胀：在实验室看来，运动的钟走得慢了 γ 倍。

注：速度变化时的时间膨胀

狭义相对论中，时间膨胀是对“相对实验室匀速运动的钟”导出的。若钟在加速，可以把运动

切成很多小段，每一小段内速度近似不变，用式 (3.4) 得到这一小段的固有时，再求和（积分）。
这样做的前提是钟本身不因加速而损坏：µ 子的“钟”是它的衰变概率，与加速度无关：在储

存环中做高速圆周运动（加速度极大）的 µ 子，其寿命仍只由 γ 决定，这已被实验证实 [17]。
本讲中 µ 子在大气或岩石中逐渐减速，正需要这种逐段积分。

µ 子沿竖直方向飞过距离 dx 用时 dt = dx/v，于是

dτ =
dx
γv

=
dx
βγc

=
mdx
p

. (3.5)

最后一步用了式 (3.3)。式 (3.5) 说明：每走单位路程，粒子的钟走过的时间与动量成反比；动量越
大，“老得越慢”。
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3.3 指数衰变律

假设：衰变的无记忆性

一个 µ 子在它自己的钟走过 dτ 的时间内衰变的概率为 dτ/τµ，与它已经“活了多久”无关，
也与它的速度、所处环境无关。τµ 是一个常数，叫平均寿命。这是对大量粒子衰变实验的总结

（量子力学给出其解释）。

推导：存活概率

设固有时 τ 时仍存活的概率为 P (τ)。在接下来的 dτ 内，存活需要“到 τ 时还活着”且“这

一小段内不衰变”，两者独立，故

P (τ + dτ) = P (τ)
(
1− dτ

τµ

)
=⇒ dP

dτ = − P

τµ
.

以 P (0) = 1 积分得

P = e−τ/τµ . (3.6)

再用式 (3.5) 把固有时换成路程：若动量 p 在飞行中不变，飞过 L 后 τ = mL/p，

P = exp
(
− L

λd

)
,

λd ≡ βγcτµ =
p

mc
cτµ. (3.7)

λd 叫衰变长度。对 µ 子，cτµ = 658.6m。若动量在飞行中变化，则用 τ =
∫
mdx/p(x) 代入

式 (3.6)。

检验：为什么必须有时间膨胀

设 µ 子在 15 km 高处产生（第 7.2 节说明这个数从何而来），竖直向下，能量 4GeV，先忽略
能量损失。

• 不考虑时间膨胀：飞行时间 t = L/v ≈ 15 km/c = 50.0µs = 22.8 τµ，存活概率 e−22.8 ≈
1.3× 10−10；

• 考虑时间膨胀：λd = 37.9× 658.6m = 24.9 km，P = e−15/24.9 = 0.55。

两者相差 9 个数量级。实际上地面每平方米每秒能接收到上百个 µ 子（第 7.4 节），没有时
间膨胀就无法解释。用 µ 子自己的参考系看，同一件事表现为“大气层厚度被洛伦兹收缩为

15 km/γ = 0.40 km”，µ 子在寿命内足以飞过。图 2 给出不同到达能量下的三种计算结果。
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100 101
到达海平面时的总能量 E / GeV

10−11

10−9

10−7

10−5

10−3

10−1

存活
概率

 P

E = 4 GeV：红线 P ≈ 0.64，蓝线 0.55

P ≈ 1.3 × 10−10

时间膨胀，忽略能量损失
时间膨胀 + 大气中的能量损失
无时间膨胀（t = L/v 直接与 τ 比较）

图 2 在 15 km 高处产生、竖直下落的 µ 子到达海平面的存活概率，横轴为到达海平面时的总能量。虚线：
不考虑时间膨胀；蓝线：考虑时间膨胀，但假设能量不变；红线：考虑时间膨胀，并用 PDG 空气能损表与
1976 年美国标准大气逐段积分固有时（第 7.6 节）。红线高于蓝线，是因为在地面能量相同的条件下，计入
能损意味着 µ 子在高空能量更高、钟走得更慢。

4 前置模块二：带电粒子穿过物质

4.1 面密度与不透明度

带电粒子穿过物质时，主要和物质中的电子与原子核打交道。穿过的“物质多少”用沿路径的

质量面密度衡量：

定义：不透明度

沿粒子路径对密度积分

X =

∫
路径

ρ(l) dl (4.1)

叫不透明度（opacity）或面密度，单位 g/cm2。它等于以路径为轴、截面为 1 cm2 的细柱体内

的物质质量。例如 90m 厚、密度 2.2 g/cm3 的石灰岩，X = 2.2× 9000 = 1.98× 104 g/cm2，即

198 米水当量。

定义：标准岩石

地下与岩石中的 µ 子计算常用 PDG 约定的“标准岩石”：Z = 11，A = 22（Z/A = 0.5），ρ =

2.65 g/cm3，平均激发能 Ī = 136.4 eV（见第 4.3节），辐射长度（第 6.3节定义）26.54 g/cm2[3, 18]。
真实岩石的成分与密度不同（金字塔的石灰岩约 2.2 g/cm3），但以面密度计的能损与标准岩石

相差不大，所以本讲用石灰岩的密度算不透明度，能损参数借用标准岩石。

为什么用 X 而不用长度？下面会看到，单位路程的电离能量损失正比于电子数密度 ne =

ρNAZ/A（NA 为阿伏伽德罗常数），而绝大多数物质的 Z/A 都接近 1/2（氢除外）。于是“单位

面密度”的能量损失几乎与材料无关，岩石、水、铁的差别都在 30% 以内。用 X 作自变量，可以

把“穿过多少物质”和“物质是什么”大致分开。
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4.2 一次擦肩而过：玻尔的冲量估计

假设：重带电粒子与静止自由电子

一个电荷 ze、速度 v 的重粒子（质量 M ≫ me）从一个电子旁边飞过，最近距离（碰撞参数）

为 b。在碰撞的短暂时间内，(i) 重粒子几乎不偏转，速度不变；(ii) 电子来不及移动，可视为
静止的自由电子（原子束缚的作用在下文用 bmax 计入）。

推导：电子获得的冲量与能量

取重粒子沿 x 轴运动，t = 0 时最靠近电子。电子受的力沿运动方向的分量在 t 与 −t 时大小
相等、方向相反，积分为零；只剩垂直分量。这个分量由库仑定律给出（非相对论情形）：

F⊥(t) =
ze2

4πε0

b

(b2 + v2t2)3/2
.

对时间积分（令 u = vt/b，
∫∞
−∞(1 + u2)−3/2du = 2）得冲量

∆p⊥ =

∫ ∞

−∞
F⊥ dt = ze2

4πε0

2

bv
. (4.2)

一个更快捷的看法分两步。(i) 在某一时刻，以重粒子轨迹为轴作一个半径 b、长度无限的圆柱

面，由高斯定理，穿过侧面的电通量
∫
E⊥(x) 2πb dx = ze/ε0（x为沿轴坐标）。(ii)匀速运动电

荷的场随电荷整体平移：E⊥(x, t) = E⊥(x− vt)。所以固定在 x = 0 处的电子感受到的场随时

间的变化 E⊥(−vt)，与某一时刻场沿轴的分布形状相同，
∫
E⊥ dt =

∫
E⊥ dx/v。两式合起来，

e
∫
E⊥dt = 2ze2/(4πε0bv)。这个论证只用到高斯定理和“场随电荷平移”，不依赖场的具体形

状，因此对高速（相对论）粒子也成立；相对论下垂直场的峰值增大、作用时间缩短，两者恰

好抵消（运动电荷电场的这一结论本讲不推导）。

电子获得的动能为 ∆E(b) = ∆p2⊥/(2me)。引入经典电子半径 re = e2/(4πε0mec2) = 2.818 ×
10−15m，写成

∆E(b) =
2z2r2e mec2

β2
1

b2
. (4.3)

推导：对碰撞参数求和

重粒子前进 dx 时，碰撞参数在 b 到 b+ db 之间的电子位于体积为 2πb db dx 的薄圆筒内，个
数为 ne 2πb db dx。把每个电子获得的能量相加：

−dE
dx =

∫ bmax

bmin

ne ∆E(b) 2πb db

=
4πnez2r2emec2

β2
ln bmax
bmin

.

积分在 b→ 0 和 b→ ∞ 都发散（对数发散），所以必须有物理上的截断：

• bmin：b 太小时式 (4.3) 给出的能量超过运动学允许的最大值 Wmax ≈ 2mec2β2γ2（正碰

时电子能得到的最大能量），冲量近似失效；

• bmax：碰撞持续时间约为 b/(γv)。若它长于电子在原子中的典型运动周期 1/ω̄，电子会

“绝热地”跟随，几乎得不到能量。所以 bmax ≈ γv/ω̄。
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除以 ρ 化为质量阻止本领，并代入 ne = ρNAZ/A：

−dE
dX = K z2

Z

A

1

β2

× ln bmax
bmin

,

K ≡ 4πNAr
2
emec

2

= 0.307 MeVcm2/mol. (4.4)

式 (4.4) 是 1913 年玻尔给出的经典结果的核心 [19]。它已经告诉我们三件事：能损只依赖于
粒子的速度（而非质量）；在 β → 1 之前按 1/β2 下降；对材料的依赖只通过 Z/A（以及对数里的

弱依赖）。

4.3 Bethe 公式与最小电离

要点：Bethe 公式（只用结论）

量子力学的完整计算（Bethe，1930 年代）给出重带电粒子的平均质量阻止本领 [3]：

− dE
dX = Kz2

Z

A

1

β2

×
[
1

2
ln 2mec2β2γ2Wmax

Ī2

− β2 − δ(βγ)

2

]
. (4.5)

Ī 是物质的平均激发能（原子中电子的平均“束缚能标”，约 10 eV×Z，例如标准岩石 136.4 eV、
铅 823 eV）；Wmax 为单次碰撞的最大能量转移（精确式为

Wmax =
2mec2β2γ2

1 + 2γme/M + (me/M)2
,

M 为入射粒子质量；当 2γme/M ≪ 1、对 µ子即 γ ≪ 100时 ≈ 2mec2β2γ2。γ ∼ 100时 Wmax

约减半，但它只在对数里，对能损的影响约 3%）；δ 是密度效应修正：高速粒子的电场使介质
极化，屏蔽了远处的电子，削弱了对数项的增长。适用范围约 0.1 ≲ βγ ≲ 1000，精度为百分

之几 [3]。

对照式 (4.4)：取 bmax = γv/ω̄，量子力学中 bmin 由电子在粒子参考系中的德布罗意波长决定，

bmin ≈ h̄/(2γmev)，于是

ln(bmax/bmin) = ln(2γ2mev
2/h̄ω̄)

= ln(2mec
2β2γ2/Ī)

（h̄ω̄ ≡ Ī），正是 Wmax ≈ 2mec2β2γ2 时式 (4.5) 方括号中的主项。附录 A 给出这一对应的细节。
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检验：最小电离值的手算

β−2 随速度增大而下降，对数项随 γ 缓慢上升，两者之间有一个宽而平的极小值，位置约在

βγ ≈ 3–3.5[3]。对标准岩石（Z/A = 0.5，Ī = 136.4 eV），取 βγ = 3.5（β2 = 0.925），忽略 δ：

ln 2mec2β2γ2

Ī
= ln 2× 0.511× 106 × 12.25

136.4

= 11.4,

−dE
dX ≈ 0.307× 0.5

0.925
(11.4− 0.93)

= 1.74 MeVcm2/g.

PDG 表值为 1.69MeVcm2/g，位于 βγ = 3.7[18]。手算误差 3%。

10−1 100 101 102 103μ 子动量 p / (GeV/c)

100 101 102 103 104
βγ = p/(mμc)

1

2

5

10

20

⟨−
dE

/d
X⟩

 / (M
eV c

m2  g−1
)

最小电离：βγ ≈ 3.7，1.69 MeV cm2/g

水（电离）
标准岩石（电离）
铁（电离）
铅（电离）

标准岩石，不含密度效应
PDG 表：标准岩石电离
PDG 表：标准岩石总能损
PDG 表：铅电离

图 3 µ 子在水、标准岩石、铁、铅中的平均质量阻止本领。实线由式 (4.5)（含 Sternheimer 密度效应参数）
计算；圆点与方点为 PDG/Groom 表值 [18]；虚线为标准岩石的总能损（含辐射损失），p ≳ 100GeV/c 后
迅速上升。星号标出标准岩石的最小电离点，脚本核对其位置与数值与表值相差小于 3% 和 0.5%。

要点：最小电离粒子

宇宙线 µ子的 βγ多在 10–100之间，处在极小值右侧的平坦区，能损率接近极小值：−dE/dX ≈
2MeVcm2/g（准确值随材料在 1.1–2.0 之间，图 3）。这样的粒子叫最小电离粒子（minimum
ionizing particle，MIP）。以后我们把岩石中的电离能损近似为常数 a ≈ 2.2MeVcm2/g（略高
于极小值，计入了对数上升）。
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注：平均值与涨落

式 (4.5) 给的是平均能损。单次碰撞偶尔把很大能量交给一个电子（产生“δ 电子”），所以一
段薄物质中的实际能损分布有一条长尾，最可几值低于平均值。穿过很厚的物质（如上百米岩

石）时，大量碰撞的总和的相对涨落变小，用平均能损描述是合理的，但仍有百分之几到十几

的“射程歧离”。本讲在需要精确数值时直接查 PDG 表。

4.4 高能 µ 子的辐射损失

能量高于几百 GeV 时，三种“辐射”过程变得重要：轫致辐射（µ 子在原子核电场中被急剧
偏转而辐射光子）、直接电子对产生（在核电场中直接产生一对电子与正电子）、光核作用（µ 子通

过交换一个虚光子打碎原子核）。这三种过程损失的能量都与 µ 子自身的能量成正比（粗略地说，

每个过程都以一定概率带走 µ 子能量的一个固定比例）。于是总能损可以写成 [16]

−dE
dX = a+ bE, (4.6)

a 是电离损失，b 是三种辐射过程的“分数能损率”之和。（注意：这里的 b 与第 4.2 节的碰撞参
数 b 无关，本讲中二者不会在同一处出现。）两者都随能量缓慢变化：对标准岩石，E = 10GeV 到
10TeV，a 从 2.17 增至 2.93MeVcm2/g，b 从 1.9× 10−6 增至 4.35× 10−6 cm2/g[16]。两项相等
的能量

Eµc =
a

b
(4.7)

叫 µ 子的临界能量，标准岩石约 500GeV–700GeV[16, 18]。本讲取常数 a = 2.2MeVcm2/g、b =
4.0× 10−6 cm2/g（Eµc = 550GeV）。用这对常数由式 (4.8) 算出的穿透（动）能，与 PDG 射程表
相比：10GeV–1TeV 内相差在 ±9% 以内，5GeV 处偏高 14%，1GeV 处偏高约 22%，2TeV 处
偏低 11%（图 4a）。本讲关心的金字塔（几十 GeV）与火山（几百 GeV）都在精度较好的区间。

4.5 连续减速近似与最小穿透能量

假设：连续减速近似（CSDA）

把 µ 子的能量损失看成沿路径连续、确定的过程，每一段都按平均能损 a+ bE 减速；忽略能

损的涨落（射程歧离）、大角散射造成的路径弯曲，也忽略 µ 子在岩石中衰变（第 3.2 节的衰
变长度在 GeV 以上为几十千米，远大于岩石厚度）。

推导：最小穿透能量

由式 (4.6) 分离变量：dX = −dE/(a + bE)。设 µ 子以能量 E0 进入岩石，恰好在走完 X 时

停下。积分下限取 0 意味着这里的 E 应理解为动能；在 E ≫ mµc
2 时动能、总能量与 pc 不

必区分。

X =

∫ E0

0

dE
a+ bE

=
1

b
ln

(
1 +

bE0

a

)
.

反解出“恰好穿透”的入射能量，记为 Emin：

Emin(X) =
a

b

(
ebX − 1

)
. (4.8)

能量高于 Emin 的 µ 子能穿透，低于的被“吃掉”。
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检验：两个极限

• bX ≪ 1（只有电离损失重要）：ebX − 1 ≈ bX + 1
2(bX)2，Emin ≈ aX (1 + 1

2bX)。金字塔

X ≈ 2× 104 g/cm2，bX = 0.08，

Emin ≈ 2.2 MeVcm2/g

× 2× 104 g/cm2 × 1.04

= 46 GeV.

• bX ≳ 1（辐射损失主导）：Emin 随 X 指数增长。火山 X ≈ 2 × 105 g/cm2，bX = 0.8，

Emin ≈ 550GeV× 1.23 = 670GeV；PDG 射程表给出 728GeV。

量纲：a/b 是能量，bX 无量纲。

100 101 102 103 104米水当量 m.w.e.

102 103 104 105 106
不透明度 X / (g cm−2)

10−1
100
101
102
103
104

E m
in

 / G
eV

金字塔 X = 2 × 104

Emin ≈ 46 GeV

火山 X = 2 × 105

Emin ≈ 674 GeV

(a) 最小穿透能量（标准岩石）

PDG 射程表（精确 CSDA）
a + bE 模型
只计电离：E = aX

103 104 105 106
X / (g cm−2)

10−8
10−6
10−4
10−2
100

透射
率 Φ

(X
)/I

(>
1G

eV
)

X 减少 10%：通量 ×1.23

(b) 透射率随不透明度的变化
θ = 0 ∘

θ = 70 ∘

图 4 (a) 穿透不透明度 X 所需的最小能量：灰色粗线由 PDG 标准岩石 CSDA 射程表反求 [18]；蓝线为
式 (4.8)（a = 2.2MeVcm2/g，b = 4.0× 10−6 cm2/g）；虚线只计电离。(b) 透射率：穿透 X 的强度与开阔
天空中动量大于 1GeV/c 的强度之比（谱见第 7.5 节）。金字塔附近不透明度减少 10%，通量增加 23%。

注：与“射程测量”的区别

第 41 届复赛“质子断层扫描”利用的是质子射程对能量的依赖。本讲反过来用：入射粒子的
能量不受我们控制（宇宙线谱是给定的），能量损失只用来决定“哪些 µ 子能穿过来”，测量的

是穿透数目，而不是单个粒子的射程。
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5 前置模块三：计数统计

5.1 泊松分布

推导：计数的期望与方差

把曝光时间 T 切成 ns 个很短的小段，每段内到达一个 µ 子的概率为 q ≪ 1，到达两个的概率

可忽略，各段相互独立（宇宙线 µ 子的到达彼此无关）。第 k 段的计数 Nk 只取 0 或 1：

⟨Nk⟩ = q,
〈
N2
k

〉
= q,

VarNk =
〈
N2
k

〉
− ⟨Nk⟩2 = q(1− q) ≈ q.

总计数 N =
∑

kNk。期望相加：µN ≡ ⟨N⟩ = nsq。独立随机量之和的方差等于方差之和（交

叉项 ⟨(Nj − q)(Nk − q)⟩ = 0）：

VarN = nsq(1− q)

→ nsq = µN ,

σN =
√
µN . (5.1)

这里取了 ns → ∞、q → 0、nsq 固定的极限。在同样的极限下，N 的分布是泊松分布 Pr(N) =

µNNe−µN /N !（附录 C）；µN ≳ 20 时它很接近均值 µN、标准差
√
µN 的高斯分布。

要点：计数的相对误差

计到 N 个事例，其统计误差约
√
N，相对误差 1/

√
N。想把相对误差减小一半，计数（即曝

光时间或面积）要增大 4 倍。

5.2 显著性

定义：显著性 nσ

设某方向“没有空腔”时期望计数为 µ0（由模拟或参照区域预言，假定其误差可忽略），实测

为 N。定义

nσ =
N − µ0√

µ0
, (5.2)

即实测偏离预言几个标准差。若没有空腔，N 近似为均值 µ0、标准差
√
µ0 的高斯分布，纯属

涨落而超过 nσ 的概率（单侧）为 nσ = 2：2.3%；nσ = 3：1.3 × 10−3；nσ = 5：2.9 × 10−7。

粒子物理习惯以 5σ 作为“发现”的门槛。

注：两点提醒

(i) 若 µ0 不是可靠的理论预言，而来自另一个计数 N0（如参照方向），则差值 N −N0 的方差

为 N +N0（独立量方差相加），显著性变为 (N −N0)/
√
N +N0。(ii) 在一张图像的成百上千

个像素里寻找“最显著”的一个，即使没有空腔，也很可能遇到 3σ 的涨落，这叫“到处找”效
应（look-elsewhere effect）；这正是门槛定在 5σ 而不是 3σ 的原因之一。
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5.3 用样本估计方差及其误差

散射成像要由 N 个散射角 ψ1, . . . , ψN（均值为零）估计分布的方差
〈
ψ2

〉
。最自然的估计量是

ŝ2 = 1
N

∑
ψ2
i。

推导：ŝ2 的相对误差

ŝ2 是 N 个独立随机量 ψ2
i 的平均，其期望

〈
ψ2

〉
，方差为单个 ψ2 的方差除以 N：

Var ŝ2 =
〈
ψ4

〉
−
〈
ψ2

〉2
N

=
(κ− 1)

〈
ψ2

〉2
N

,

κ ≡
〈
ψ4

〉
⟨ψ2⟩2

.

所以
σ(ŝ2)

⟨ψ2⟩
=

√
κ− 1

N
. (5.3)

高斯分布 κ = 3，相对误差
√

2/N。若分布有长尾（κ 大），同样的 N 给出的估计更差。附

录 C 证明：宽度不同的高斯分布按权重混合后，κ = 3
〈
σ4

〉
/
〈
σ2

〉2 ≥ 3。

6 前置模块四：多次库仑散射

6.1 单次小角散射

µ 子从原子核旁飞过时也受到库仑力。核的质量远大于 µ 子，核几乎不动，µ 子被偏折。仿

照式 (4.2)，把电子换成电荷 Ze 的原子核、把“受冲量者”换成 µ 子：µ 子获得横向冲量 ∆p⊥ =

2zZe2/(4πε0bv)，偏转角

ψ(b) =
∆p⊥
p

=
2zZ remec2

pv b

=
2zZ re
b

· mec2

β pc
. (6.1)

这是卢瑟福散射的小角极限。偏转角与 pv = βpc 成反比（非相对论时 pv 等于两倍动能，极端相

对论时 pv ≈ E）：能量越高的粒子越“硬”，越难被偏折。

6.2 随机行走与高斯分布

推导：均方角随厚度线性增长

厚度 x 的物质中，µ 子会与成千上万个原子核发生小角碰撞，每次偏折的方向（在垂直于运动

方向的平面内）是随机的。把总偏转角在 x 方向的投影写成 ψx =
∑

j ψx,j。各次碰撞相互独

立且 ⟨ψx,j⟩ = 0，所以和的方差等于方差之和，正如式 (5.1) 的推导：〈
ψ2
x

〉
=

∑
j

〈
ψ2
x,j

〉
∝碰撞次数 ∝ x.

这就是随机行走：均方偏离随步数线性增长，均方根随
√
x 增长。由中心极限定理（大量独立

小量之和近似服从高斯分布），ψx 近似为高斯分布，其标准差记为 ψ0。少数近距离的“硬”碰
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撞会在分布外侧形成比高斯更长的尾巴。

推导：单位厚度的均方偏转

原子数密度 nA = ρNA/A。走过 dx 时碰撞参数在 b–b + db 的核数为 nA2πb db dx，每次贡献
空间偏转角平方 ψ(b)2。求和：

d
〈
ψ2

sp
〉

dx = nA

∫
ψ(b)2 2πb db

= 8πnAz
2Z2r2e

(mec2

βpc

)2

× ln bmax
bmin

.

积分与能量损失的积分（第 4.2 节）完全同形，也是对数发散：bmax 取原子电子云对核电荷的

屏蔽半径，bmin 取原子核半径。空间角是两个垂直投影的合成，ψ2
sp = ψ2

x+ψ2
y，故投影角的均

方为其一半。原子中 Z 个电子也会使 µ 子偏转，粗略计入的办法是把 Z2 换成 Z(Z + 1)。于

是 〈
ψ2
x

〉
∝ Z(Z + 1)ρ

A
· x

(βpc)2
. (6.2)

6.3 辐射长度与 Highland 公式

定义：辐射长度

高能电子在物质中主要通过轫致辐射损失能量，平均每走过一个辐射长度 X0，能量降为原来

的 1/e。PDG 给出 [3]

1

X0
≈ 4αr2e

NA
A
Z(Z + 1)

× ln
(
184Z−1/3

)
(6.3)

（α = 1/137 为精细结构常数。此式略去了库仑修正等项，对铅、铀偏小约 10%，对铁小于 1%；
本讲的数值一律用 PDG 表值）。表值：水 36.08 g/cm2（36.1 cm），标准岩石 26.54 g/cm2，铁

13.84 g/cm2（1.76 cm），铅 6.37 g/cm2（0.56 cm），铀 6.00 g/cm2（0.32 cm）[3]。

为什么一个描述“电子辐射”的长度会出现在 µ 子的散射里？比较式 (6.2) 与式 (6.3)：两者
都正比于 Z(Z + 1)ρ/A——轫致辐射本质上也是电子在原子核库仑场中的“偏转”。所以 x/X0 恰

好就是散射公式里与材料有关的那个组合。附录 B 计算两个对数之比（约为 2），得到〈
ψ2

sp
〉
≈

( Es
βpc

)2 x

X0
,

Es = mec
2

√
4π

α
= 21.2 MeV, (6.4)

即 Rossi 与 Greisen 1941 年的结果 [20]。
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要点：Highland 公式（给定结论）

实用中，投影角分布中央 98% 用高斯近似，其标准差为 [3, 21, 22]

ψ0 =
13.6 MeV

βpc
z

√
x

X0

×
[
1 + 0.038 ln xz2

X0β2

]
. (6.5)

适用于 10−3 < x/X0 < 100，精度约 11%。与式 (6.4) 的投影版本 Es/
√
2 = 15.0MeV 相比，

系数 13.6与对数修正来自对精确的 Molière理论分布的拟合：中央部分比“全部散射角的均方
根”窄，因为后者被少数大角单次散射拉大。多层材料要先把 x/X0 相加，再代入一次式 (6.5)
（不能把各层的 ψ0 平方相加）[3]。

检验：标度与数值

p = 3GeV/c 的 µ 子（β ≈ 1）穿过 10 cm 铁：x/X0 = 10/1.757 = 5.69，

ψ0 =
13.6

3000

√
5.69 (1 + 0.038 ln 5.69)

= 11.5 mrad.

换成 10 cm 铅：x/X0 = 17.8，ψ0 = 21.2mrad；铀：x/X0 = 31.6，ψ0 = 28.8mrad。动量加倍，
ψ0 减半；厚度加倍，ψ0 增大

√
2 倍（略多，来自对数项）。

7 宇宙线 µ 子

7.1 立体角与强度

定义：立体角

从一点 O 看一块小面元 dA，面元到 O 的距离为 r，面元法线与视线夹角为 χ。面元在垂直于

视线方向上的投影为 dA cosχ，它对 O 所张的立体角定义为

dΩ =
dA cosχ

r2
, (7.1)

单位为球面度（sr），整个球面对球心张 4π sr。取以 O为心的单位球面上的面元（χ = 0、r = 1），

用天顶角 θ 与方位角 φ 表示，面元为 (dθ)(sin θ dφ)，所以 dΩ = sin θ dθ dφ。

定义：强度与通量

（积分）强度 I(θ, φ)：单位时间内、穿过垂直于方向 (θ, φ) 的单位面积、方向落在单位立体角

内的粒子数，单位 m−2s−1sr−1。微分强度 I(p, θ) 再“按动量分档”，多一个 (GeV/c)−1；对动

量从 p 积到无穷，得积分强度 I(> p, θ)。

穿过平面的通量 J：单位时间穿过某个平面单位面积的粒子数。方向与平面法线成 θ 角的粒子

“看到”的平面面积缩小为 cos θ 倍（投影），所以

J =

∫
I(θ, φ) cos θ dΩ. (7.2)
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7.2 从初级宇宙线到 µ 子

背景：初级宇宙线

从宇宙空间射到大气顶部的高能粒子叫初级宇宙线，主要是质子，其次是氦核和少量更重的原

子核。在几 GeV 到约 106 GeV 之间，其强度随能量近似按 E−2.7 下降 [16]。它们在大气中与
氮、氧原子核碰撞，产生大量次级粒子，统称空气簇射（图 5）。

推导：首次碰撞发生在多高

质子在空气中的核相互作用长度 λI = 90.1 g/cm2[3]：平均每穿过 90.1 g/cm2 的空气发生一次

核碰撞。首次碰撞所在的深度服从均值为 λI 的指数分布，所以首次碰撞的平均深度为 X = λI。

竖直大气深度 X(h) 是高度 h 以上单位面积空气柱的质量，由流体静力学平衡 dp/dh = −ρg
得 X(h) = p(h)/g；海平面 X = 1033 g/cm2。若某一层大气等温（温度 Ta），由理想气体

ρ = pMa/(RgTa)（Ma 为空气摩尔质量，Rg 为气体常数）可得 dp/p = −dh/H，即在这一层内

X(h) = X(h1) e−(h−h1)/H ,

H =
RgTa
Mag

,

ρ(h) =
X(h)

H
. (7.3)

这里 h1 是该层的下边界。真实大气在 11 km 以下（对流层）温度随高度近似线性下降，在
11–20 km（平流层下部）近似等温，Ta ≈ 217K，H = 6.34 km（1976 年美国标准大气）。对
流层顶 h1 = 11 km 处的深度由标准大气算得 X(h1) = 231 g/cm2。令 X = λI：h = 11 km +

H ln(231/90.1) = 17.0 km；对标准大气直接数值求解也得 17.0 km。（若把 217K的等温大气一
直用到海平面，会得到 15.5 km；但对流层并不等温，这个数与下面的 15 km 接近只是巧合。）
PDG说“µ子大多产生在约 15 km高处”[16]，依据的是另一个量：µ子的母粒子 π 介子（下一

小节介绍）由首次及后续几代碰撞不断产生，同时母核子流按 e−X/Λ 衰减（Λ ≈ 121 g/cm2 为核

子流的衰减长度，比 λI 长，因为碰撞后的领头核子仍带走相当一部分能量），低能（Eπ ≪ E∗
π，

几乎全部衰变）的 π 的强度在 X = Λ 处达到极大 [16]。按标准大气，X = 121 g/cm2 对应

15.1 km。

7.3 π 介子：衰变还是再碰撞

π 介子是最轻的一类强相互作用粒子（介子），有 π+、π−、π0 三种；中微子是几乎不与物质发

生作用的中性轻子；K 介子是比 π 重的另一类介子。碰撞产生的带电 π 介子（mπc
2 = 139.6MeV，

静止寿命 26.0ns，cτπ = 7.80m[3]）有两种命运：衰变成 µ子和中微子（π+ → µ+νµ，π− → µ−ν̄µ），

或者在衰变前再次撞上原子核。

推导：两种命运的分界能量

考虑竖直向下、能量 E 的 π 介子位于平流层下部、大气深度 X 处（该层近似等温）。它走过

面密度 dX，对应路程 dl = dX/ρ = H dX/X（式 (7.3)）。
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地面

初级质子 p（ ∼ GeV–EeV）

首次碰撞（X ≈ λI ≈ 90 g/cm2，h ≈ 17 km）
π0 → γγ电磁簇射 π + → μ + νμ

μ + ：电离损失约 2 GeV，靠时间膨胀活到地面

νμ

高能 π −  先与核碰撞（产生次级簇射）

μ −

图 5 空气簇射示意。左轴为海拔，右轴为由 1976 年美国标准大气算出的竖直大气深度 X(h)；首次碰撞的
高度按 X = λI = 90.1 g/cm2 计算。π0 立即衰变为两个光子，引发电磁簇射；π± 衰变为 µ 子与中微子；高
能的 π± 来不及衰变就再次与核碰撞。

• 衰变概率：由式 (3.7)，每走 dl 衰变的概率为 dl/(γcτπ)（β ≈ 1），即
mπc

2

E

H

cτπ

dX
X
；

• 相互作用概率：dX/λ（λ 为 π 的相互作用长度，与 λI 同量级）。

两者之比为
E∗
π

E
· λ
X
，其中

E∗
π ≡ mπc

2H

cτπ

=
0.1396 GeV× 6340 m

7.80 m
= 113 GeV. (7.4)

在 π 产生的深度 X ∼ λ 处，E ≪ E∗
π 的 π 几乎都衰变，E ≫ E∗

π 的 π 多半先碰撞。对带电 K
介子（mKc

2 = 493.7MeV，cτK = 3.71m）同样得到 E∗
K = 844GeV。

要点：µ 子谱的两个区域

• Eµ ≪ E∗
π：π 衰变概率接近 1，µ 子谱基本“继承”初级谱的形状，dI/dE ∝ E−2.7（在

10–100 GeV 范围成立；更低能量处还受 µ 子自身衰变和能量损失的影响而变平）；

• Eµ ≫ E∗
π：衰变概率 ∝ E∗

π/E，µ 子谱比初级谱陡一个幂次，∝ E−3.7。

PDG 给出的 Gaisser 公式正体现了这一点（适用于 Eµ > 100/ cos θ GeV、θ < 70◦）[16]：

dNµ

dEµ dΩ
≈

0.14E−2.7
µ

cm2 s srGeV

×
[

1

1 +
1.1Eµ cos θ
115 GeV

+
0.054

1 +
1.1Eµ cos θ
850 GeV

]
, (7.5)
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式中 Eµ 以 GeV 为单位。两个分母中的 115GeV 与 850GeV 正是式 (7.4) 估计的 E∗
π 与 E∗

K。

因子 1.1 反映 µ 子只继承母介子的一部分能量（由衰变运动学，Eµ 在 0.57Eπ 到 Eπ 之间），

按陡峭的能谱加权后近似为 Eπ ≈ 1.1Eµ；这是 Gaisser 解析近似中的有效系数，本讲不推导。
cos θ 的出现是因为斜着穿过大气时，同样的深度处空气更稀薄（ρ = X cos θ/H），π 更容易衰
变，分界能量变为 E∗

π/ cos θ。

7.4 通量与角分布

强度与通量的定义见第 7.1 节。

推导：水平探测器的计数率

设 I = I0 cosn θ（0 ≤ θ ≤ π/2，与 φ 无关）。代入式 (7.2)，令 u = cos θ：

J = 2πI0

∫ π/2

0
cosn+1 θ sin θ dθ

= 2πI0

∫ 1

0
un+1du =

2πI0
n+ 2

. (7.6)

海平面实测：动量大于 1GeV/c 的竖直强度 I0 ≈ 70m−2 s−1 sr−1，角分布 n ≈ 2[16]。于是

J = πI0/2

= 110 m−2.s−1

= 0.66 cm−2.min−1;

计入 1GeV/c 以下的 µ 子，实验者常记的数是“水平探测器约 1 cm−2min−1”[16]。注意：若
忘了式 (7.2) 中的 cos θ，结果会变成 2πI0/(n+ 1)，偏大 33%。

注：为什么是 cos2 θ

天顶角 θ 方向的 µ 子要穿过 sec θ 倍的大气：一方面路程更长、飞行时间更长，衰变得更多；
另一方面能量损失更多（sec θ×2GeV），低能 µ子到不了地面。两者都使斜向强度降低。cos2 θ
是 Eµ ∼ 3GeV 附近的典型行为；能量更低时分布更陡，能量更高（Eµ ≫ E∗

π）时反而接近

sec θ（上一小节的 cos θ 效应占优）[16]。所以“n”与探测器的能量阈值有关，这正是实验题
（第 11 节）要测的量。

7.5 能谱

本讲需要在 1 GeV 到几 TeV 的整个范围内使用海平面 µ 子谱。我们采用 Reyna 对多组实验
数据的拟合 [23]：先给出竖直方向的微分强度

Iv(p) = c1 p
−(c2+c3 lg p+c4 lg2 p+c5 lg3 p), (7.7)

lg 表示以 10 为底的对数，p 以 GeV/c 计，Iv 以 cm−2s−1sr−1(GeV/c)−1 计，c1 = 0.00253，c2 =

0.2455，c3 = 1.288，c4 = −0.2555，c5 = 0.0209；再用经验标度关系推到任意天顶角：

I(p, θ) = cos3 θ Iv(p cos θ). (7.8)
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适用范围 p > 1GeV/c、p < 2000/ cos θ GeV/c。这是对数据的经验拟合，没有简单的理论推导，我
们把它当作“测得的谱”使用。

检验：与 PDG 数据核对

对式 (7.7) 从 1GeV/c 积分到无穷，得竖直积分强度 70.2m−2 s−1 sr−1，与 PDG 的 ≈ 70 一

致（脚本 fig_spectrum.py 用 assert 核对）。与式 (7.5)（竖直）相比：100–300GeV/c 内两者
相差不到 13%，但 Gaisser 公式在更高能量处偏低，500GeV/c 处约低 20%，1TeV/c 处约低
30%（图 6a）。不同参数化在高能段的这种差别，就是火山成像（Emin 为几百 GeV）中谱形不
确定度的量级（第 8.5 节）。
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(b) 竖直积分谱与其对数斜率

I( > p)（左轴）
η = −dln I/dlnp（右轴） 0.0

0.5
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1.5
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2.5
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局部
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 η

p = 45：η ≈ 1.92

图 6 (a) 式 (7.7)–(7.8) 给出的海平面微分谱（乘以 p2.7 以压缩纵轴），三条曲线对应三个天顶角；虚线为
Gaisser 公式 (7.5)（只在 p ≳ 100GeV/c 有效）。(b) 竖直积分强度 I(> pmin)（蓝）及其局部对数斜率 η

（橙，右轴）。

定义：积分谱的局部斜率

η(p) ≡ −d ln I(> p)

d ln p . (7.9)

若 I(> p) ∝ p−η 是严格幂律，η 就是那个幂指数；对真实谱，η 随 p 缓慢变化。由图 6b：
p = 10GeV/c 时 η ≈ 1.4，45GeV/c 时 η ≈ 1.9，700GeV/c 时 η ≈ 2.3。η 将决定透射成像的

灵敏度。

7.6 大气中的能量损失与存活

整层大气的面密度 1033 g/cm2，按最小电离约 2MeVcm2/g 计，竖直穿过大气的 µ 子损失约

2GeV，这与 PDG 的说法一致 [16]。能量变化使式 (3.7) 中的衰变长度沿途变化，固有时要逐段
积分：

τ =

∫
mdx
p(x)

, P = e−τ/τµ . (7.10)

p(x) 由能损方程 dE/dx = −ρ(x) (dE/dX) 与 E2 = (pc)2 + (mc2)2 给出。
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检验：与 PDG 的例子核对

PDG写道：“能量 2.4GeV的 µ子衰变长度为 15 km，计入能量损失后缩短为 8.7 km”[16]。由
式 (3.7)，λd = (2.4/0.1057)× 658.6m× β = 14.9 km。本讲的脚本（atmos.py）从 15 km 高处
以 2.4GeV 出发，按标准大气和 PDG 空气能损表积分式 (7.10)，µ 子到达地面时剩 0.51GeV，
τ = 1.67τµ；定义“有效衰变长度”15 km/(τ/τµ) = 9.0 km，与 PDG 的 8.7 km 相差 3%。

7.7 Frisch–Smith 实验

Frisch 与 Smith 的实验设计很巧妙 [6]。探测器是一大块塑料闪烁体，上方放置吸收体。只有
那些恰好停在闪烁体里的 µ 子才被记录：µ 子进入闪烁体时发出一次闪光，停下来后衰变出的电

子发出第二次闪光，两次闪光的时间差就是这个 µ 子静止时的寿命样本。这一设计一举两得：

1. 能停在闪烁体里，意味着 µ 子在进入吸收体前的能量落在一个窄范围内，即选出了一个确定

的速度窗口（山顶处 0.9950c–0.9954c）；

2. 同一台仪器测出的衰变时间分布给出静止 µ 子的寿命，就是“µ 子钟”的定标。

在山顶每小时约记录 563 个，在高度低约 1.9 km 的海平面每小时约 412 个（据文献转述 [5]）。若
没有时间膨胀，µ 子从山顶飞到海平面用时 t ≈ 1.9 km/(0.995c) = 6.4µs，约 2.9 个寿命，海平面
只应剩 563× e−2.9 ≈ 30 个/小时（作者用实测衰变曲线算得约 27 个）。实测 412 个，意味着 µ 子

在这段路上只经历了约 0.7µs 的固有时，时间膨胀因子约 9。

还有一个细节：µ 子在 1.9 km 空气中损失几百 MeV，速度从 0.995c 降到约 0.988c，γ 从约

10 降到约 6.3，所以“膨胀因子”沿途变化。例题 1 将定量处理，并说明为什么海平面的吸收体必
须比山顶的薄。（据转述，Frisch 与 Smith 给出的海平面速度为 0.9881c–0.9897c、γ ≈ 6.8[5]，比
本讲按 PDG 空气能损与标准大气算出的 6.3 大约 8%。差别可能来自他们所用的能损数据或空气
柱面密度，原文正文未能核实。若取 γ2 = 6.8，固有时约减小 4%，有效时间膨胀因子正好是他们
给出的 8.4。）

交互演示：µ 子从产生高度竖直下落。调节产生高度与地面能量，比较“无时间膨胀”“时间膨胀、能量
不变”“时间膨胀 + 能损”三种情况下存活比例随高度的变化；也可切换为 Frisch–Smith 模式（山
顶 1.91 km，v = 0.9952c），读出海平面的期望计数率。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 muon-decay）。

8 透射成像

8.1 测量量：沿视线的不透明度

定义：径迹探测器

能测出带电粒子穿过位置的探测平面叫位置灵敏探测器；两层以上这样的平面上下排列，由各

层的击中点连线得到粒子方向，整套装置叫径迹探测器（或“望远镜”）。只有在很短时间窗口

内各层同时有信号才记为一个事例，叫符合，用以排除噪声。径迹方向常用它在两个竖直平面

（东西、南北）上投影的倾角正切表示：若方向单位矢量为 n̂ = (nx, ny, nz)（x 向东、y 向北、
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z 向上），则 tan θx = nx/nz，tan θy = ny/nz（附录 D）。本讲提到的几种：

• 塑料闪烁体：带电粒子穿过时发出微弱荧光，由光电倍增管或硅光电倍增器（MPPC）转
为电信号。KEK径迹仪由宽 1 cm的闪烁体条排成两层正交阵列，读出条号即得坐标 [9]。

• 核乳胶：特制的厚层照相乳胶，带电粒子穿过处的溴化银晶粒在显影后变黑，用自动显
微镜扫描可重建三维径迹，角精度可达几 mrad。它不耗电，但只能累计一段时间后取回
显影，没有时间信息 [9]。

• 气体探测器（如 Micromegas）：粒子使气体电离，电离电子在强电场中雪崩放大后被细
读出条收集，给出坐标 [9]。1960 年代 Alvarez 使用的火花室也是一种气体探测器：粒子
经过后加高压，沿电离径迹打出可见的火花。

把能测出 µ 子入射方向的探测器（径迹探测器）放在待测物体下方或内部。对方向 (θ, φ) 附

近的一个小立体角 ∆Ω，曝光时间 T 内的期望计数为

µN = Φ
(
X(θ, φ), θ

)
Seff ∆ΩT,

Φ(X, θ) ≡ I
(
> Emin(X), θ

)
, (8.1)

其中 X(θ, φ) =
∫
ρdl 沿这条视线从探测器积分到物体表面，Seff 是探测器对该方向的有效面积

（平板探测器为 S cos θd，θd 是视线与探测器法线的夹角），Emin 由式 (4.8) 给出。测出 µN 的估计

值 N，反解出 X，再除以由几何测量得到的路径长度 L，就得到这条视线上的平均密度 ρ̄ = X/L。

一张“µ 子照片”的每个像素就是一条视线上的 X 或 ρ̄（图 7）。

定义：接收度

探测器对某个方向范围的接收度定义为 G =
∫
Seff(θ, φ) dΩ，单位 m2 sr，即“有效面积 × 立

体角”。若强度在该范围内近似不变，计数 = I ×G× T。式 (8.1) 中的 Seff∆Ω 就是小立体角

∆Ω 的接收度。

8.2 透射强度对不透明度的灵敏度

推导：对数灵敏度

由链式法则，
d lnΦ
d lnX =

d ln I(> E)

d lnE

∣∣∣∣
E=Emin

· d lnEmin
d lnX .

第一个因子是 −η(Emin)（式 (7.9)，在 E ≫ mc2 时不区分 E 与 pc）。第二个因子由式 (4.8)
求导：

d lnEmin
d lnX =

X

Emin

dEmin
dX =

X · a ebX
(a/b)(ebX − 1)

=
bX ebX
ebX − 1

≡ g(bX).
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不透明度 X = ∫ρdl
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参照视线（同样天顶角）

图 7 透射成像原理示意。金字塔外形按真实尺寸（底宽 230m，高 139m）；探测器在王后墓室高度（21m），
空腔位置与大小仅为示意。两条视线天顶角相同（28◦），从探测器到表面的总长都约 81m；红色视线其中
约 7m 在空腔中，岩石长约 74m，不透明度较小，µ 子计数更多。图中尺寸只是示意，与第 8.3 节所取的
θ = 29◦、L = 90m 不同。

于是

η′ ≡ − d lnΦ
d lnX

= η(Emin) g(bX),

g(u) =
u eu
eu − 1

= 1 +
u

2
+O

(
u2

)
. (8.2)

要点：灵敏度的含义

不透明度相对变化 δX/X 引起透射强度相对变化 δΦ/Φ ≈ −η′ δX/X。金字塔（X ≈ 2 ×
104 g/cm2，η ≈ 1.9，bX = 0.08）：η′ ≈ 2.0；火山（近水平视线 θ ≈ 80◦，X ≈ 1.25×105 g/cm2，

bX = 0.5，该天顶角下 η ≈ 2.0，g = 1.27）：η′ ≈ 2.5。（若误用竖直谱的斜率，Emin ≈ 360GeV
处 η = 2.27，会得到 η′ ≈ 2.9。）反过来，用 N 个计数测定的平均密度的统计精度为

δρ̄

ρ̄
=
δX

X
=

1

η′
δN

N
=

1

η′
√
N
. (8.3)

因为 η′ ≈ 2，测 1% 的密度只需要约 2500 个计数。
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8.3 空腔造成的超额

推导：超额与空腔长度

设视线上岩石密度均匀为 ρ，总长 L，其中一段长 ℓ 是空腔（充满空气，密度可忽略）。不透明

度从 X = ρL 变为 X ′ = ρ(L− ℓ) = X(1− ℓ/L)。相对计数超额定义为

ε ≡ Φ(X ′)− Φ(X)

Φ(X)
.

若 ℓ≪ L，对 lnΦ 在 lnX 处作一阶泰勒展开：

lnΦ(X ′)− lnΦ(X)

≈ −η′ [lnX ′ − lnX]

= −η′ ln(1− ℓ/L) ≈ η′ℓ/L.

于是

ε ≈ η′
ℓ

L
(ℓ≪ L). (8.4)

保留的是 ℓ/L 的一阶项；略去的二阶项来自 ln(1− ℓ/L) 的展开、e(·) − 1 的展开和 η′ 随 X 的

变化；前两项使超额增大，第三项使之略减小（η′ 随 X 增大），合计使真实超额略大于一阶估

计。

检验：数值与文献对照

取王后墓室中的乳胶片看向大空洞的方向：天顶角约 29◦，岩石长度 L ≈ 90m（文献给出该视
场内岩石厚度 65–115m[9]），石灰岩 ρ = 2.2 g/cm3。X = 1.98× 104 g/cm2，Emin = 45GeV，
在 θ = 29◦ 的谱上 η = 1.88，η′ = 1.96。

• ℓ = 3m：式 (8.4) 给出 6.5%，用完整谱精确计算为 6.8%；

• ℓ = 5m：10.9%，精确 11.8%。

KEK 径迹仪在不同切片中测得的超额为 5.2%–11%[9]，按式 (8.4) 相当于视线穿过约 2.5–5m
的空腔，与“截面与大走廊相当”的描述相容。

交互演示：透射强度随不透明度变化。滑块选择天顶角、岩石密度与长度、空腔长度，图中给出 Emin(X)、
透射强度 Φ(X) 曲线，并标出空腔造成的超额 ε 与一阶近似 η′ℓ/L 的对比。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 muon-opacity）。

8.4 统计：需要多少 µ 子

推导：显著性与曝光时间

记“无空腔”时窗口内的期望计数为 µ0，有空腔时为 (1 + ε)µ0。按式 (5.2)，期望的显著性

nσ =
(1 + ε)µ0 − µ0√

µ0
= ε

√
µ0. (8.5)
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要达到 nσ，需要 µ0 = (nσ/ε)
2 个本底计数；结合式 (8.1)，曝光时间

T =
(nσ/ε)

2

ΦSeff ∆Ω
. (8.6)

超额减半，所需时间变为 4 倍；这是计数实验的“平方律”。地球物理中评估 µ 子成像可行性

时用的正是这一类估计 [24]。

检验：核算 ScanPyramids 的 13.7σ

名古屋大学的乳胶片有效面积 0.45m2，在位置 NE1 曝光 98 天 [9]。取分析窗口 ∆(tan θx) =
0.05、0.4 ≤ tan θy < 0.7（tan θy 的范围是文献中用于展示超额的切片，tan θx 的窗宽为本讲的
假设），由附录 D 的式 (D.1)，

∆Ω = 0.05× 0.3× (1 + 0.552)−3/2

= 0.0101 sr.

乳胶片平放，Seff = 0.45 cos 29◦ = 0.39m2。由上一小节，Φ = I(> 45GeV, 29◦) =

0.68m−2 s−1 sr−1。于是每天 µ0 = 0.68 × 0.39 × 0.0101 × 86400 = 234 个，98 天 2.3 × 104

个。取 ε = 8%：nσ = 0.08×
√
2.3× 104 = 12.1。文献报告 13.7σ[9]。考虑到我们对窗口、岩石

厚度和超额都只取了代表值，这个一致程度说明式 (8.5) 抓住了问题的主要部分。达到 5σ 只
需 (5/0.08)2/234 ≈ 17 天。

注：为什么把探测器放进金字塔里

探测器若放在金字塔外面（如 CEA 的望远镜在北面外侧），看向空洞的视线要穿过更多石头，
Φ 迅速下降：X 增大一倍，Φ 约降为 2−2 = 1/4（η′ ≈ 2）。同时 ℓ/L 变小，超额也降低。CEA
用两台望远镜各两个月得到合并 5.8σ[9]，正反映了这一点。
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98 天：12.1σ（估算）文献：13.7σ
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图 8 (a) 以上述乳胶片参数估算的显著性随曝光时间的增长（ε = 8%），三条曲线对应不同的、与统计无关
的系统误差 σsys；点线为天花板 ε/σsys（式 (8.7)）。(b) 分析窗口宽度 ∆ 与空腔角宽 w 之比对显著性的影
响（例题 2 第 (4) 问），σr 为探测器角分辨。
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交互演示：模拟金字塔内探测器的 µ 子成像：按式 (8.1) 对每个方向像素用泊松分布抽样累积计数，显
示“数据/无空腔模型”的比值图；随曝光天数增加，空腔逐渐从噪声中浮现。可把相邻像素合并显示
（体会第 8.4 节“分析窗口”的取舍），读数给出空腔窗口（取所有被空腔遮挡的像素之和，与上面检验
框中 0.05× 0.3 的窗口不同，所以超额与显著性数值也不同）的超额与显著性 nσ，并可与 ε

√
µ0 的预

期比较。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 muon-imaging）。

8.5 系统误差与本底

推导：系统误差设定的天花板

若“无空腔”期望 µ0 本身有相对系统误差 σsys（岩石密度与几何的不确定、谱的形状误差、探

测效率的不均匀等），它与泊松涨落独立，方差相加：σ2 = µ0 + σ2sysµ
2
0。于是

nσ =
ε µ0√

µ0 + σ2sysµ
2
0

=
ε√

1/µ0 + σ2sys

µ0→∞−−−−−→ ε

σsys
. (8.7)

无论曝光多久，显著性都不会超过 ε/σsys。ε = 8%、σsys = 2% 时上限只有 4σ（图 8a）。

实际分析靠两个办法压低 σsys：(i) 用物体内没有目标的区域对模拟做归一化，让谱的整体幅
度、探测效率等大尺度误差相消（谱的整体幅度本身就有 10%–15%的不确定 [16]）。但谱的形状误
差不能这样消去：火山成像的 Emin 在几百 GeV，那里不同参数化相差 20%–30%（第 7.5 节），由
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式 (8.3)相当于密度的系统误差 8%–12%，必须用同一探测器在开阔天空方向实测谱来标定；(ii)寻
找的是局部的鼓包，与相邻方向比较，只有在小角度尺度上起伏的误差才进入 σsys。ScanPyramids
估计石块尺度（约 1m）的表面起伏造成的相对误差小于 2%[9]。

注：本底与分辨

• 假信号本底：低能电子、质子、被散射偏转的 µ 子，甚至从背后入射被误判方向的粒子，

会混入“穿过岩石”的计数。它们与岩石厚度无关，使厚岩石方向的计数偏高，因而把密

度测低（例题 4）。火山观测常在探测平面之间夹铅板以吸收低能粒子 [11]。

• 岩石中的多次散射：若按入射能量 45GeV 计算，穿过 90m 石灰岩（约 750 个辐射长度，
已超出式 (6.5) 的适用范围，只作量级估计）投影角的高斯宽度 ψ0 ≈ 10mrad（相应地
|ψx| 的中位数只有 0.67ψ0 ≈ 7mrad）。但能透射过来的 µ 子在路径末端——恰好是“空

腔到探测器”这一段——能量最低，而散射正比于
∫
dX/(pc)2，主要发生在末段。按透

射谱抽样、计入沿途能损（脚本 rock_ms.py）：每个 µ 子的 ψ0 的中位数约 14mrad，比
按入射能量算的 10mrad大；|ψx|的中位数约 8mrad（45m外约 0.4m）。约 1/5的 µ子

出射能量低于 5GeV，散射大得多，10% 的 µ 子偏角超过约 40mrad（45m 外约 1.8m）。
所以空腔的像有一个清晰的核心和一圈 1–2m 的晕；ScanPyramids 的模拟必须计入散
射，原因正在于此。

图 9 2023 年 ScanPyramids 对北面走廊（NFC）的核乳胶观测（位置 EM1）。左：实测 µ 子通量的角分布
（横、纵轴为 tan θx、tan θy，色标单位：径迹/(cm2·天·sr)）；中：三维模型；右：数据与“无走廊”模拟之
比，箭头处的红色区域即走廊造成的超额，可达 20% 以上。 （图源：S. Procureur et al., Nat. Commun. 14,
1144 (2023), Fig. 3b（EM1 一行的前三幅，经裁剪），CC BY 4.0，https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/）

9 散射成像

9.1 原理

透射成像只对“挡住了多少 µ 子”敏感，适合几十米到几千米的大物体。对集装箱这样只有

几米大、但可能藏着几厘米重金属的物体，大部分 µ 子都能穿过，透射几乎不变；有用的信息在

偏折里。在物体上方和下方各放一组径迹探测器，测出每个 µ 子的入射方向与出射方向，两者之
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差就是散射角 (ψx, ψy)；把入射与出射径迹外推，求两条直线的最近点，可以估计散射主要发生在

哪里（“最近点法”）。对很多 µ 子统计，就得到“散射强度”的三维分布。

由式 (6.5)，散射角的宽度由 x/X0决定，而X0随原子序数急剧下降（式 (6.3)中的 Z(Z+1)/A）。

表 2 列出几种材料的数值。

表 2 10 cm 厚的几种材料（水取 1m）对 p = 3GeV/c 的 µ 子的投影散射角宽度（式 (6.5)）

材料 X0/cm 厚度/cm x/X0 ψ0/mrad

水 36.1 100 2.77 7.8
铁 1.76 10 5.69 11.5
铅 0.561 10 17.8 21.2
铀 0.317 10 31.6 28.8

9.2 动量未知的代价

宇宙线 µ 子的动量分布很宽，而简单的径迹探测器不测动量。每个 µ 子的散射角来自宽度

ψ0(p) ∝ 1/(βp) 的高斯分布，p 因 µ 子而异，所以实测分布是许多不同宽度的高斯分布的混合。

推导：混合分布的均方与峰度

对给定的 p，
〈
ψ2
x | p

〉
= ψ0(p)

2。对 p 的分布求平均（忽略 Highland 公式中对数项随 p 的缓慢

变化）： 〈
ψ2
x

〉
= ψ0(pref)

2 (βp)2ref

×
〈

1

(βp)2

〉
≡ ψ0(pref)

2 (βp)
2
ref

p2eff
,

peff ≡
〈
(βp)−2

〉−1/2
. (9.1)

高斯分布的四阶矩为 3σ4，所以混合后
〈
ψ4
x

〉
= 3

〈
ψ4
0

〉
，峰度比 κ = 3

〈
(βp)−4

〉
/
〈
(βp)−2

〉2 ≥ 3

（附录 C）。

假设：海平面动量分布模型

p > 1GeV/c 用式 (7.7) 的竖直谱；p < 1GeV/c 取平坦谱（PDG：“1GeV 以下谱几乎平坦”
[16]）。这是一个模型假设。

要点：截断由被测物体决定

只有穿透整个物体（以及下方探测器中的吸收层）的 µ 子才会被下方径迹探测器记录，所以被

记录的 µ 子谱在某个截断动量 pc 以下为零。pc 由沿途的总能损决定：物体越厚、越重，pc 越

高；同一台装置看“铀块”和“铅块”时截断不同（例题 3）。peff 与 κ 对 pc 很敏感（表 3，按
入射动量计算、不计物体内的减速）：
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表 3 入射动量谱在截断 pc 以上部分的有效动量 peff =
〈
(βp)−2

〉−1/2 与峰度比 κ（脚本 scatter_model.py）

pc/(GeV/c) 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 1.0

peff/(GeV/c) 1.07 1.26 1.43 1.59 1.74 1.89 2.18
κ 15.9 12.4 10.5 9.28 8.46 7.87 7.09

以 pc = 0.5GeV/c 为例：peff = 1.43GeV/c，κ = 10.5。不测动量时，实测均方根散射角约为

“3GeV/c 单一动量”值的 3/1.43 = 2.1 倍，分布有很长的尾巴（图 10b）。µ 子在物体内减速会使
最慢的那部分散射得更厉害，实际的 κ 还要更大；单次大角散射（Highland 公式只描述中央 98%）
也会进一步加长尾巴。

−150 −100 −50 0 50 100 150
投影散射角 ψx / mrad

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

概率
密度

 / m
rad

−1

(a) 单一动量 p = 3 GeV/c

水 1 m：ψ0 = 7.8 mrad
铁 10 cm：ψ0 = 11.5 mrad

铅 10 cm：ψ0 = 21.2 mrad
铀 10 cm：ψ0 = 28.8 mrad

−150 −100 −50 0 50 100 150
投影散射角 ψx / mrad

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100
(b) 海平面动量谱（蒙特卡罗）

水 1 m：rms 16 mrad
铁 10 cm：rms 24 mrad

铅 10 cm：rms 45 mrad
铀 10 cm：rms 61 mrad

图 10 投影散射角分布。(a) 单一动量 3GeV/c，按 Highland 公式的高斯分布；(b) 按上述海平面动量模型
（截断 pc = 0.5GeV/c，不计减速）抽样 4× 105 个 µ 子（蒙特卡罗），分布中心尖、尾巴长，峰度比约 10.5。
脚本核对了 (a) 中铀与铅 ψ2

0 之比等于辐射长度之比乘以对数修正。

9.3 所需 µ 子数

推导：两个投影角并不独立

每个 µ 子测得两个投影角 ψx, ψy。给定动量 p 时，二者是宽度同为 σ(p) = ψ0(p) 的独立高

斯变量；但 p 未知且对两者相同：动量小的 µ 子两个投影都大，动量大的两个都小。所以

ψ2
x 与 ψ2

y 正相关，不能当作 2N 个独立样本。正确的做法是把每个 µ 子当作一个样本，取

mi =
1
2(ψ

2
x,i+ψ2

y,i)，N 个 µ 子的 mi 相互独立。先对给定 p 求条件矩，再对 p 平均（附录 C）：

⟨m⟩ =
〈
σ2

〉
,〈

m2
〉
= 1

4

〈
3σ4 + 2σ4 + 3σ4

〉
= 2

〈
σ4

〉
,

Varm
⟨m⟩2

=
2
〈
σ4

〉
−
〈
σ2

〉2
⟨σ2⟩2

=
2κ

3
− 1. (9.2)
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单一动量时 κ = 3，结果为 1，与“2N 个独立高斯样本”的
√
2/(2N)一致；κ = 10.5时为 6.0，

而错误地把两投影当独立样本会得到 (κ−1)/2 = 4.75，低估 26%。蒙特卡罗（ex3_numbers.py，
按例题 3 中铅假设的截断抽样，κ = 10.0；每组 300 个 µ 子、重复 2× 104 组）测得的相对误

差与式 (9.2) 相符到 0.1%。

推导：区分两种材料

设两个假设（如“铀块”与“铅块”）预言的均方投影角为Q1 > Q2，比值R = Q1/Q2。由式 (9.2)，N
个 µ子的均方估计 m̄的相对误差为

√
(2κ/3− 1)/N。要求两种预言之差 Q1−Q2 = (R−1)Q2

达到 nσ 个标准差：

(R− 1) ≥ nσ

√
2κ/3− 1

N

⇒ N ≥
(2κ
3

− 1
)( nσ

R− 1

)2
. (9.3)

这里用了一个近似：误差按假设 2 的预言 Q2 与峰度计算。例题 3 把能损截断、两投影相
关、“走满厚度”的接收度都计入后，区分 10 cm 铀块与铅块（nσ = 5）需要约 700 个 µ 子、约半

小时；计入物体内减速的完整数值模型给出约 20–90 分钟（取决于下方是否有剔除慢 µ 子的吸收

层，也与块体在货物中的竖直位置有关）。实际系统常同时粗测 µ 子动量（例如利用探测器自身各

层中的散射），把慢 µ 子单独处理，以缩短时间。

交互演示：与例题 3 相同的简化模型：µ 子竖直穿过货物与箱壁（公共 x/X0 与能损可调，默认值即
例题 3 的 2.84 与 305MeV）和块体。选择“材料”与“对照材料”（水、铝、铁、铅、钨、铀）、块体
厚度与动量模式（单一动量或入射谱）；两种假设各自由能损算出截断，所以记录到的不是同一批 µ 子。
演示实时抽样并累积投影散射角直方图，读数给出两种假设的截断与预言均方根、对照假设的峰度 κ2、
比值 R、按式 (9.2)–(9.3) 所需的 µ 子数（默认设置下约 750 个；与例题 3 的约 700 个的差别来自
演示对每个 µ 子按其自身动量计算 Highland 公式中的对数项与 β，而例题按 3GeV/c 计算后整体换
算），以及当前样本已达到的显著性。不计物体内的减速。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 muon-scatter）。

10 决赛风格例题

例题 1：重做 Frisch–Smith 实验

山顶探测器比海平面探测器高 h = 1.91 km。山顶选出的 µ子速度取 v1 = 0.9952c。山顶计数率

N1 = 563个/小时，海平面计数率 N2 = 412个/小时。已知 τµ = 2.197µs，mµc
2 = 105.66MeV；

两探测器之间的竖直空气柱面密度 ∆X = 213.5 g/cm2；在 βγ ≈ 6–10 时，µ 子在空气中的能
损取常数 aair = 1.95MeVcm2/g，在铁中取 aFe = 1.54MeVcm2/g；铁的密度 7.87 g/cm3。

1. 若没有时间膨胀，海平面每小时应有多少个？

2. 若有时间膨胀但忽略能量损失，海平面每小时应有多少个？

3. 计入能量损失。(a) 求 µ 子到达海平面时的 γ2 与速度。(b) 把空气密度视为均匀，证明
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µ 子飞行的固有时与实验室时间分别为

τ =
arcosh γ1 − arcosh γ2

kc
,

t =

√
γ21 − 1−

√
γ22 − 1

kc
,

k ≡ γ1 − γ2
h

.

（arcoshx = ln(x+
√
x2 − 1)。）(c) 求预期计数率与“有效时间膨胀因子”t/τ。

4. 由实测计数率反推时间膨胀因子。若山顶与海平面各计数 1 小时，统计误差多大？要使
时间膨胀因子的统计误差降到 10%，两地各需计数多久？

5. 海平面探测器上方的吸收体若与山顶相同，选出的是不是“同一批 µ 子”？若要选出在山

顶速度为 v1 的那批 µ 子，海平面的铁吸收体应比山顶薄多少？

6. 在 µ 子的瞬时静止参考系中，它能“活着”到达海平面的原因是迎面而来的大气层被洛

伦兹收缩。写出该参考系中“收缩后的空气层逐段掠过 µ 子所需时间”的积分，证明它

等于第 (3)(b) 问的 τ。

解答

(1) 实验室飞行时间

t0 = h/v1

= 1910 m/(0.9952× 2.998× 108 m/s)

= 6.40 µs = 2.91τµ.

由式 (3.6)（此时固有时等于实验室时），N1e−2.91 = 563 × 0.0543 = 31 个/小时（作者按实测
衰变曲线算得 27 个，差别来自衰变时间分布的细节）。
(2) γ1 = 1/

√
1− 0.99522 = 10.22，固有时 τ = t0/γ1 = 0.627µs，预期 563 e−0.627/2.197 = 423

个/小时。
(3)(a) 能量 E = γmµc

2。穿过 ∆X 损失 aair∆X = 1.95 × 213.5 MeV = 416MeV，故 γ2 =

γ1 − 416/105.66 = 10.22− 3.94 = 6.28，v2 = c
√
1− 1/γ22 = 0.9872c。（用 PDG 空气能损表与

标准大气数值积分得 γ2 = 6.27。）

(b) 能损率均匀、密度均匀时，γ 随路程线性减小：γ(x) = γ1 − kx。由式 (3.5)，dτ =

dx/(c
√
γ2 − 1)（用了 βγ =

√
γ2 − 1）。换元 dx = −dγ/k：

τ =
1

kc

∫ γ1

γ2

dγ√
γ2 − 1

=
arcosh γ1 − arcosh γ2

kc
.

实验室时间 dt = dx/v = dx γ/(c
√
γ2 − 1)，同样换元：t = 1

kc

∫ γ1
γ2

γ dγ√
γ2−1

=

√
γ21−1−

√
γ22−1

kc 。
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(c)

kc = 3.94× 2.998× 108 m/s/1910 m

= 6.18× 105 s−1,

即 1/(kc) = 1.617µs。arcoshx = ln(x+
√
x2 − 1)：arcosh 10.22 = 3.015，arcosh 6.28 = 2.524。

于是 τ = 0.491 × 1.617µs = 0.794µs，t = (10.17 − 6.20) × 1.617µs = 6.42µs。预期计数
563 e−0.794/2.197 = 392 个/小时；有效时间膨胀因子 t/τ = 8.1，介于 γ1 = 10.2 与 γ2 = 6.3 之

间（Frisch与 Smith给出 8.4±2[6]）。按标准大气（密度随高度变化）数值积分得 τ = 0.791µs、
393 个/小时：密度不均匀只改变 γ 随 x 变化的快慢分布，对固有时影响很小。检验：γ2 → γ1

（k → 0）时，

τ → (γ1 − γ2)/(kc
√
γ21 − 1)

= h/(cβ1γ1)

= t0/γ1,

回到第 (2) 问。
(4) 由 N2 = N1e−τ/τµ，

τ = τµ ln(N1/N2)

= 2.197× ln(563/412) µs

= 0.686 µs,

时间膨胀因子 t/τ = 6.42/0.686 = 9.4。两个计数独立，ln(N1/N2) 的方差为 1/N1 + 1/N2

（δ lnN = δN/N = 1/
√
N），故 σ[ln(N1/N2)] =

√
1/563 + 1/412 = 0.0648，相对误差

0.0648/0.312 = 21%：9.4± 1.9，与 (3) 的 8.1 相差 0.7σ。各计数 Th 小时，相对误差按 1/
√
Th

下降，要降到 10% 需 Th = (0.21/0.10)2 ≈ 4.3 小时。

(5)不是。吸收体相同时，海平面选出的是“到达海平面时”速度为 v1 的 µ子，它们在山顶时能

量更高，是另一批粒子，其在山顶的计数率并不是 563。要选出同一批，海平面的吸收体要“少
吃掉”空气已经吃掉的那部分能量，即 416MeV：铁的面密度应减少 ∆XFe = 416/1.54 g/cm2 =

270 g/cm2，即约 34 cm 铁（用 PDG 铁的 CSDA 射程表计算两能量的射程差，得 270 g/cm2）。

这一步是“比较同一批粒子的存活率”的关键，也说明为什么不能简单比较两地的全部 µ 子计

数：全部 µ 子的能谱在两地不同。

(6) 取 µ 子在某一时刻的瞬时静止系（速度 v(x) 处的惯性系）。在这个参考系中，大气以

速度 v 迎面而来；地面系中长 dx 的一段空气，在 µ 子系中被收缩为 dx/γ，它以速度 v 掠

过 µ 子所需的时间为 (dx/γ)/v = dx/(γv)——这正是式 (3.5) 中的 dτ。对整段路程求和，∫
dx/(γv) =

∫
dx/(c

√
γ2 − 1)，与第 (3)(b) 问完全相同。µ 子按自己的寿命 τµ 衰变，但它需

要“经历”的时间只有 τ ≈ 0.79µs。两种参考系的描述给出同一个可观测量（到达海平面的数
目）。
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例题 2：金字塔里的空洞是水平的还是倾斜的

探测器位于胡夫金字塔中轴上、高出地面 21m 处（王后墓室高度）；金字塔看作底宽 230m、
高 139m 的正四棱锥，石灰岩 ρ = 2.2 g/cm3。在探测器北上方有一个空洞，可以看作厚度为

tv（垂直于空洞自身平面量）、范围足够大的“板”，板面与水平面成 α 角（α > 0 表示向北升

高，α < 0 表示向南升高，大走廊对应 α ≈ −26◦）。只考虑南北竖直平面内、天顶角为 θ（向

北）的视线。在 θ ≈ 20◦–35◦ 内取 η′ = 1.96。

1. 证明视线穿过空洞的长度为 ℓ = tv/ cos(θ + α)，视线方向的岩石总长为 L(θ) = (Hp −
z0)/(cos θ + 2Hp

Bp
sin θ)（Hp、Bp 为金字塔高与底宽，z0 为探测器高度）。

2. 两个方向测得的超额为 ε(20◦) = (6.0± 0.3)%，ε(35◦) = (7.7± 0.35)%。“水平”（α = 0）

与“平行于大走廊”（α = −26◦）两种假设各预言比值 ε(35◦)/ε(20◦) 为多少？数据更支

持哪一种，可信度有多高？由数据求 tv，并说明两个方向给出的 tv 是否自洽可以作为另

一种检验。

3. 某一分析窗口内“无空洞”的期望计数为每天 234 个，空洞造成的超额 ε = 9.3%。求只
计统计误差时达到 5σ 的天数；若“无空洞”预言有 1% 或 2% 的不相关系统误差，结果
如何？

4. 空洞在 tan θx 方向的角宽为 w（顶帽形）。分析窗口宽 ∆ 取多大时显著性最大？若探测

器角分辨不可忽略，最优窗口变宽还是变窄？

5. 两台探测器在东西方向相距 bd = 10.3m（东边的 A 位于大走廊轴线以东 5.8m，西边的
B 位于以西 4.5m）。设它们测得的超额中心分别位于 tan θx = −0.130 和 +0.100（向东

为正），每个读数的不确定度为 ±0.0125。求空洞中心高出探测器多少、在东西方向的位

置，以及高度的误差。

解答

(1) 取南北竖直平面内的坐标（北为正、向上为正）。视线方向 û = (sin θ, cos θ)。向北升高 α

的板，其法线向南倾 α：n̂ = (− sinα, cosα)。穿过厚度 tv 的板，沿视线走过的长度 ℓ 满足

ℓ (û · n̂) = tv，而 û · n̂ = cos θ cosα− sin θ sinα = cos(θ + α)，所以 ℓ = tv/ cos(θ + α)。检验：

α = 0 时 ℓ = tv/ cos θ（斜穿水平板）；视线与板面平行（θ+ α = 90◦）时 ℓ→ ∞。北坡面方程
为 z = Hp − (2Hp/Bp)y；视线上的点 (y, z) = (t sin θ, z0 + t cos θ)，代入解出 t = L(θ) 即得

所给公式。数值：

L(20◦) = 118/(0.940 + 1.209× 0.342)

= 87.2 m,

L(35◦) = 78.0m。
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(2) 由式 (8.4)，ε ≈ η′ℓ/L = η′tv/[L cos(θ + α)]，比值中 η′ 与 tv 消去：

ε(35◦)

ε(20◦)

=
L(20◦)

L(35◦)
· cos(20

◦ + α)

cos(35◦ + α)

=

1.118× 1.147 = 1.28, α = 0,

1.118× 1.007 = 1.13, α = −26◦.

实 测 比 值 7.7/6.0 = 1.283， 误 差 （两 个 独 立 相 对 误 差 平 方 相 加）

1.283
√

(0.3/6.0)2 + (0.35/7.7)2 = 0.087。它与“水平”假设完全一致，与“平行于大走

廊”相差 (1.283 − 1.126)/0.087 = 1.8σ——倾向于水平，但还不足以排除倾斜。由 ε(20◦) 求

tv：水平假设

tv = εL cos θ/η′

= 0.060× 87.2× 0.940/1.96

= 2.5 m,

由 35◦ 方向同样得 2.5m，自洽；倾斜假设由两个方向分别得 2.7 与 3.0m，相差约 1.9σ（与比

值检验基本是同一信息）。2017 年的数据不能区分这两种几何（图 1 中红、绿两种阴影），原
因正在于此：两种假设预言的超额剖面差别只有十几个百分点，需要每个方向都有百分之几以

下的统计精度。

(3) 由式 (8.5)，只计统计：µ0 = (5/0.093)2 = 2.9× 103，需 2.9× 103/234 = 12 天。由式 (8.7)，
1/µ0 = (ε/5)2 − σ2sys。σsys = 1%：1/µ0 = 3.46× 10−4 − 1.0× 10−4，µ0 = 4.1× 103，需 17 天；
σsys = 2%：(ε/5)2 = 3.46× 10−4 < 4× 10−4，天花板 ε/σsys = 4.6 < 5，再久也达不到 5σ，必
须压低系统误差（例如与相邻方向比较、用无目标区域归一化）。

(4) 设单位角宽内本底计数为 r。窗口 ∆ ≥ w 时，超额计数 εrw，本底 r∆，nσ = εrw/
√
r∆ ∝

∆−1/2；∆ ≤ w 时，超额 εr∆，nσ = ε
√
r∆ ∝ ∆1/2。所以 ∆ = w 最优，nmax

σ = ε
√
rw：窗口

过宽，信号被稀释；过窄，丢掉信号。角分辨 σr 使空腔像被抹宽，信号溢出到窗口外，最优

窗口变宽：σr = 0.3w 时最优 ∆ ≈ 1.23w，最大显著性降为 0.77 倍（图 8b，数值计算）。
(5) 设空腔中心在 A、B 上方高度 z 处，东西坐标为 xc（以大走廊轴线为原点，向东为正）。A
在 x = +5.8，B 在 x = −4.5：

xc − 5.8

z
= −0.130,

xc + 4.5

z
= +0.100.

两式相减：10.3/z = 0.230，z = 44.8m；代回得 xc = 5.8− 0.130× 44.8 = −0.02m，即在大走
廊轴线正上方。高度误差：z = bd/∆t，∆t = tB − tA 的误差

√
2× 0.0125 = 0.0177，

δz = z δ(∆t)/∆t

= 44.8× 0.0177/0.230

= 3.4 m.

文献报告空腔中心距王后墓室地面 40–50m[9]（本题读数为设定值，用来说明三角测量的原理）。
基线越长、角分辨越好，定位越准。
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例题 3：集装箱里藏着铀还是铅

集装箱上下各有一组径迹探测器，测每个 µ 子的入射与出射方向（角分辨可忽略），不测动量。

下方探测器之下还有一块 10 cm 厚的钢板，只有穿透它的 µ 子才计入分析（用来剔除低能本

底）。箱内是 1m厚的“水等效”货物，箱壁上下合计 0.6 cm钢（钢均按铁计，密度 7.87 g/cm3）。

怀疑货物中藏有一块边长 10 cm 的立方体金属块（铀或铅），只考虑竖直穿过块体中部的 µ 子：

它们穿过 90 cm 水、10 cm 金属块与上下箱壁。已知 X0（cm）：水 36.1，铁 1.757，铅 0.561，
铀 0.317；密度：铀 18.95、铅 11.35 g/cm3；能损（MeV cm2/g，在相关能区取常数）：水 2.0，
铁 1.5，铀 1.15，铅 1.18。入射动量谱用第 9.2 节的模型，表 3 可线性插值。

1. 对 p = 3GeV/c 的 µ 子，分别求穿过“铀块路径”和“铅块路径”时的 ψ0。

2. 求两种假设下能被记录的 µ 子的最小入射动量 pc，进而求实测投影角均方根之比 R。为

什么 R 比第 (1) 问中单一动量的比值小？

3. 同一个 µ 子的 ψx 与 ψy 是否独立？求以 5σ 区分“铀”与“铅”所需的 µ 子数。

4. 只有从块体上表面进入、从下表面穿出的 µ子才走满 10 cm厚度。取天顶角 θ < 45◦、积分

强度 I(θ) = Jv cos2 θ，其中 Jv = 0.0083 cm−2 s−1 sr−1是第 9.2节谱模型中 p > 0.5GeV/c
的竖直积分强度，求这类 µ 子的计数率与所需时间。（提示：借用实验题第 (1) 问的接收
度公式。）

5. 多厚的铅块与 10 cm 的铀块散射相同？怎样打破这种“厚度–材料简并”？

6. 走私者用上下各 5 cm 厚的铅壳包住铀块以屏蔽其 γ 射线。这对“发现可疑重物”和“区

分铀与铅”分别有利还是不利？

解答

(1) 多层材料先把 x/X0 相加：公共部分 90/36.1 + 0.6/1.757 = 2.493 + 0.341 = 2.836；铀块

路径 2.836 + 31.58 = 34.42；铅块路径 2.836 + 17.82 = 20.65。β(3GeV/c) = 0.9994，前因子

13.6/(0.9994× 3000) = 4.536mrad。由式 (6.5)：

ψU
0 = 4.536

√
34.42 (1 + 0.038 ln 34.42) mrad

= 30.2 mrad, ψPb
0 = 23.0 mrad,

单一动量下的比值 (30.2/23.0)2 = 1.73。

(2) 被记录的 µ 子必须穿透全部材料与下方钢板。按题给能损，公共部分（90 g/cm2 水 +
4.7 g/cm2 箱壁）损失 180+7 = 187MeV；钢板 78.7 g/cm2 损失 118MeV；铀块 189.5×1.15 =

218MeV，铅块 113.5× 1.18 = 134MeV。所以入射动能至少为：铀 523MeV，铅 439MeV。换
成动量 pc =

√
(T +mµc2)2 − (mµc2)2/c：铀 0.62GeV/c，铅 0.53GeV/c。由表 3 线性插值：
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铀 peff ≈ 1.62GeV/c、κ ≈ 9.1；铅 peff ≈ 1.48GeV/c、κ ≈ 10.0。由式 (9.1)，均方根为

铀：30.2× 3.00

1.62
= 56 mrad,

铅：23.0× 3.00

1.48
= 46.5 mrad,

R =
( 56

46.5

)2
= 1.45.

R 比 1.73 小，是因为铅的能损小、截断低，“铅”假设下被记录的样本里含更多慢 µ 子，它们

散射大，部分抵消了铅辐射长度较长的效果。两个假设下记录到的不是同一批 µ 子，这一点不

能忽略。

(3) 不独立：ψx、ψy 共享同一个未知动量（第 9.3 节）。每个 µ 子的 m = 1
2(ψ

2
x + ψ2

y) 的相对

方差为 2κ/3− 1（式 (9.2)），按“铅”假设取 κ = 10.0，得 5.7。由式 (9.3)：

N ≥ 5.7×
( 5

0.45

)2
≈ 700.

若误把两投影当独立样本（因子 (κ− 1)/2 = 4.5），会低估为约 550。
(4) 实验题第 (1) 问的结果对任何两块相同的正方形平面都成立。这里两块“平面”就是块体
的上下表面，取 D = d = 10 cm，tan θ ≤ 1 正好满足 D tan θ ≤ d。计数率

Ṅ = Jvd
2

∫ π/4

0
cos2 θ · sin θ cos θ

×
(
2π − 8 tan θ + 2 tan2 θ

)
dθ.

三项积分分别为 ∫ π/4

0
cos3 θ sin θ dθ = (1− cos4 45◦)/4

= 0.1875,∫ π/4
0 sin2 θ cos2 θ dθ = π/32 = 0.0982，

∫ π/4
0 sin3 θ cos θ dθ = sin4 45◦/4 = 0.0625，括号积分为

2π × 0.1875− 8× 0.0982 + 2× 0.0625

= 0.518.

于是

Ṅ = 0.0083× 100× 0.518 s−1

= 0.43 s−1

= 26 个/分钟.

若把从上表面进入的 µ 子全算上（只积第一项），会得到 59 个/分钟——其中 56% 从侧面穿
出，没有走满厚度。所需时间 700/26 ≈ 27 分钟。（按截断严格说铅假设应取 p > 0.53GeV/c
的强度，比 Jv 小约 1%，可忽略。第 (1)–(3) 问都按竖直路径计算；走满厚度的 µ 子按接收度

加权，⟨sec θ⟩ = 1.09，块体中的路程、x/X0 与能损平均约大 9%，对 R 的影响很小，这里只

作估计。）
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(5) 散射只依赖 x/X0：xPb = 10 × 0.561/0.317 = 17.7 cm 的铅与 10 cm 铀一样。打破简并的
办法：(i) 用最近点法做三维成像，直接测出块体厚度（cm 级分辨即可区分 10 与 18 cm）；(ii)
比较不同入射角的 µ 子——斜穿时路径变长，按已知几何拟合可同时得到尺寸与 X0；(iii) 利
用能损：铀块使截断更高，被“吃掉”的 µ 子比例不同（第 (2) 问）。从 X0 再推 Z：铀 X0

（cm）比铅小 44%，而 Z 只差 12%，因为以 cm 计的 X0 还含密度（19.0 对 11.3 g/cm3）。

(6) 对“发现”有利：铅壳使穿过块体的 x/X0 再增加 2× 5/0.561 = 17.8，散射更强，可疑重

物更显眼。对“区分”不利：铅壳给两种假设加上同一个 x/X0，单一动量下 R 从 1.73 降到[
ψ0(34.42 + 17.8)/ψ0(20.65 + 17.8)

]2
= 1.39，所需 µ 子数增加约 (0.73/0.39)2 ≈ 3.5 倍；而且

“铅壳 + 铀”可被一块更大的纯铅冒充。所以实际检查先用散射找出“高 Z 重物”，再用其他

手段（几何成像、诱发裂变的中子或 γ 测量等）确认成分。

注：完整数值模型

上面的解答用入射动量计算 peff，没有计入 µ子在块体与货物中的减速。脚本 ex3_numbers.py
用 PDG 射程表逐层积分减速，并用 Highland 公式的逐层形式 ψ2

0 ∝
∫
dx/[X0(βpc)

2] 计算散

射。块体放在货物中部（上下各 45 cm 水）时，得到 R = 1.58，κPb = 12.4，N ≈ 540，约 21
分钟，与上面的估算（27 分钟）同量级。若去掉下方钢板，最慢的 µ 子也被记录，它们在路

径末端散射极大，κ 升到约 20，所需时间增到约 47 分钟。慢 µ 子的散射集中在路径末端，所

以结果还与块体的竖直位置有关（脚本 ex3_position.py）：块体在货物顶部、中部、底部时，
有钢板分别约为 19、21、25 分钟，无钢板约为 39、47、94 分钟。这说明剔除（或测出）慢 µ

子对散射成像很重要。

例题 4：火山的平均密度

探测器在火山脚下，视线仰角 10◦（天顶角 θ = 80◦），由地形图得这条视线在山体中的长度

L = 500m。探测器对该方向的有效“面积 ×立体角”为 Seff∆Ω = 1.0m2×4.0×10−3 sr，曝光
60 天，记录到 N = 260 个穿山 µ 子。在 θ = 80◦、E ≈ 350GeV 附近，I(> E) = I1(E/E1)

−η，

I1 = 1.176× 10−2m−2 s−1 sr−1，E1 = 350GeV，η = 1.99。能损参数同上。

1. 求视线上岩石的平均密度。

2. 求密度的统计误差。

3. 怀疑“穿山 µ 子”中混有与岩石厚度无关的本底（低能电子、被散射进来的 µ 子、从背

后入射被误判方向的粒子等），其强度 Φbg 未知。同一台探测器在同样的曝光中还记录

了另一条视线：天顶角也约 80◦，山体中长 LB = 1000m，计数 NB = 85（Seff∆Ω 相

同）。在 E ≈ 800GeV 附近 I(> E) = I2(E/E2)
−η2，I2 = 2.127 × 10−3m−2 s−1 sr−1，

E2 = 800GeV，η2 = 2.14。假设两条视线上岩石平均密度相同、单位立体角的本底强度相

同，求 ρ̄ 与 Φbg，以及 ρ̄ 的统计误差。与第 (1) 问比较，并推出“本底比例 f = Φbg/Φsig

造成的密度偏差”的一般公式。

4. 若火山口下方这条视线上有一段 50m 长的岩石（2.4 g/cm3）被平均密度 1.0 g/cm3 的含

气泡岩浆取代，计数率变化多少？若想在一周内以 3σ 看出这一变化，Seff∆Ω 至少要增

大多少倍？
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解答

(1) 透射强度

Φ = N/(Seff∆ΩT )

= 260/(1.0× 4.0× 10−3 × 5.184× 106 s)

= 1.254× 10−2 m−2s−1sr−1.

由 Φ = I1(Emin/E1)
−η：

Emin = 350× (1.254/1.176)−1/1.99 GeV

= 339 GeV.

由式 (4.8) 反解：

X =
1

b
ln(1 + bEmin/a)

=
ln(1 + 339/550)

4.0× 10−6 cm2/g

=
0.480

4.0× 10−6
g/cm2

= 1.200× 105 g/cm2.

平均密度

ρ̄ = X/L = 1.200× 105/(5.0× 104) g/cm3

= 2.40 g/cm3.

（用完整谱数值反演同样得 2.40。）
(2) bX = 0.480，g = 0.480 e0.480/(e0.480 − 1) = 1.257，η′ = 1.99 × 1.257 = 2.50。由式 (8.3)，
δρ̄/ρ̄ = 1/(2.50

√
260) = 2.5%，即 ρ̄ = (2.40± 0.06) g/cm3。注意 η′ 比金字塔大：辐射损失使

Emin 随 X 增长得比线性快，密度测量反而更灵敏。

(3) 两个观测量（NA = 260、NB = 85）、两个未知量（ρ̄、Φbg），可以解出。实测强度

ΦA = 1.254× 10−2、

ΦB = 85/(4.0× 10−3 × 5.184× 106)

= 4.10× 10−3 m−2s−1sr−1.

两式相减消去本底：

ΦA − ΦB = Φsig(ρ̄LA)− Φsig(ρ̄LB)

= 8.44× 10−3 m−2s−1sr−1,

右边是 ρ̄ 的单调减函数，试几个值（Emin 由式 (4.8)，强度由两段幂律）：

ρ̄ Emin,A/GeV Emin,B/GeV Φsig,A Φsig,B 差

2.40 339 886 12.54× 10−3 1.71× 10−3 10.84× 10−3

2.60 375 1006 10.25× 10−3 1.30× 10−3 8.95× 10−3

2.70 394 1070 9.31× 10−3 1.14× 10−3 8.16× 10−3
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线性插值得 ρ̄ = 2.66（精确求根 2.663，用完整谱 2.663），

Φbg = ΦB − Φsig,B

= 4.10× 10−3 − 1.20× 10−3

= 2.90× 10−3 m−2s−1sr−1,

占视线 A 真实透射强度的 30%。第 (1) 问忽略本底，密度偏低 0.26。误差：ΦA − ΦB 的统计

误差
√
NA +NB/(Seff∆ΩT ) = 0.90× 10−3，除以上表中“差”对 ρ̄ 的斜率（约 7.7× 10−3 每

g/cm3），得 δρ̄ ≈ 0.12，即 ρ̄ = (2.66±0.12) g/cm3。扣本底的代价是误差从 2.5%增大到 4.4%：
长视线 B 的计数主要用来测本底。这一解法依赖“两条视线密度相同”的假设；若不同，还需
要第三个观测量（例如探测器背向山体、朝向天空下方的方向，那里只有本底）。

一般地，实测 Φm = Φsig(1 + f)，lnΦ 偏高 ln(1 + f)，由 d lnΦ = −η′d lnX 得

δρ̄

ρ̄
≈ − ln(1 + f)

η′
= − ln 1.30

2.50
= −10%,

与上面 2.40 对 2.66（−9.8%）一致。本底总是让密度偏低；视线越长（透射越弱），同样绝对
强度的本底所占比例 f 越大，偏差越严重。

(4) 按第 (1) 问的密度 2.40 计算（忽略本底）。

∆X = −(2.4− 1.0)× 5000

= −7.0× 103 g/cm2,

∆X/X = −5.8%。一阶估计 ε ≈ η′ × 5.8% = 14.6%；按幂律严格计算，Emin 从 339 降到
314GeV，ε = (314/339)−1.99− 1 = 16.1%（∆X/X 已不算很小，一阶估计偏低 1.5个百分点）。
一周内 3σ：若“变化前”的计数率由长期测量精确知道，需 µ0 = (3/0.161)2 = 347 个/周，即
50 个/天；现在只有 260/60 = 4.3 个/天，Seff∆Ω 需增大约 11 倍。若基线也只测了一周，两周
的计数之差的方差是单周的 2 倍（第 5.2 节注 (i)），需增大约 25 倍（差值的方差为 µ0(2 + ε)；

按 2µ0 近似为 23 倍）；或者把时间分辨率放宽到几个月。这说明“动态 µ 子成像”要求的探

测器规模远大于“静态”。

11 实验与数据处理：µ 子的天顶角分布

例题：实验题：µ 子望远镜（模拟数据）

两块相同的正方形位置灵敏探测平面（边长 d = 1.00m）水平放置，上下正对，间距 D = 0.50m
（图 11）。每个 µ子在两平面上的击中点决定其方向，按天顶角 θ 每 5◦ 分一组，计数 T = 600 s。
假设 µ子强度 I(θ) = I0 cosn θ，与方位角无关。表 4给出各组计数 Ni 与主办方按组中心 θi 算

出的接收度 Gi（第 8.1节：该组所有方向的
∫
Seff dΩ，期望计数 ≈ TGiI(θi)）。本题数据是按题

述模型（I0、n 取某组值）计算期望后，按泊松分布抽样生成的模拟数据，随机种子 20261017
在出题前固定。

1. 一个方向为 (θ, φ) 的 µ 子要被记录，必须同时穿过两块平面。证明对该方向的有效面积
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为

Seff = (d−D tan θ |cosφ|)

× (d−D tan θ |sinφ|) cos θ

（D tan θ ≤ d），并由此证明第 i 组的期望计数为 µi = T
∫
组i I(θ) g(θ) dθ，

g(θ) = sin θ cos θ

× (2πd2 − 8dD tan θ

+ 2D2 tan2 θ).

用组中心近似验证表中 30◦–35◦ 一组的 Gi。

2. 把模型线性化，说明为什么拟合时第 i 个点的权重应取 wi = Ni，用加权最小二乘求 n

与 I0 及其标准误差，并计算 χ2。

3. 某同学只除以立体角与投影面积 2πd2 sin θ cos θ∆θ，忘记了两平面重叠面积随 θ 的缩小。

他会得到多大的 n？偏差方向如何理解？

4. 讨论系统误差（至少三项），说明它们使 n 偏大还是偏小，并提出改进方案。

上平面

下平面
Dtanθ

D

d
θ

(a) 侧视：红色径迹被记录，灰色漏掉 下平面

上平面沿径迹的投影

重叠区
(d − Dtanθ|cosφ|)

×(d − Dtanθ|sinφ|)

位移 Dtanθ，方位角 φ

(b) 俯视：有效面积

图 11 双平面 µ 子望远镜的几何接收度。(a) 侧视：一组平行的倾斜径迹中，只有同时穿过两平面的（红）
被记录；(b) 俯视：沿径迹方向把上平面投影到下平面，两者的重叠区面积就是该方向的“有效面积”（再乘
cos θ 化为垂直于径迹的面积）。

解答

(1) 方向 (θ, φ) 的径迹从上平面上的点 (x, y) 落到下平面上的点 (x − D tan θ cosφ, y −
D tan θ sinφ)。被记录要求两个点都在各自的正方形内：在 x 方向，上平面的击中点要落在

一个长 d−D tan θ |cosφ| 的区间内，y 方向同理。所以“能被记录的上平面击中点”的集合是
一个矩形，面积 (d−D tan θ |cosφ|)(d−D tan θ |sinφ|)（图 11b）。这是水平面积；垂直于径迹
的面积要再乘 cos θ，得到 Seff。由强度定义，单位时间计数

∫
I Seff dΩ，dΩ = sin θ dθ dφ。对
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表 4 天顶角分布的模拟数据（T = 600 s）与解答中的线性化变量。Gi 按组中心计算，单位 10−3 m2 sr；
xi = ln cos θi，yi = ln[Ni/(TGi)]（TGi 以 m2 sr s 计）

θ 范围 Ni Gi xi yi

0◦–5◦ 925 23.23 −0.0010 4.195
5◦–10◦ 2485 65.11 −0.0086 4.153
10◦–15◦ 3665 99.96 −0.0240 4.113
15◦–20◦ 4416 126.93 −0.0474 4.060
20◦–25◦ 4738 145.38 −0.0792 3.995
25◦–30◦ 4771 154.99 −0.1199 3.938
30◦–35◦ 4105 155.72 −0.1703 3.783
35◦–40◦ 3660 147.86 −0.2315 3.720
40◦–45◦ 2771 132.04 −0.3048 3.555
45◦–50◦ 1892 109.25 −0.3922 3.363
50◦–55◦ 1110 80.90 −0.4963 3.130
55◦–60◦ 507 48.89 −0.6212 2.850

φ 积分要用（附录 D） ∫ 2π

0
|cosφ| dφ =

∫ 2π

0
|sinφ| dφ = 4,∫ 2π

0
|sinφ cosφ| dφ = 2,

得
∫ 2π
0 (· · · )dφ = 2πd2 − 8dD tan θ + 2D2 tan2 θ，即题给的 g(θ)。组中心近似：Gi = g(θi)∆θ，

∆θ = 5◦ = 0.087 27 rad。对 θi = 32.5◦：tan θi = 0.6371，sin θi cos θi = 0.4532，括号内

6.2832− 2.5484 + 0.2029 = 3.9377 m2，

G = 0.4532× 3.9377× 0.08727

= 0.1557 m2sr,

与表值一致。（要求 D tan θ ≤ d，即 θ ≤ 63.4◦，本题的组都满足。）

(2) 期望计数 µi ≈ TGiI0 cosn θi，取对数：

yi ≡ ln Ni

TGi
= ln I0 + nxi,

xi = ln cos θi.

这是关于 (ln I0, n) 的直线。yi 的误差来自 Ni 的泊松涨落：δyi = δNi/Ni = 1/
√
Ni，所以各点

精度差别很大（N 从 507 到 4771），应以方差的倒数 wi = 1/δy2i = Ni 为权（附录 C 给出加权
最小二乘的推导）。记 [f ] ≡

∑
iwifi，由表中数据：[1] = 35045，[x] = −5265.4，[y] = 135190.2，
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[x2] = 1443.20，[xy] = −18969.95，∆ = [1][x2]− [x]2 = 2.2852× 107。

n =
[1][xy]− [x][y]

∆
= 2.058,

σn =

√
[1]

∆
= 0.039,

ln I0 =
[x2][y]− [x][xy]

∆
= 4.1669,

σln I0 =

√
[x2]

∆
= 0.0079.

即 n = 2.06±0.04，I0 = (64.5±0.5)m−2s−1sr−1（误差只含统计）。χ2 =
∑
wi(yi−ln I0−nxi)2 =

12.7，自由度 12− 2 = 10，χ2/ν = 1.27，拟合可以接受（χ2 > 12.7 的概率约 24%），不必放
大误差。作为核对，用同一模型重复模拟 4000 次实验，拟合的 n 的标准差为 0.039，与公式一
致。n ≈ 2 与 PDG 的 cos2 θ 相符 [16]（图 12）。
(3) 他用 G′

i = 2πd2 sin θi cos θi∆θ，比真实接收度多了因子 2πd2/(2πd2 − 8dD tan θ +

2D2 tan2 θ)，这个因子随 θ 增大而增大，使 y′i 在大角度处被压低，直线变陡。重新拟合得

n′ = 4.26，比正确值大 2.2——几何接收度在这里比统计误差重要 50 倍。若连 cos θ 投影
也忘了（只除以立体角），还要再多出 1，得 n′′ = 5.26（式 (7.6) 下的讨论）。重叠因子
1 − 4

π
D
d tan θ + 1

π
D2

d2
tan2 θ 在小角度处随 θ 线性下降，而 ln cos θ ≈ −θ2/2 按平方变化，所以

它不等价于任何固定幂次的 cos θ：错误版本的点不在一条直线上（图 12中红点略呈弯曲），拟
合斜率还依赖于所用的角度范围。

(4) 系统误差：

• 组中心近似：cosn θ 与 g(θ)都在组内变化，用中心值代替组内积分有偏差。用无噪声的精

确期望值做同样拟合，得 n = 2.075，而模拟所用真值为 2.10：此近似使 n 偏小约 0.025
（0.6σ）。改进：拟合时对每组做数值积分（或把组分细）。

• 角分辨与组间迁移：击中点分辨 1 cm 时，角分辨约
√
2× 1 cm/50 cm ≈ 0.03 rad ≈ 1.6◦，

与组宽 5◦ 可比。真实分布在大角度处随 θ 下降，事例从计数多的组“漏”到相邻组，平

滑了分布，使 n 偏小（蒙特卡罗，脚本 exp_smear.py：每个击中点坐标加 1 cm 的高斯
抹宽，按同样方法拟合，n 偏小约 0.025，与统计误差同量级）。改进：增大 D（代价是

大角度接收度下降）或用模拟做反卷积。

• 能量阈值：屋顶、探测器材料吸收低能 µ 子；低能 µ 子的角分布更陡，所以阈值越高，n

越小。结论“n ≈ 2”只对本装置的阈值成立。改进：在两平面间加已知厚度的铅板，测

n 随阈值的变化。

• 非 µ 子本底与效率：低能电子（软成分）、偶然符合会增加计数；若它们在大角度处所占

比例更大，大角度计数被抬高，n 偏小。斜穿时粒子在闪烁体中的路程长、信号大，探测

效率随 θ 增大，同样使 n 偏小。改进：加铅吸收电子，用三平面符合，测各角度的效率。

• 大气条件：气压升高，µ 子穿过的空气更多，计数下降；斜向路径更长，大角度方向降得
更多，使 n 偏大。测量期间应记录气压，必要时分时段修正。
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−0.6 −0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0.0
lncosθi

1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0

y i
=

ln
[N

i/(
TG

i)]
（或

错误
版本

）

加权拟合：n = 2.058 ± 0.039
错误拟合：斜率 4.26
正确扣除接收度 Gi

忽略两平面重叠的缩小

图 12 实验题数据的线性化与加权拟合（模拟数据）。蓝：正确扣除接收度 Gi；红：忘记两平面重叠面积缩
小时的“错误版本”，斜率被高估为 4.26。误差棒为 1/

√
Ni。

12 小结

本讲的推导链如下（箭头表示“由⋯⋯推出”）：

1. 固有时 dτ = dt/γ = mdx/p（式 (3.5)）+ 无记忆衰变 ⇒ 存活概率 e−τ/τµ（式 (3.6)）⇒ µ

子能从 15 km 高空到达地面；能量沿途变化时逐段积分（式 (7.10)，例题 1 的 arcosh 公式）。

2. 一次擦肩而过的冲量 2ze2/(4πε0bv)（式 (4.2)）⇒对碰撞参数积分，得阻止本领正比于 Z/A、

反比于 β2，再乘一个对数（式 (4.4)）⇒ Bethe 公式与最小电离 ≈ 2MeVcm2/g ⇒ 加上辐
射损失得 a+ bE ⇒ Emin(X) = (a/b)(ebX − 1)（式 (4.8)）。

3. 初级谱 E−2.7 + π 的衰变/碰撞竞争（E∗
π ≈ 113GeV，式 (7.4)）⇒ µ 子谱与角分布 ⇒ 积分

谱斜率 η。

4. Φ(X) = I(> Emin(X)) ⇒ 灵敏度 η′ = η g(bX) ≈ 2（式 (8.2)）⇒ 空腔超额 ε ≈ η′ℓ/L

（式 (8.4)）与密度精度 1/(η′
√
N)（式 (8.3)）。

5. 泊松方差 = 均值（式 (5.1)）⇒ nσ = ε
√
µ0（式 (8.5)）⇒ 曝光时间（式 (8.6)）；系统误差给

出天花板 ε/σsys（式 (8.7)）。

6. 卢瑟福小角散射 + 随机行走 ⇒
〈
ψ2

〉
∝ Z(Z + 1)ρx/(Aβ2p2)（式 (6.2)）⇒ 与轫致辐射同

源，用 X0 表示 ⇒ Highland 公式（式 (6.5)）⇒ 动量弥散使峰度增大（式 (9.1)）⇒ 所需 µ

子数（式 (9.3)）。

贯穿全讲的两个“对数”值得记住：能量损失与多次散射都来自对碰撞参数的
∫
db/b；透射成像的

灵敏度来自积分谱的对数斜率。决定一次 µ 子成像成败的，往往不是物理原理，而是“每个像素

能攒到多少个 µ 子”和“对无目标模型的把握有多好”。
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A 能量损失公式中的对数

为什么 bmin 由量子力学决定 经典截断由 ∆E(bmin) = Wmax 给出：令式 (4.3) 等于 2mec2β2γ2，

得 bcl
min = zre/(β2γ)。但电子是量子粒子：在重粒子参考系中电子以速度 v、动量约 γmev 迎面而

来，由不确定关系，碰撞参数不可能被确定到优于 h̄/∆pmax，其中 ∆pmax = 2γmev 是正碰时的最

大动量转移，即量子截断 bq
min ≈ h̄/(2γmev)。两者之比

bq
min
bcl

min
=
h̄/(2γmev)

zre/(β2γ)
=

h̄c β

2z remec2
=

β

2zα
,

用到 remec2 = αh̄c。对 µ 子（z = 1，β ≈ 1）比值约 69，所以真正的截断是较大的量子值。只有
对慢速重离子（zα/β ≳ 1）玻尔的经典截断才适用。

bmax 有多大 以标准岩石 Ī = h̄ω̄ = 136 eV 为例，ω̄ = 2.07× 1017 s−1；βγ = 3.5 时

bmax = γv/ω̄

= 3.5× 3× 108 m/s/(2.07× 1017 s−1)

≈ 5 nm,

远大于原子间距（约 0.2nm）。在这么大的范围内，粒子的电场会使沿途的大量原子极化，这些极
化电荷屏蔽了远处的场，所以 γ 很大时 bmax 不能无限增长——这就是密度效应修正 δ 的物理来

源，它在固体、液体中比在气体中重要（图 3 中水、岩石的曲线在高能处比“不含密度效应”的点
线平坦）。

与 Bethe 公式对照

ln(bmax/b
q
min) = ln

[
(γv/ω̄)(2γmev/h̄)

]
= ln(2mec

2β2γ2/Ī).

式 (4.5) 方括号中 1
2 ln(2mec2β2γ2Wmax/Ī2) 在 Wmax = 2mec2β2γ2 时正好等于这个对数。−β2 一

项来自相对论运动学对大能量转移截面的修正；它们都只改变几个百分点。

B 多次散射：从卢瑟福截面到 Es = 21MeV

第一步：对数 第 6.2 节得到（z = 1，包括电子贡献）

d
〈
ψ2

sp
〉

dx = 8πnAZ(Z + 1)r2e

(mec2

βpc

)2
Λs,

Λs = ln bmax
bmin

.

bmax：大于原子尺度时，核电荷被电子云屏蔽，取 Thomas–Fermi 屏蔽半径 aTF = 0.885a0Z
−1/3

（a0 = 0.529× 10−10m 为玻尔半径）。bmin：小于原子核半径 RN ≈ 1.2A1/3 fm 时，µ 子穿进核内，
所受力不再是点电荷的库仑力；对 GeV 量级的 µ 子，其约化德布罗意波长 h̄/p ≈ 0.07 fm 远小于
RN，量子截断不起作用。
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第二步：与辐射长度比较 由式 (6.3)，1/X0 = 4αr2enAZ(Z + 1)Λr，Λr = ln(184Z−1/3)（这里 X0

以长度计，nA 为原子数密度）。相除：〈
ψ2

sp
〉

x/X0
=

8π

4α

(mec2

βpc

)2Λs
Λr

=
2π

α

(mec2

βpc

)2Λs
Λr
.

材料常数 nAZ(Z + 1) 完全消去，只剩两个对数之比。

第三步：对数之比约为 2 数值（verify_numbers.py）：

材料 aTF/RN Λs Λr Λs/Λr

岩石（Z = 11, A = 22） 6260 8.74 4.42 1.98
铁 3440 8.14 4.13 1.97
铅 1520 7.32 3.75 1.95
铀 1390 7.24 3.71 1.95

比值几乎与材料无关，约为 2。代入得
〈
ψ2

sp
〉
≈ (4π/α)(mec2/βpc)2 x/X0，即式 (6.4)，

Es = mec
2
√

4π/α

= 0.511× 41.5 MeV

= 21.2 MeV.

这个“2”是一个数值事实，而不是结构上的必然：散射对数的下截断是核半径，轫致辐射对数
ln(184Z−1/3)的下截断则是电子的约化康普顿波长 h̄/(mec) = 386 fm；两个对数之比在 Z = 11–92
内恰好都落在 1.95–1.98 之间，Rossi 与 Greisen 正是利用了这一点。

第四步：为什么 Highland 系数是 13.6 而不是 15.0 投影角的“全体均方根”包含了少数大角

单次散射（卢瑟福截面 ∝ 1/ψ4 的长尾）。用高斯拟合分布的中央 98%，得到的宽度比全体均方根
小；Highland 与 Lynch–Dahl 对精确 Molière 分布拟合，得到系数 13.6MeV 和随 x/X0 缓慢增长

的对数修正 [21, 22]。

C 统计工具的推导

泊松分布 沿用第 5.1 节的记号，N 是 ns 个独立伯努利变量之和，服从二项分布 Pr(N) =(
ns
N

)
qN (1 − q)ns−N。令 ns → ∞、nsq = µ 固定、N 固定：

(
ns
N

)
qN = ns(ns−1)···(ns−N+1)

N !
µN

nN
s

→ µN

N !，

(1 − q)ns−N = (1 − µ/ns)ns−N → e−µ。所以 Pr(N) = µNe−µ/N !。直接验证：
∑

N N Pr(N) = µ，∑
N N(N − 1)Pr(N) = µ2，故 VarN = µ2 + µ− µ2 = µ。

高斯分布的四阶矩 对 f(ψ) = e−ψ2/2σ2
/(
√
2πσ)，分部积分

∫
ψ4f dψ = 3σ2

∫
ψ2f dψ = 3σ4，所

以 κ = 3。

混合分布的峰度 若 ψ 在给定 σ 时为高斯分布，而 σ 本身随机，则
〈
ψ2

〉
=

〈
σ2

〉
，
〈
ψ4

〉
= 3

〈
σ4

〉
，

κ = 3
〈
σ4

〉
/
〈
σ2

〉2。由 Var(σ2) =
〈
σ4

〉
−
〈
σ2

〉2 ≥ 0 得 κ ≥ 3，等号仅在 σ 不随机时成立。µ 子散

射中 σ ∝ 1/(βp)，所以 κ = 3
〈
(βp)−4

〉
/
〈
(βp)−2

〉2。
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加权最小二乘 数据 (xi, yi)，yi 的标准差为 σi，模型 y = A + Bx。在高斯误差下，使 χ2 =∑
wi(yi −A−Bxi)

2（wi = 1/σ2i）最小的 A、B 是最可能的参数。令 ∂χ2/∂A = ∂χ2/∂B = 0：

A[1] +B[x] = [y], A[x] +B[x2] = [xy],

其中 [f ] =
∑
wifi。解得

B =
[1][xy]− [x][y]

∆
,

A =
[x2][y]− [x][xy]

∆
,

∆ = [1][x2]− [x]2. (C.1)

B 是 yi 的线性组合 B =
∑
ciyi，ci = wi([1]xi − [x])/∆；各 yi 独立，

σ2B =
∑

c2iσ
2
i =

∑
wi([1]xi − [x])2/∆2

= [1]
(
[1][x2]− [x]2

)
/∆2 = [1]/∆.

同理 σ2A = [x2]/∆。若模型正确且误差估计正确，χ2
min 的期望值等于自由度 ν（数据点数减参数个

数）。

D 几何：立体角与接收度

用投影倾角表示立体角 设方向单位矢量 n̂ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)，定义 tx = tan θx =

nx/nz，ty = tan θy = ny/nz。射线与平面 z = 1 交于点 (tx, ty, 1)，距原点 r =
√

1 + t2x + t2y。平面

上的面元 dtxdty 对原点所张立体角等于面元在垂直于视线方向上的投影 dtxdty cosχ 除以 r2，其

中 χ 是平面法线（z 轴）与视线的夹角，cosχ = 1/r。所以

dΩ =
dtx dty

(1 + t2x + t2y)
3/2

. (D.1)

检验：对整个平面积分， ∫ ∫
(1 + t2x + t2y)

−3/2dtxdty

= 2π

∫ ∞

0
s(1 + s2)−3/2ds = 2π,

正好是上半球的立体角。

两个角积分
∫ 2π
0 |cosφ| dφ = 4

∫ π/2
0 cosφdφ = 4；

∫ 2π
0 |sinφ cosφ| dφ = 4

∫ π/2
0

1
2 sin 2φ dφ = 2。展

开

(d−Dt |cosφ|)(d−Dt |sinφ|)

= d2 − dDt(|cosφ|+ |sinφ|)

+D2t2 |sinφ cosφ| ,

逐项积分得 2πd2 − 8dDt + 2D2t2。检验：D → 0 时回到 2πd2（两平面重合，接收度就是平面面

积乘立体角）。
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E 名词解释

表 5 本讲术语（中英对照）

术语 英文 一句话定义

µ 子 muon 带电轻子，质量 105.7MeV/c2，平均寿命
2.197µs

初级/次级宇宙线 primary/secondary cosmic
rays

来自太空的粒子/它们在大气中产生的粒子

空气簇射 air shower 一个高能初级粒子在大气中引发的粒子级联
固有时 proper time 随粒子运动的钟所走过的时间
衰变长度 decay length βγcτ，粒子衰变前的平均飞行距离
不透明度 opacity 沿路径的面密度

∫
ρdl

米水当量 meter water equivalent 不透明度单位，1 m.w.e. = 100 g/cm2

阻止本领 stopping power 单位路程（或面密度）的平均能量损失
最小电离粒子 minimum ionizing particle 能损处于 Bethe 曲线极小值附近的粒子
平均激发能 mean excitation energy Bethe 公式中刻画原子电子束缚的能量 Ī

密度效应 density effect 介质极化屏蔽高速粒子电场、抑制能损增长
临界能量（µ 子） muon critical energy 电离与辐射损失相等的能量 a/b

连续减速近似 CSDA 把能损看作沿路径连续、确定的过程
辐射长度 radiation length 高能电子因轫致辐射能量降为 1/e 的面密度
多次库仑散射 multiple Coulomb scattering 大量小角库仑散射累积的随机偏折
强度 intensity 单位时间、单位垂直面积、单位立体角的粒子

数
接收度 acceptance 探测器对某方向范围的“有效面积 × 立体角”
显著性 significance 观测偏离无信号预言的标准差个数
最近点法 point of closest approach

(PoCA)
用入射、出射径迹的最近点估计散射位置

µ 子成像 muography 用宇宙线 µ 子的透射或散射为物体内部成像
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