
场效应晶体管：用电场开关电流

第 43 届决赛短训讲义组

2026 年 10 月

目录

1 导读 2

2 名词与符号 6

3 前置模块 I：能带、电子与空穴 6

4 前置模块 II：载流子统计 9

5 前置模块 III：漂移、扩散与半导体静电学 13

6 MOS 电容：栅电场如何弯曲能带 16

7 MOSFET 的电流 25

8 亚阈值区与玻尔兹曼极限 34

9 CMOS 与器件缩小 37

10 决赛风格例题 43

11 实验与数据处理：从电学测量提取 MOSFET 的参数 52

12 小结：推导链 56

A 计算细节与插值模型 60

B 泊松方程第一积分的推广与弱反型电荷 62

C 自然长度：改进的抛物线近似与精确本征方程 63

D 最小二乘直线拟合 64

1
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1 导读

一块手机芯片上有一百多亿个晶体管，每一个都是一只“电控开关”：在第三个电极（栅极）上

加一个电压，就能让另外两个电极（源极与漏极）之间的电流导通或关断。今天几乎所有芯片里的

晶体管都是金属–氧化物–半导体场效应晶体管（MOSFET）。它的工作原理用一句话就能说清：把
平行板电容器的一块极板换成半导体，给电容器充电，半导体表面就感应出一层可以导电的电荷，

于是表面电导受栅压控制。可是要把这句话变成可以计算的物理，需要回答一连串问题：半导体

里的电荷是什么？电场能伸进半导体多深？为什么栅压超过某个“阈值”之后表面突然出现大量电

子？这些电子在源漏电压下怎样流动？为什么电流在漏压增大到一定程度后不再增加？为什么晶体

管不能被“完全关断”，而这又如何限制了芯片的功耗？

本讲沿着“栅极电场 → 表面能带弯曲 → 反型沟道 → 电流”这条主线回答这些问题。我们先
用普通物理（静电学、玻尔兹曼因子、漂移与扩散）补齐半导体物理最少够用的部分，然后由一维

泊松方程推出 MOS 电容的全部静电学，再推出 MOSFET 的电流–电压关系、亚阈值区的玻尔兹
曼极限，最后讨论 CMOS 电路与器件缩小。

背景：一个早到的想法：Lilienfeld 的专利

1925 年 10 月，物理学家 J. E. Lilienfeld 在加拿大申请了用电场控制固体中电流的专利，1926
年 10 月 8 日又在美国申请，美国专利 1,745,175 号于 1930 年 1 月 28 日获批 [1, 2]。图 1 是这
件专利的附图：玻璃基片上镀两块金属电极，其上覆盖一层铜硫化物薄膜；两电极之间的玻璃

中嵌入一片铝箔作为控制电极，铝箔的上缘与玻璃表面齐平，与薄膜构成单向导电的接触。专

利设想：在铝箔上加电压，其静电作用改变薄膜的导电性 [1]。1934 年 3 月 2 日，当时在英国
剑桥工作的 O. Heil 在德国首次申请了类似的专利，1935 年 3 月 4 日在英国申请（据专利原
件；CHM 作 3 月 5 日），完整说明书于同年 12 月 6 日被接受（英国专利 439,457 号）[2, 3]。
但没有证据表明他们真正做出了能工作的器件 [2]。

背景：失败的场效应实验、表面态与晶体管的诞生

1945 年 4 月，贝尔实验室的 W. Shockley 构想了一种场效应放大器 [4]：把一层硅或锗薄膜做
成平行板电容器的一块极板，电容器充电后感应出的电荷如果是可移动的载流子，薄膜的电导

就会明显改变 [5]。然而用蒸镀薄膜做的实验都只得到可以忽略的效应。J. Bardeen 后来在诺
贝尔演讲中回忆，在有的实验中，理论预期的效应比实验的探测下限还大一千多倍；分析表明，

其中约 50–100 倍的差距来自薄膜中电子迁移率远低于体材料，其余部分归因于表面态的屏蔽
[6]。Bardeen 在 1947 年的论文中提出：半导体表面存在束缚电子的局域能级（表面态），感应
电荷的大部分被这些能级“俘获”而不能移动 [7]。
为了研究表面态，Bardeen 与 W. Brattain 用电解液在硅、锗表面施加强电场，观察表面反型
层的电导受电场调制。这一系列实验最终导向了 1947 年 12 月 16 日首次成功的点接触晶体管
（12 月 23 日向实验室管理层演示）[4, 6, 8]。1948 年，Shockley 与 G. L. Pearson 首次发表了
正面的场效应实验结果 [9]。1952 年 Shockley 提出了用 pn 结控制沟道的“单极型场效应晶体
管”理论（即结型场效应管 JFET）[10]。1956 年诺贝尔物理学奖授予 Shockley、Bardeen 与
Brattain[5]。本讲第 6.7 节会定量说明表面态为什么能让场效应“消失”。
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图 1 Lilienfeld 美国专利 1,745,175 号（1926 年申请，1930 年授权）的附图 1 与图 2。图 1 中 10 为玻
璃基片，11、12 为薄膜两端的金属电极，13 为嵌在玻璃裂缝 14 中的铝箔控制电极，15 为铜硫化物薄膜；
图 2 示意沿薄膜的电压分布。 （图源：J. E. Lilienfeld, US Patent 1,745,175 (1930), Figs. 1–2，经裁剪；原件
https://patents.google.com/patent/US1745175A/en；美国专利的文本与附图不受版权限制（37 CFR 1.71），公有
领域）

背景：热氧化硅与第一只 MOSFET

转机来自界面。贝尔实验室的 M. M. Atalla等人发现，在硅表面热生长一层二氧化硅可以使表
面电学性质稳定下来（1959年发表）[11]：Si/SiO2 界面上的电子态远少于裸露的硅表面。1959
年，Atalla 与 D. Kahng 做出了第一只成功的绝缘栅场效应晶体管，1960 年 6 月在匹兹堡的
固态器件研究会议上报告 [12, 13]。图 2 是 Kahng 1960 年 5 月 31 日申请、1963 年 8 月 27 日
授权的美国专利 3,102,230 号的附图 [14]：n 型硅片上扩散两个 p 型区（13、14），其间的表面
覆盖约 100nm（1000 埃）厚的热氧化层（19），氧化层上的铝电极（21）就是栅。这其实是一
只 p 沟道 MOSFET。1963 年，仙童公司的 F. Wanlass 与 C. T. Sah 在国际固态电路会议上
报告了把 n 沟道与 p 沟道 MOSFET 互补连接的“纳瓦逻辑”，即今天的 CMOS，静态时几乎
不耗电（Wanlass 的专利 3,356,858 号于 1963 年 6 月 18 日申请，1967 年授权）[15, 16]。

背景：缩小：从摩尔到 Dennard，再到 FinFET 与全环绕栅

1965 年，G. Moore 在《Electronics》杂志上指出，集成电路上的元件数大约每年翻一番，并预
计 1975 年可达 65000 个；1975 年他把速度修正为约每两年翻一番 [17–19]。1974 年，IBM 的
R. H. Dennard 等人给出了 MOSFET 的等比例缩小规则：所有尺寸、电压缩小为原来的 1/κ，

掺杂浓度增大为 κ 倍，则器件的电场分布不变，速度提高、功耗降低，而单位面积功耗不变

[20]。他们在同一篇论文中已经指出：亚阈值区的特性“不能按比例缩小”[20]。三十年后这句
话成了现实：约 2004 年起，电源电压不能再随尺寸降低，处理器时钟频率与单核性能的增长
基本停滞 [21, 22]。此后器件的改进靠的是新材料（2007 年量产的高介电常数栅介质与金属栅

https://patents.google.com/patent/US1745175A/en
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图 2 Kahng美国专利 3,102,230号（1960年申请，1963年授权）的附图 1A与图 2。图 1A：n型硅片（12）
中的两个 p 型区（13、14）作源与漏，热氧化层（19）上的电极（21）为栅，电池 27 经负载 L 加在触点 24、
25 之间，使 13 与 n 型衬底之间的 pn 结（第 7.1 节）反偏（13 一侧为漏），28 为栅压源 Vf。图 2：不同
Vf（−4 到 +4 V）下的典型特性，纵轴 VL 是器件两端的电压，横轴是电流 IL；虚线 31 是负载线。注意
Vf 接在栅与触点 24（漏）之间，固定的是栅–漏电压，而不是今天习惯的栅–源电压。专利原文指出，每条
曲线都有一段电压对电流不敏感，因而器件可作可调的稳压器。用第 7 节的结果可以理解这一点（以 n 沟
道写法，p 沟道各量取绝对值）。只要 VGD 不足以使漏端反型（VGD < VT），漏端就处于夹断，器件饱和，
ID = k

2 (VGS − VT)
2；又 VGS = VGD + VDS，于是 VDS = VT − VGD +

√
2ID/k。图中 Vf = 4、2、0、−2

V 四条曲线在 IL = 0 处的截距约为 6.7、4.4、2.9、0.8 V，随 Vf 大体等间隔移动，正是 VT − VGD，由此
可读出 |VT| ≈ 3V；Vf = −4 V 的曲线从原点出发，对应 VGD 已越过阈值、漏端也已反型的线性区。饱和
段电压随电流缓慢上升，斜率 dVDS/dID = 1/gm = 1/

√
2kID：饱和只是前提（电流只由 VGS 决定），平缓

来自电流对 VGS 的平方律。不要把图中的水平段误读为电流饱和。 （图源：D. Kahng, US Patent 3,102,230
(1963), Figs. 1A, 2，经裁剪拼接；原件 https://patents.google.com/patent/US3102230A/en；美国专利的文本与

附图不受版权限制（37 CFR 1.71），公有领域）

https://patents.google.com/patent/US3102230A/en
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[23]）和新几何：2011 年英特尔宣布 22 nm 工艺采用三面包围沟道的“三栅”（FinFET）晶体
管，2011 年底起量产 [24]；2022 年 6 月三星宣布开始量产采用全环绕栅（GAA）纳米片晶体
管的 3 nm 工艺 [25]。本讲第 8、9 节会推出这些变化背后的物理：亚阈值摆幅的玻尔兹曼极限
与“自然长度”。

学习目标 学完本讲，你应当能够：

1. 说明能带、电子与空穴、有效质量、费米能级的含义；由玻尔兹曼因子推出费米–狄拉克分布，
由态密度推出 n = Nce−(Ec−EF)/kBT 与质量作用定律 np = n2i；由零电流条件推出爱因斯坦

关系；

2. 画出 MOS结构的能带图，解一维泊松方程得到表面电荷与表面势的精确关系，理解积累、耗
尽、反型三个区，推出耗尽层宽度、强反型判据 ψs = 2ϕF 与阈值电压公式，并知道它们的误

差有多大；

3. 由渐变沟道近似推出 MOSFET 线性区与饱和区的电流公式，说明夹断后电流为何不再增加，
处理体效应、沟道长度调制与速度饱和；

4. 推出亚阈值摆幅 S = (kBT/q) ln 10 (1 + Cd/Cox) ≥ 60mV/dec，并用它解释“关断漏电与电
源电压不能同时降低”；

5. 分析 CMOS 反相器的传输特性、噪声容限与动态功耗 αCV 2f；推出 Dennard 缩小规则及
其失效原因，用自然长度说明 FinFET 与全环绕栅为何改善栅控；

6. 处理 MOSFET 转移特性、亚阈值特性与输出特性的实测数据：提取阈值电压、迁移率、串
联电阻、亚阈值摆幅、界面陷阱密度与沟道长度调制系数。

前置知识：本讲需要的普通物理与数学

• 电磁学：高斯定理、电势、平行板电容器、电介质与电位移 D = εE、导体静电平衡；

• 热学：玻尔兹曼因子 e−E/kBT、熵 S = kB lnΩ、温度的统计定义；

• 近代物理：德布罗意关系 p = h̄k、E = h̄ω、一维势阱中的能级、群速度、隧穿概率

∝ e−2κd；

• 数学：泰勒展开、定积分、一阶与二阶常微分方程、对数坐标、最小二乘直线拟合。

本讲新引入的概念（能带、空穴、有效质量、费米–狄拉克分布、化学势与费米能级、态密度、
掺杂、迁移率、扩散系数、准费米能级、德拜长度、功函数、耗尽近似、表面势、阈值电压、界

面陷阱、渐变沟道近似、速度饱和、亚阈值摆幅、噪声容限、自然长度等）都在首次使用前给

出定义与推导。

建议学时 共 2 学时（约 90 分钟）：半导体物理前置 25 分钟（以课前自学为主，课上只串讲结论
与推导思路）；MOS 电容 25 分钟；MOSFET 的电流与亚阈值区 25 分钟；CMOS 与缩小 15 分
钟。例题、实验题与附录供课后阅读与练习。
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推导路线

1. 能带与空穴 ⇒（玻尔兹曼因子）费米–狄拉克分布 ⇒（态密度）n、p 与 np = n2i ⇒（掺杂）
费米势 ϕF；

2. 漂移 + 扩散 ⇒（平衡态零电流）爱因斯坦关系 ⇒ 准费米能级；高斯定理 ⇒ 泊松方程；

3. MOS 电容：栅压分配 VG = VFB + ψs − Qs/Cox ⇒ 泊松方程第一积分 Qs(ψs) ⇒ 耗尽近似、
强反型、阈值电压、C–V；

4. MOSFET：ID = −WµQn dV /dy ⇒（渐变沟道近似）平方律、夹断、体效应 ⇒ 速度饱和；
弱反型 ⇒ 扩散电流与亚阈值摆幅；

5. CMOS 反相器 ⇒ 动态功耗；泊松方程的标度不变性 ⇒ Dennard 缩小 ⇒ 其失效；二维泊松
方程 ⇒ 自然长度 ⇒ FinFET、GAA。

2 名词与符号

以下字母在个别地方另作他用，用到时会再说明：S（亚阈值摆幅；第 4.1 节中为熵）；m（体
因子；m∗、m0、mc、mv、mh、mox 为各种质量）；κ（缩小因子；κt 为隧穿衰减常数）；∆（强反

型时 ψs − 2ϕF；∆L 为夹断区长度）；k（波矢；第 9 节中 kn、kp 为器件的增益因子）；τ（散射时

间；陷阱响应时间）；θ（迁移率随栅压退化的系数）；β（实验题中的 µ0CoxW/L）；f（费米–狄拉
克分布 f(E)；时钟频率）。

两点约定：

• 符号的正方向：x 轴从 Si/SiO2 界面指向衬底内部；静电势 ψ 以衬底体内为零点。ψ > 0 表

示表面电势比体内高，电子在表面的势能 −qψ 比体内低，能带“向下弯”。除第 7 节讨论 p
沟道器件的少数地方，全讲以 p 型衬底上的 n 沟道器件为例。

• 单位：半导体文献习惯用 cm 为长度单位（浓度用 cm−3，迁移率用 cm2/(V s)）。本讲给数值
时沿用这一习惯，代入公式计算时请统一换成国际单位制（1 cm−3 = 106 m−3）。

3 前置模块 I：能带、电子与空穴

3.1 从原子能级到能带

先回忆一个熟悉的例子：两个相同的单摆用弹簧弱耦合，原来相同的频率分裂成两个简正频率

（同相与反相）。量子力学里两个相同的势阱也是这样：一个电子在单个势阱中有能级 E0；两个势

阱靠近时，电子可以隧穿到另一个阱，能级分裂成两个，一个略低（波函数在两阱中同号），一个

略高（异号），分裂的大小由隧穿的强弱决定。N 个相同的原子排成晶体，每个原子能级就分裂成

N 个能级。一块 1 立方厘米的硅有约 5 × 1022 个原子，这 N 个能级挤在几电子伏的范围内，间

隔小到可以看成连续，称为能带。不同原子能级形成的能带之间可能留下没有能级的能量区间，称

为禁带。
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表 1 本讲符号表（材料常数取 300 K 硅的数值 [26]）

符号 含义 单位或数值

q 元电荷（电子电荷为 −q） 1.602× 10−19 C
UT = kBT/q 热电压 300 K 时 25.85 mV
Ec, Ev, Eg 导带底、价带顶能量，禁带宽度 Si：Eg = 1.12 eV
EF, Ei 费米能级，本征能级（约在禁带中央） eV
EFn, EFp 电子、空穴的准费米能级 eV
m∗ 有效质量 kg
Nc, Nv 导带、价带有效态密度 Si：3.2, 1.8× 1019 cm−3

n, p 电子、空穴浓度 cm−3

ni 本征载流子浓度 Si：约 1.0× 1010 cm−3

NA, ND 受主、施主浓度 cm−3

ϕF = UT ln(NA/ni) 费米势（p 型衬底） V
µ, µeff 迁移率，反型层有效迁移率 cm2/(V s)
D 扩散系数 cm2/s
E 电场强度（为与能量 E 区分，用花体） V/m
ψ(x), ψs 半导体中的静电势（以体内为零），表面势 V
εs, εox 硅、二氧化硅的介电常数 11.7ε0, 3.9ε0
LD 德拜长度 m
tox, Cox = εox/tox 栅氧化层厚度，单位面积栅氧电容 m, F/m2

ϕm, χ, ϕms 金属功函数，电子亲和能，功函数差 V（或 eV）
VG, VFB, VT 栅压，平带电压，阈值电压 V
Qs, Qd, Qn 半导体中单位面积总电荷、耗尽层电荷、反型层电荷 C/m2

Wd, Cd = εs/Wd 耗尽层宽度，耗尽层电容 m, F/m2

Dit, Cit 界面陷阱密度，界面陷阱电容 cm−2 eV−1, F/m2

γ =
√
2εsqNA/Cox 体效应系数 V1/2

m = 1 + Cd/Cox 体因子（亚阈值区还要加 Cit/Cox） 1
VGS, VDS, VSB 栅–源、漏–源、源–衬底电压 V
W , L 沟道宽度、长度 m
V (y) 沟道中电子准费米势（沟道电势），V (0) = 0, V (L) = VDS V
ID 漏极电流（由漏流入为正） A
vsat, Esat = vsat/µ 饱和漂移速度，临界场 Si 电子 vsat ≈ 107 cm/s
λ 沟道长度调制系数 V−1

gm, ro 跨导，输出电阻 S, Ω
S 亚阈值摆幅 mV/dec
α, f , CL 翻转活动因子，时钟频率，负载电容 1, Hz, F
κ 等比例缩小因子 1
ℓ 自然长度（短沟道效应的特征长度） m

定义：价带、导带、禁带宽度

在绝对零度下被电子完全填满的最高能带叫价带（其顶部能量记为 Ev），其上方第一个空能带

叫导带（底部能量记为 Ec），二者之差 Eg = Ec − Ev 叫禁带宽度。硅在 300 K 时 Eg = 1.12

eV[26]，二氧化硅约为 9 eV。

为什么满带不导电 能带中的每个状态由波矢 k 标记（相当于电子的德布罗意波矢），群速度 v(k)

满足 v(−k) = −v(k)。满带中 k 与 −k 的状态都被占据，所有电子的速度之和为零，加上电场也
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是如此（电场只是让所有电子的 k 一起平移，满带平移后仍是满带）。所以只有部分填充的能带才

能导电。金属的最高能带只填了一部分；绝缘体与半导体在 T = 0 时价带全满、导带全空，都不

导电。二者的区别只在 Eg 的大小：室温下 kBT ≈ 0.026 eV，热运动能把电子从价带激发到导带的
概率 ∝ e−Eg/2kBT（第 4.4 节），对硅约为 10−10，对 SiO2 小到 10−76。

3.2 空穴

价带中少了一个电子会怎样？设价带只有波矢为 k0 的一个状态空着。满带的总电流为零，所

以
J =

∑
占据

(−q)v(k)

=
∑
全部

(−q)v(k)

︸ ︷︷ ︸
=0

−(−q)v(k0)

= +q v(k0).

(3.1)

整个价带的电流等于一个带正电荷 +q、以空状态的速度运动的粒子。这个“粒子”叫空穴。下一

小节会说明，在外力作用下空穴的运动也像一个具有正质量的正电荷，所以在描述电流时可以把近

满的价带完全用少量空穴代替。半导体中的电流因而由两种载流子承担：导带中的电子（浓度 n）

与价带中的空穴（浓度 p）。

3.3 有效质量

定义：有效质量

在导带底附近，电子能量随波矢的关系可以展开为

E(k) ≈ Ec +
h̄2k2

2m∗ , (3.2)

形式与自由电子 E = h̄2k2/2m 相同，但其中的 m∗ 由晶体决定，称为有效质量。它刻画晶格

周期势对电子运动的全部影响。

推导：有效质量的力学含义

第一步，电子是一个波包，其速度是群速度。由 E = h̄ω，v = dω
dk =

1

h̄
dE
dk，代入式 (3.2) 得

v = h̄k/m∗。

第二步，外力（例如电场力 F = −qE）对电子做功的功率 Fv 等于电子能量的变化率：Fv =
dE
dt = dE

dk
dk
dt = h̄v dk

dt，所以

h̄
dk
dt = F. (3.3)

晶格的周期力已经包含在 E(k) 中，这里的 F 只是外力。

第三步，对 v = h̄k/m∗ 求导并用式 (3.3)：dv
dt =

h̄

m∗
dk
dt =

F

m∗，即 m∗ dv
dt = F。电子在外力下

的运动与质量为 m∗ 的经典粒子一样。

价带顶附近 E(k) ≈ Ev − h̄2k2/2mh（mh > 0），价带顶的电子有效质量为负。空状态的

k0 也按式 (3.3) 随外力变化（它就是那个“缺席的电子”的状态），由第三步，其速度变化率为
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dv/dt = −F/mh，其中 F = −qE 是电子受的力；于是 mh dv/dt = +qE。这正是电荷 +q、质量

mh 的粒子在电场中的运动方程：空穴是带正电、正质量的准粒子。

硅的导带底有 6 个等价的“能谷”，每个能谷中有效质量依方向而不同（纵向 0.98m0，横向

0.19m0，m0 为自由电子质量）[26]。计算载流子浓度时这些细节可以合并成一个“态密度有效质
量”：导带 mc ≈ 1.18m0，价带 mv ≈ 0.81m0（300 K）[26]。本讲只需要知道 m∗ 是一个与 m0 同

数量级的参数。

4 前置模块 II：载流子统计

4.1 费米–狄拉克分布与费米能级

电子是费米子，每个量子态（含自旋）最多容纳一个电子（泡利不相容原理）。在温度 T 下，

一个能量为 E 的量子态被占据的概率是多少？

推导：由玻尔兹曼因子推出费米–狄拉克分布

把这一个量子态当作“系统”，晶体的其余部分（含与之相连的导线、电源）当作“热库”。系

统只有两种状态：空（电子数 n = 0，能量 0）或占据（n = 1，能量 E）。总能量 Etot 与总电

子数 Ntot 守恒。

第一步，系统处于某一状态的概率正比于此时热库可取的微观状态数 ΩR(Etot −nE, Ntot −n)

（等概率原理）。

第二步，热库很大，nE 与 n 相对于 Etot、Ntot 很小，把 lnΩR 展开到一阶：

lnΩR(Etot − nE, Ntot − n)

≈ lnΩR(Etot, Ntot)− nE
∂ lnΩR
∂E

− n
∂ lnΩR
∂N

.

由温度的统计定义 ∂ lnΩR
∂E =

1

kBT
；再定义化学势 µ 使 ∂ lnΩR

∂N = − µ

kBT
。

第三步，取指数，得到占据与空两种状态的概率之比 P (1)/P (0) = e−(E−µ)/kBT。由 P (0) +

P (1) = 1，占据概率为

f(E) =
1

e(E−µ)/kBT + 1
. (4.1)

这就是费米–狄拉克分布。在固体物理中化学势 µ 通常称为费米能级，记为 EF：它是占据概率

恰为 1
2 的能量。

µ 的物理意义可以从第二步读出：−µ/kBT 是热库每失去一个电子时 lnΩ 的变化，所以 µ 是

“在保持熵不变的条件下向系统加入一个电子所需的能量”。它有一个与温度完全平行的性质：

要点：平衡时费米能级处处相等

两个可以交换电子的物体 1、2 达到平衡时，总熵 lnΩ1 + lnΩ2 对电子转移 δN（从 2 到 1）取
极大：δ(lnΩ1 + lnΩ2) =

(
− µ1
kBT

+
µ2
kBT

)
δN = 0，所以 µ1 = µ2。若 µ1 < µ2，电子自发地

从 2 流向 1。因此：处于热平衡的一个系统，无论由多少种材料拼接而成，费米能级处处相同；
外加电压 V 使两端的费米能级相差 qV（电压表测的正是费米能级之差除以 q）。能带图的全
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部规则都建立在这一点上。

当 E − EF ≫ kBT 时，分母中的 1 可以略去：

f(E) ≈ e−(E−EF)/kBT

(E − EF ≳ 3kBT ),
(4.2)

即熟悉的玻尔兹曼因子。E −EF = 3kBT 时近似值偏大 e−3 ≈ 5%（图 3(a)）。同理，能量为 E 的

状态空着（有一个空穴）的概率 1− f(E) ≈ e−(EF−E)/kBT（EF − E ≳ 3kBT）。

4.2 态密度

推导：导带底附近的态密度

考虑边长为 L0 的立方体晶体，采用周期性边界条件（波函数在相对两面取相同值），允许的波

矢为 k =
2π

L0
(nx, ny, nz)，nx,y,z 为整数。每个允许的 k 在 k 空间占体积 (2π/L0)

3。

第一步，能量低于 E 的状态对应 k 空间中半径 k =
√
2m∗(E − Ec)/h̄ 的球（式 (3.2)）。计入

每个 k 有两个自旋态，状态数为

N (E) = 2×
4
3πk

3

(2π/L0)3

=
L3
0

3π2

[
2m∗(E − Ec)

h̄2

]3/2
.

第二步，对 E 求导并除以体积 L3
0，得到单位体积、单位能量间隔内的状态数（态密度）：

g(E) =
1

2π2

(
2m∗

h̄2

)3/2√
E − Ec

(E > Ec).

(4.3)

结果与 L0 无关，正如应当的那样。

4.3 导带电子浓度与有效态密度

推导：非简并半导体的电子浓度

电子浓度等于态密度乘占据概率再对导带积分：n =
∫∞
Ec
g(E)f(E) dE。若 Ec − EF ≳ 3kBT，

整个导带都满足式 (4.2)。令 x = (E − Ec)/kBT：

n =
1

2π2

(
2m∗kBT

h̄2

)3/2

e−(Ec−EF)/kBT

×
∫ ∞

0
x1/2e−xdx.

积分等于
√
π/2（附录 A.1）。整理得

n = Nc e−(Ec−EF)/kBT ,

Nc ≡ 2

(
2πmckBT

h2

)3/2

.
(4.4)
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同理，价带中的空穴浓度
p = Nv e−(EF−Ev)/kBT ,

Nv ≡ 2

(
2πmvkBT

h2

)3/2

.
(4.5)

式 (4.4) 的含义很直观：导带像是在 Ec 处集中了 Nc 个“有效状态”，每个状态的占据概率是

玻尔兹曼因子。Nc 是能量在导带底以上约 kBT 范围内的状态数（图 3(b)：导带电子的平均动能
为 3

2kBT，与经典理想气体相同）。代入数值，2(2πm0kBT/h2)3/2 = 2.51× 1019 cm−3（300 K），乘
以 (1.18)3/2 与 (0.81)3/2 得 Nc = 3.2× 1019 cm−3，Nv = 1.8× 1019 cm−3，与文献值一致 [26]。

假设：非简并条件

式 (4.4)、(4.5)要求费米能级离两个带边都至少约 3kBT，即 n ≲ 0.05Nc ≈ 2×1018 cm−3（p同

理）。本讲的衬底（NA ∼ 1016–1018 cm−3）满足此条件；强反型层表面电子浓度可达 1019 cm−3

量级（图 5 情形约 7× 1018 cm−3），用式 (4.4) 会把电子浓度高估约 7%（费米–狄拉克积分的
数值），相应的表面势误差不到 0.1kBT/q；重掺杂的源、漏与多晶硅栅是简并的（费米能级进

入能带），只用到“EF 约在带边”这一结论。

−6 −4 −2 0 2 4 6 8
(E − EF)/kBT

10−4

10−3

10−2

10−1

100

占据
概率

E − EF = 3kBT误差 5%

(a)

费米–狄拉克 f
玻尔兹曼 e−(E − EF)/kBT

0 2 4 6 8
(E − Ec)/kBT

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

相对
大小

峰 kBT/2

平均 32 kBT

(b)
g(E)f(E)（归一化）
态密度 g ∝ √E − Ec

图 3 (a) 费米–狄拉克分布与玻尔兹曼近似（对数坐标）：E − EF > 3kBT 时二者相差不到 5%。(b) 非简
并情形下导带电子按能量的分布 g(E)f(E) ∝

√
E − Ec e−(E−Ec)/kBT：峰在导带底以上 kBT/2，平均动能

3
2kBT（脚本 scripts/fig_fd.py 用数值积分核对）。

4.4 质量作用定律与本征载流子浓度

把式 (4.4) 与式 (4.5) 相乘，EF 消去：

np = NcNv e−Eg/kBT ≡ n2i . (4.6)

这就是质量作用定律：在热平衡、非简并条件下，电子与空穴浓度之积只取决于材料与温度，与掺

杂无关。对于不掺杂的（本征）半导体，n = p = ni，

ni =
√
NcNv e−Eg/2kBT . (4.7)

代入硅的数值，ni =
√
3.2× 1.8 × 1019 × e−1.12/(2×0.02585) cm−3 ≈ 0.94 × 1010 cm−3。本讲取

ni = 1.0× 1010 cm−3[26]（较新的精密测量给出 9.65× 109 cm−3[27]，差别只使 ϕF 变化约 1 mV）。
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ni 对温度极为敏感：d lnni/dT = 3
2T +

Eg
2kBT 2 ≈ 0.077K−1，温度每升高约 9 K，ni 就翻一番。这

将决定 MOSFET 关断电流的温度依赖（例题 2）。

本征半导体的费米能级称为本征能级 Ei。由 n = p 与式 (4.4)、(4.5)，Ei = 1
2(Ec + Ev) +

1
2kBT ln(Nv/Nc)，对硅只比禁带中央低 7 meV，本讲把它取在禁带中央。用 Ei 作参考，式 (4.4)、
(4.5) 可以改写成（把 ni = Nce−(Ec−Ei)/kBT 代入相除）

n = ni e(EF−Ei)/kBT ,

p = ni e(Ei−EF)/kBT .
(4.8)

费米能级每比本征能级高 kBT，电子浓度就增大 e 倍、空穴浓度减小 e 倍。这是本讲最常用的一
对公式。

4.5 掺杂：施主、受主与费米势

定义：施主与受主

在硅（4 价）中掺入 5 价的磷（P）或砷（As），杂质原子与周围 4 个硅原子成键后多出一个电
子；这个电子只被杂质离子微弱地束缚，很容易进入导带，这种杂质叫施主（浓度 ND），掺施

主的半导体叫 n 型。掺入 3 价的硼（B），杂质原子成键时缺一个电子，很容易从价带夺取一
个电子（即向价带释放一个空穴），这种杂质叫受主（浓度 NA），掺受主的半导体叫 p 型。浓
度较高的载流子叫多子，另一种叫少子。

束缚能的估计 多出的电子与带正电的施主离子组成一个“类氢原子”，但它处在介电常数为 εs =

11.7ε0 的介质中，质量为有效质量 m∗。把氢原子结果中的 ε0 → εs、m0 → m∗：束缚能 Ed =

13.6 eV × m∗/m0

(εs/ε0)2
，玻尔半径 a = 0.053nm × εs/ε0

m∗/m0
。取电导有效质量 m∗ ≈ 0.26m0，得 Ed ≈

0.026 eV，a ≈ 2.4nm。实测磷与硼的电离能都约为 0.045 eV，砷为 0.054 eV[26]，量级正确。a 远
大于晶格常数（0.54nm），说明把晶体当作连续介质是自洽的。

室温下杂质几乎全部电离 束缚能与 kBT 相当，似乎只有一部分施主会电离；实际上导带有 Nc ∼
1019 cm−3 个有效状态可去，“熵”大大有利于电离。定量地，施主能级（能量 Ec − Ed）可以空

着（电离，1 种方式）或被一个电子占据（自旋向上或向下，2 种方式；由于库仑排斥不能放两个
电子）。由第 4.1 节的推导第三步，占据与电离的概率之比为 2e−(Ec−Ed−EF)/kBT；再用式 (4.4) 消
去 EF：

N0
D

N+
D

= 2
n

Nc
eEd/kBT . (4.9)

对 n = ND = 1017 cm−3 的磷掺杂硅，2× (1017/3.2× 1019)× e0.045/0.02585 = 0.036：只有约 3.5%
的施主未电离。本讲一律假定杂质完全电离。
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推导：掺杂半导体的载流子浓度与费米势

完全电离时，半导体内部的电中性条件为 p+ND = n+NA。与 np = n2i 联立，对 p型（ND = 0）

解二次方程：

p0 =
NA
2

+

√
N2

A
4

+ n2i ≈ NA,

n0 =
n2i
p0

≈ n2i
NA

(NA ≫ ni).

下标 0 表示衬底体内的平衡值。由式 (4.8)，p0 = nie(Ei−EF)/kBT，于是体内费米能级在本征能

级以下
Ei − EF = qϕF,

ϕF ≡ UT ln NA
ni
.

(4.10)

ϕF 叫费米势。对 n 型衬底，同样的定义给出负值 ϕF = −UT ln(ND/ni)。

例题：数值：本讲的“标准器件”

本讲反复使用一个参数组：p 型衬底 NA = 1017 cm−3，栅氧化层 tox = 10 nm，n+ 多晶硅栅，

300 K。此时 ϕF = 0.02585× ln(107) = 0.417V，p0 = 1017 cm−3，n0 = 103 cm−3。少子浓度

比多子小 14 个数量级——但下一节将看到，只要把表面的能带向下弯 2ϕF ≈ 0.83V，表面的
电子浓度就会升到 1017 cm−3。

5 前置模块 III：漂移、扩散与半导体静电学

5.1 漂移与迁移率

推导：德鲁德模型

导带电子在电场 E 中加速，又不断被晶格振动（声子）与杂质散射。把散射的平均效果写成一
个“阻尼力”−m∗v/τ（τ 为平均散射时间），电子的平均速度满足

m∗dv
dt = −qE − m∗v

τ
.

稳态时 v = − qτ

m∗E ≡ −µnE，µn = qτ/m∗ 叫电子的迁移率（单位速度/单位电场）。电流密度
为电荷密度乘平均速度：Jn = (−q)nv = qnµnE。空穴同理，Jp = qpµpE。

低掺杂硅中 µn ≈ 1400 cm2/(V s)，µp ≈ 450 cm2/(V s)[26]。由 µn = qτ/m∗（取 m∗ = 0.26m0），

τ ≈ 0.2ps；乘以热运动速度 2.3× 105 m/s[26]，平均自由程约 50nm。MOSFET 中的电子被栅电
场压在离界面约 1–2 nm 的薄层内，额外受到界面粗糙度的散射，反型层的有效迁移率 µeff 只有体

材料的 1/5 到 1/2，且随栅压增大而下降 [28]。电场很强时（≳ 104 V/cm）电子从电场获得能量的
速度超过散射带走能量的速度，漂移速度趋于饱和值 vsat ≈ 1× 107 cm/s[26]，第 7.9 节再讨论。
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5.2 扩散

推导：由一维随机行走推出菲克定律

设粒子每隔时间 τs 随机向左或向右跳一步，步长为 l，浓度 n(x) 随位置缓慢变化。考察穿过

平面 x 的净通量（单位时间、单位面积穿过的粒子数）：位于 x − l/2 附近一个步长内的粒子

有一半向右跳过平面，位于 x+ l/2 附近的有一半向左跳过。单位时间的净通量为

Φ =
1

2

l

τs

[
n
(
x− l

2

)
− n

(
x+ l

2

)]
≈ − l2

2τs

dn
dx ≡ −Ddn

dx.

这就是菲克定律，D = l2/2τs 叫扩散系数。粒子从浓处流向稀处，并不需要任何力——只是因

为浓处跳出的粒子更多。

电子带电 −q，扩散电流密度 Jn = (−q)Φ = qDn dn/dx；空穴为 Jp = −qDp dp/dx。于是电
子与空穴的总电流密度为

Jn = qnµnE + qDn
dn
dx,

Jp = qpµpE − qDp
dp
dx.

(5.1)

这叫漂移–扩散模型。

5.3 爱因斯坦关系

推导：由平衡态零电流推出 D = µkBT/q

考虑处于热平衡、但内部有静电势 ψ(x) 的半导体（例如掺杂不均匀）。电子在势场中的势能为

−qψ(x)，由玻尔兹曼分布，n(x) = nref eqψ(x)/kBT，于是

dn
dx =

q

kBT
n

dψ
dx = − q

kBT
nE .

热平衡时各处电流为零（否则能量会不断耗散）：0 = Jn = qnµnE + qDn

(
− q

kBT
nE

)
。对任意

E 成立，必须
Dn

µn
=
kBT

q
= UT ,

同理
Dp

µp
= UT .

(5.2)

这是爱因斯坦关系：扩散（无规热运动）与迁移率（对外力的响应）由同一个散射过程决定，

二者之比是热能 kBT。硅中 Dn = 1400× 0.02585 ≈ 36 cm2/s，与实测一致 [26]。
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5.4 准费米能级：漂移与扩散合为一项

定义：准费米能级

有电流时半导体不处于平衡，费米能级没有定义。但电子在导带内部的散射极快（∼ 0.1 ps），
导带电子自身在每一点都近似达到局部平衡。仿照式 (4.8)，用局部的电子浓度定义电子准费
米能级 EFn(x)：

n(x) = ni e[EFn(x)−Ei(x)]/kBT ,

p(x) = ni e[Ei(x)−EFp(x)]/kBT .
(5.3)

平衡时 EFn = EFp = EF。

推导：Jn = µnn dEFn/dx

第一步，静电势 ψ 使所有能级一起移动：Ei(x) =常数− qψ(x)（下一小节）。对式 (5.3) 第一
式取对数再求导：

1

n

dn
dx =

1

kBT

(
dEFn

dx + q
dψ
dx

)
.

第二步，代入式 (5.1) 并用爱因斯坦关系 qDn = µnkBT：

Jn = −qnµn
dψ
dx

+ µnkBT · n

kBT

(
dEFn

dx + q
dψ
dx

)
= µnn

dEFn
dx .

漂移项与扩散项中含 dψ/dx 的部分正好相消。空穴同理：Jp = µpp dEFp/dx。

要点：准费米能级的作用

• 平衡（J = 0）⇔ 准费米能级平直；有电流 ⇔ 准费米能级倾斜，倾斜率与“载流子浓度
× 迁移率”成反比。

• 漂移与扩散不必分开讨论：电流只由准费米能级的梯度驱动。MOSFET 中，强反型时电
流以漂移为主、亚阈值时以扩散为主，但两种情形都由同一个公式 (7.1) 描述（第 7 节）。

• 把电子准费米能级写成 EFn = −qV，V 就是“电子所感受到的电压”：接在半导体上的
金属电极测到的正是 V。

5.5 能带图、泊松方程与德拜屏蔽

能带图就是电势图 若半导体中有静电势 ψ(x)，一个电子在 x 处的额外势能为 −qψ(x)。这对导
带底、价带顶、本征能级都一样，所以

Ec(x) = Ec0 − qψ(x),

Ev(x) = Ev0 − qψ(x),

Ei(x) = Ei0 − qψ(x),

(5.4)
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下标 0 表示体内（ψ = 0）。“能带弯曲”就是静电势的空间变化：电势高处能带低。平衡时 EF 平

直，代入式 (4.8) 与式 (4.10)：
n(x) = n0 eψ(x)/UT ,

p(x) = p0 e−ψ(x)/UT .
(5.5)

这就是电子与空穴各自在势能 ∓qψ 中的玻尔兹曼分布。

推导：一维泊松方程

设一切只随 x 变化。在 x 与 x + dx 之间取截面积为 A 的薄片，对它用电介质中的高斯定理

（电位移 D = εsE 的通量等于自由电荷）：[D(x+ dx)−D(x)]A = ρAdx，即 εs dE/dx = ρ。再

用 E = −dψ/dx：
d2ψ

dx2 = − ρ

εs
,

ρ = q (p− n+ND −NA).

(5.6)

这里的“自由电荷”是载流子与电离杂质；硅原子的极化已经包含在介电常数 εs = 11.7ε0 中。

对一个跨过两种介质界面的薄片用同样的高斯定理，得到界面条件：若界面上没有自由电荷，

εoxEox = εsEs（电位移法向分量连续）。

推导：德拜屏蔽

在 p 型体内（ρ = 0 时 p0 − n0 = NA）加一个小的电势扰动 |ψ| ≪ UT。由式 (5.5) 展开到一
阶：p− n−NA ≈ p0(1− ψ/UT )− n0(1 + ψ/UT )−NA = −(p0 + n0)ψ/UT。代入泊松方程：

d2ψ

dx2 =
ψ

L2
D
,

LD ≡

√
εsUT

q(p0 + n0)
.

(5.7)

在 x > 0 中有界的解是 ψ = ψ(0)e−x/LD：外加电场被载流子的重新分布屏蔽，只能伸进约一

个德拜长度 LD。

NA = 1017 cm−3 时 LD = 12.9nm；NA = 1015 cm−3 时为 129nm。金属中电子浓度约
1022 cm−3，屏蔽长度不到 0.1nm1，外加电场完全进不去——这说明了场效应器件为什么必须用

半导体而不能用金属薄膜：在金属中电场只能改变表面一个原子层内的电荷，与整个薄膜的电子总

数相比微不足道。半导体载流子少，电场能伸进几十纳米，同时“感应电荷”本身就足以与原有载

流子相比。

6 MOS 电容：栅电场如何弯曲能带

6.1 结构与理想化假设

MOS 电容由栅（金属或重掺杂多晶硅；多晶硅是由许多微小晶粒组成的硅，重掺杂后像金属
一样导电，耐高温工艺）、栅氧化层（SiO2，厚 tox）和半导体衬底组成，衬底背面接地。它就是一

1金属中的电子是简并的，屏蔽长度应当用托马斯–费米公式计算，但数量级仍是一个原子间距。
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个平行板电容器，只是下极板换成了半导体。

假设：理想 MOS 结构

• 一维：栅的面积远大于 tox 与半导体中电场的穿透深度，一切只随 x 变化；

• 氧化层是理想绝缘体，没有电流穿过（第 9.4 节讨论极薄氧化层的隧穿）；

• 半导体均匀掺杂、杂质完全电离、非简并；半导体中处于热平衡（没有电流），费米能级
平直；

• 先假定氧化层中和界面上没有电荷，第 6.2、6.7 节再计入固定电荷与界面陷阱。

6.2 功函数与平带电压

定义：真空能级、功函数、电子亲和能

真空能级 Evac 是一个电子静止于材料表面外附近时的能量。金属的功函数 qϕm = Evac − EF；

半导体的电子亲和能 qχ = Evac −Ec（硅 χ = 4.05 V[26]），其功函数 qϕs = Evac −EF 随掺杂

而变。对 p 型衬底，Ec − EF = Eg/2 + qϕF，所以 ϕs = χ + Eg/2q + ϕF。记 ϕms ≡ ϕm − ϕs

（功函数差）。

推导：栅与衬底之间的静电势差

真空能级就是“−q× 静电势”（加一个常数），所以栅与衬底体内的静电势差 Φg − Φbulk =

−(Evac,g − Evac,s)/q。用功函数的定义把真空能级换成费米能级：

Evac,g − Evac,s

= (EF,g + qϕm)− (EF,s + qϕs)

= (EF,g − EF,s) + qϕms.

外加栅压 VG（栅相对衬底）使两边费米能级相差 EF,g −EF,s = −qVG（第 4.1 节要点）。于是

Φg − Φbulk = VG − ϕms = Vox + ψs, (6.1)

最后一步说明：这个静电势差一部分降在氧化层上（Vox），一部分降在半导体中（表面势 ψs，

即表面相对体内的电势）。

当 VG = ϕms 时，各处都没有电场，能带是平的，这个栅压叫平带电压。即使 VG = 0，只要

两种材料的功函数不同，用导线连接后电子就会从功函数小的一侧流向大的一侧，直到费米能级对

齐，此时电容器已经带电、能带已经弯曲。

若 Si/SiO2 界面附近有单位面积为 Qf 的固定正电荷（热氧化工艺的残余，现代工艺中约

1010 q cm−2[27]），平带时半导体中没有电荷，由高斯定理，栅上的电荷 QG = −Qf，氧化层上

的电压 Vox = QG/Cox。所以

VFB = ϕms −
Qf
Cox

, Cox =
εox
tox

. (6.2)

多晶硅栅：重掺杂 n+ 多晶硅的费米能级约在导带底，ϕm ≈ χ，于是 ϕms ≈ −(Eg/2q + ϕF)；p+
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多晶硅的 EF 约在价带顶，ϕm ≈ χ + Eg/q，ϕms ≈ Eg/2q − ϕF。标准器件（n+ 栅）：VFB =

−(0.56 + 0.417) = −0.98V，Cox = 3.9× 8.854× 10−12 F/m/10nm = 3.45× 10−3 F/m2。

6.3 栅压的分配与三个工作区

设半导体中单位面积的总电荷为 Qs。整个结构电中性，栅上的电荷为 QG = −Qs（固定电荷已

归入 VFB）。氧化层中没有电荷，其中电场均匀，由高斯定理 Eox = QG/εox，Vox = Eoxtox = −Qs/Cox。

代入式 (6.1)：

VG = VFB + ψs −
Qs(ψs)

Cox
(6.3)

这是 MOS 静电学的总方程：栅压一部分降在半导体表面（ψs），一部分降在氧化层上（−Qs/Cox）。

剩下的任务是求出半导体的“电荷–电压关系”Qs(ψs)。在此之前，先定性看三种情形（图 4）：

• 积累（VG < VFB，ψs < 0）：栅带负电，表面能带向上弯，由式 (5.5)，表面空穴浓度 p0e|ψs|/UT

指数增大，多子在表面“积累”，Qs > 0。

• 耗尽（0 < ψs < ϕF，即 VG 介于 VFB 与使 ψs = ϕF 的栅压之间）：栅带正电，空穴被推离表

面，留下带负电的电离受主，形成没有可动载流子的耗尽层。

• 反型（ψs > ϕF）：表面的 Ei 降到 EF 以下，由式 (4.8)，表面电子比空穴多，p 型表面“反
转”成 n 型。ϕF < ψs < 2ϕF 叫弱反型，ψs > 2ϕF 叫强反型（判据的由来见第 6.6 节）。反
型层中的电子与衬底之间隔着耗尽层，这层电子就是 MOSFET 的导电沟道。

0 50 100 150
x / nm

−2.0
−1.5
−1.0
−0.5

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0

电子
能量

 / eV

SiO2

EF, g

栅

qψs

积累：VG = −1.78 V，ψs = −0.11 V
Ec

Ev

Ei

EF

0 50 100 150
x / nm

SiO2

EF, g

栅

qψs

耗尽：VG = −0.38 V，ψs = 0.32 V

0 50 100 150
x / nm

SiO2

EF, g

栅

qψs

反型：VG = 1.34 V，ψs = 0.97 V

图 4 标准器件（NA = 1017 cm−3，tox = 10 nm，n+多晶硅栅）在积累、耗尽、反型三种状态下的能带图，能量
零点取衬底费米能级 EF。Ec、Ev、Ei 由一维泊松方程的数值解（有限差分 +牛顿迭代，scripts/mos1d.py）
按式 (5.4) 画出；箭头为 qψs。左侧灰色区为栅，其费米能级 EF,g = EF − qVG；米色窄条为氧化层（氧化
层的能带远超出图示范围，未画）。反型时表面的 Ei 已低于 EF。



6 MOS 电容：栅电场如何弯曲能带 19

6.4 泊松方程的第一积分：表面电荷的精确式

推导：Qs(ψs)

第一步，写出电荷密度。由式 (5.5) 与体内电中性 p0 − n0 −NA = 0：

ρ(ψ) = q
[
p0

(
e−ψ/UT − 1

)
− n0

(
eψ/UT − 1

)]
.

ρ 只通过 ψ 依赖于 x，这是能求出第一积分的关键。

第二步，泊松方程两边乘以 2dψ/dx。左边 2ψ′ψ′′ = d(ψ′2)/dx；右边 − 2
εs
ρ(ψ)ψ′ =

− 2
εs

d
dx

∫ ψ
0 ρdψ′。从深处体内（ψ = 0，ψ′ = 0）积分到 x：(

dψ
dx

)2

= − 2

εs

∫ ψ

0
ρ(ψ′) dψ′.

第三步，完成积分（
∫ ψ
0 (e∓u/UT − 1)du 是初等积分）：(

dψ
dx

)2

=
2qp0UT
εs

F 2(ψ),

F 2 =
(
e−ψ/UT + ψ/UT − 1

)
+
n0
p0

(
eψ/UT − ψ/UT − 1

)
.

(6.4)

第四步，求半导体中的总电荷。取一个柱体，上底在界面内侧，下底在深处体内（那里没有电

场）。由高斯定理，柱内电荷等于电位移穿出柱面的通量：Qs = −εsEs，Es = −ψ′(0) 为表面电

场（指向 +x 为正）。ψs > 0 时 ψ 向体内减小，ψ′(0) < 0，Es > 0，Qs < 0。于是

Qs(ψs) = − sgn(ψs)

×
√
2εskBTp0 F (ψs).

(6.5)

式 (6.5)在第 6.1节的假设下是精确的。F 2 中的三类项各有物理意义（另有常数 −1）：e−ψ/UT

来自空穴（积累），ψ/UT 来自电离受主（耗尽），(n0/p0)eψ/UT 来自电子（反型）。注意 n0/p0 =

(ni/NA)
2 = e−2ϕF/UT，所以电子项可以写成 e(ψ−2ϕF)/UT。三个区的近似（图 6(a)）：

积累 (−ψs ≫ UT ) :

Qs ≈
√

2εskBTNA e−ψs/2UT , (6.6)

耗尽与弱反型 (UT ≪ ψs ≲ 2ϕF) :

Qs ≈ −
√
2εsqNA(ψs − UT ), (6.7)

强反型 (ψs ≳ 2ϕF + 4UT ) :

Qs ≈ −
√
2εskBTNA e(ψs−2ϕF)/2UT . (6.8)

积累与强反型时，|Qs| 每增大 e 倍，ψs 只需增加 2UT ≈ 52mV；耗尽时 |Qs| ∝
√
ψs，增长很慢。
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6.5 耗尽近似

假设：耗尽近似

在 0 < x < Wd 内可动载流子全部被耗尽，ρ = −qNA；在 x > Wd 处半导体电中性，ρ = 0。

适用条件：UT ≪ ψs ≲ 2ϕF。理由：由式 (5.5)，电势每升高 UT，空穴浓度降到 1/e；空穴从
p0 降到可以忽略的过渡区只有约一个德拜长度宽，而 Wd/LD =

√
2ψs/UT（由下面的结果），

ψs = 2ϕF 时约为 8。被忽略的效应：过渡区的拖尾（给出式 (6.7) 中的 −UT 修正）与反型电
子。

推导：耗尽层宽度与电荷

在耗尽层内 ψ′′ = qNA/εs。边界条件：x = Wd 处 ψ = 0、ψ′ = 0（与中性区平滑相接）。积分

两次：ψ(x) =
qNA
2εs

(Wd − x)2。令 x = 0 处 ψ = ψs：

Wd =

√
2εsψs
qNA

,

Qd = −qNAWd = −
√
2εsqNAψs.

(6.9)

检验：与精确解的比较

• 式 (6.9) 中的 Qd 与精确式的耗尽区极限 (6.7) 只差 ψs → ψs − UT，在 ψs = 2ϕF 时相对

误差为 UT /(4ϕF) = 1.6%。

• 图 5 把耗尽近似的抛物线电势与泊松方程的数值解比较：ψ(x) 几乎重合；电荷密度的数
值解在 Wd 处不是台阶而是宽约 2LD 的过渡区。

• 量纲：εsψs/(qNA) 的单位是 (F/m) · V/(C/m3) = m2，正确。标准器件在 ψs = 2ϕF =

0.833V 时 Wd = 104 nm，Qd = −1.66× 10−3 C/m2（每平方厘米约 1.04× 1012 个电离

受主）。

耗尽层的小信号电容为

Cd ≡ −dQd
dψs

=

√
εsqNA
2ψs

=
εs
Wd

, (6.10)

恰好是极板间距为 Wd 的平行板电容：ψs 变化时，电荷的增减发生在耗尽层边缘。

6.6 强反型与阈值电压

判据 ψs = 2ϕF 的由来 由式 (5.5)，表面电子浓度 ns = n0eψs/UT。当 ψs = 2ϕF 时，ns =

(n2i /NA)(NA/ni)2 = NA：表面 n 型的程度与体内 p 型的程度相同。这是一个约定，但它标出了
一个物理上的转折：式 (6.4) 中电子项 e(ψ−2ϕF)/UT 在 ψ = 2ϕF 时为 1，受主项 ψ/UT ≈ 32；此后

电子项指数增长，在 ψs − 2ϕF = UT ln(ψs/UT ) ≈ 3.5UT ≈ 0.09V 时超过受主项（脚本 fig_qs.py
数值求得 3.55UT）。超过这一点后，表面势只需再增加很少，反型电荷就能大量增加——表面势被

“钉”在 2ϕF 附近。
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图 5 标准器件在 VG = VT +0.5V（ψs = 0.943V）时半导体中的 (a) 电势、(b) 载流子浓度、(c) 电荷密度：
一维泊松方程数值解（实线）与耗尽近似（虚线）。数值解的表面电场与第一积分 (6.4) 相差 < 10−5。(b) 中
表面电子浓度约 7× 1018 cm−3，在约 1 nm 内下降到 1/e；(c) 中这层反型电子表现为表面处的尖峰。

推导：阈值电压与反型层电荷

在强反型区把半导体电荷分成两部分：Qs = Qd +Qn，Qd 为耗尽层的电离受主，Qn 为反型层

电子。

第一步（近似）：强反型时 ψs ≈ 2ϕF 不再变化，所以耗尽层也不再加宽，Qd ≈ −
√
2εsqNA · 2ϕF

为常数。

第二步，代入栅压方程 (6.3)：VG = VFB +2ϕF − (Qd +Qn)/Cox。阈值电压定义为反型层电荷

外推到零（Qn = 0）时的栅压：

VT = VFB + 2ϕF

+

√
2εsqNA · 2ϕF

Cox

(6.11)

第三步，两式相减（适用于 VG > VT）：

Qn = −Cox(VG − VT) (6.12)

阈值以上，栅压每增加 1 V，表面就多出 Cox × 1V 的电子——就像普通电容器的下极板一样。

VT 的三项依次是：消除功函数差与固定电荷所需的栅压、把能带弯曲 2ϕF 所需的半导体电压

降、支撑耗尽层电荷所需的氧化层电压。标准器件：VT = −0.977 + 0.833 +
1.663× 10−3 C/m2

3.453× 10−3 F/m2
=

0.338V。

检验：式 (6.12) 有多准？

图 6(c) 把式 (6.12) 与精确解（由式 (6.3)、(6.5) 解出 ψs，再对电子浓度积分求 Qn）比较。精

确的 Qn 与 Cox(VG − VT) 之比（scripts/verify_qn.py）：

VG − VT 0.25 V 0.5 V 1.0 V 1.5 V 2.0 V

标准器件（tox = 10 nm） 0.615 0.742 0.838 0.879 0.903
tox = 5 nm 0.562 0.713 0.822 0.868 0.893
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也就是说，过驱动 0.5 V 时式 (6.12) 把反型电荷（因而把第 7 节的线性区电流）高估约 35%，
1 V 时仍高估约 20%；数字电路正好工作在 VG − VT ≈ 0.5–0.8 V 这一段。差别来自两处：

• 斜率：ψs 并非严格不变。由式 (6.8)，|Qn| ≈
√
2εskBTNAe(ψs−2ϕF)/2UT，所以“反型层

电容”Cinv ≡ −dQn/dψs = |Qn|/2UT 有限；它与 Cox 串联，局部斜率 −dQn/dVG =

CoxCinv/(Cox + Cinv + Cd)。|Qn| = Cox × 1V 时 Cinv ≈ 19Cox，斜率约 0.94Cox；越靠

近阈值，Cinv 越小，斜率越低。

• 截距：记 ∆ ≡ ψs − 2ϕF。由上式反解，∆ = 2UT ln
(
|Qn|/

√
2εskBTNA

)
，对标准器件

VG−VT = 0.5、1.0、1.5 V时分别为 0.110、0.139、0.156 V（数值解）。表面势多出∆时，耗尽

层也随之加深，多吸收 Cd∆的电荷，所以栅压方程给出 −Qn/Cox ≈ VG −VT −m∆(VG)，

m = 1+Cd/Cox（即第 7.7 节的体因子）。在某一过驱动 Vov 处作切线外推到 Qn = 0：因

d∆/dVG ≈ 2UT /Vov，到一阶，外推截距

V ∗
T − VT ≈ m

[
∆(Vov)− 2UT

]
（推导与实验题第 (6) 问相同，verify_sympy.py 核对）。所以 V ∗

T 依赖拟合区间：用

VG − VT = 1–2 V 的数据作直线拟合得 V ∗
T − VT = 0.135V（斜率 0.967；切点 1.5 V 处

m(∆− 2UT ) = 0.135V）；用 0.3–0.8 V的数据只得 0.090V（斜率 0.910）。本讲图 6(c)与
图 9用 VG = 1.2–2.0 V（VG−VT = 0.86–1.66 V）拟合，得 V ∗

T = VT+0.128V = 0.466V。

结论：式 (6.11)、(6.12) 抓住了物理，但阈值上偏 0.1 V 量级，VG −VT ≲ 0.5V 时 |Qn| 被高估
30% 以上。实测器件的阈值都是按某种约定（如在指明区间内的线性外推）提取的，比较阈值
时必须说明约定与区间。
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高栅压段直线外推

图 6 标准器件的 MOS 静电学。(a) 半导体表面电荷 |Qs| 与表面势：精确式 (6.5) 与三个区的近似 (6.6)–
(6.8)；ψs = 0 处 Qs 变号。(b) 表面势随栅压的变化：越过 VT 后 ψs 几乎被钉住。(c) 反型层电荷：精确解、
式 (6.12) 与 VG = 1.2–2.0V 段的直线外推（截距 V ∗

T = VT + 0.128V；截距依赖拟合区间，见检验框）。

反型层有多薄 表面附近 ψ ≈ ψs − Esx，由式 (5.5)，电子浓度按 e−Esx/UT 衰减，厚度约 UT /Es。

图 5 的情形 Es ≈ 2.9× 107 V/m，厚度约 0.9nm（数值解中降到 1/e 的深度为 1.0nm）。电子被关
在宽约 1 nm 的三角形势阱中，这已接近电子的德布罗意波长，量子化效应会使电子的平均位置离
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开界面 1–2 nm，并使阈值电压略有升高 [28]。本讲用经典统计，这一修正不影响主要结论。

p 沟道 在 n 型衬底上，一切符号反过来：栅压要足够负，表面才反型为 p 型（空穴沟道），
VT = VFB − 2|ϕF| −

√
2εsqND · 2|ϕF|/Cox < 0，Qp = −Cox(VG − VT) > 0。

交互演示：MOS 结构的能带图与电荷分布。拖动栅压 VG，观察表面势 ψs、耗尽层宽度与反型层电荷
如何变化；可调衬底掺杂 NA 与氧化层厚度 tox。计算用泊松方程第一积分的精确式（数值求 ψ(x)），
读数中给出 VFB、VT、2ϕF 与当前所处的工作区。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 mosfet-band）。

6.7 界面陷阱：表面态为什么能让场效应“消失”

定义：界面陷阱密度

半导体表面的原子少了一侧的邻居，留下未成键的轨道（“悬挂键”），在禁带中形成局域的电

子能级，叫表面态；在 Si/SiO2 界面上它们叫界面陷阱。设单位面积、单位能量间隔内的界面

陷阱数为 Dit（常用单位 cm−2 eV−1），并设它们与半导体交换电子足够快，占据情况由表面处

的 EF 决定（低于 EF 的填满，高于的空着）。

推导：界面陷阱电容

表面势增加 dψs，表面处的能带相对 EF 下移 q dψs，于是能量宽度为 q dψs 的一段陷阱从 EF

之上移到之下而被电子填满，界面电荷变化 dQit = −q ·Dit · q dψs。定义界面陷阱电容

Cit ≡ −dQit
dψs

= q2Dit. (6.13)

（若 Dit 以 cm−2 eV−1 为单位，则 Cit 的数值 = 1.602× 10−19 ×Dit，单位 F/cm2。）界面电荷

与半导体电荷一起出现在栅压方程中：VG = VFB + ψs − (Qs +Qit)/Cox。对 ψs 求导：

dVG
dψs

= 1 +
Cs + Cit
Cox

,

Cs ≡ −dQs
dψs

.

(6.14)

式 (6.14) 是一个电容分压器：Cox 与 (Cs +Cit) 串联，栅压的变化按电容的反比分配。栅上新

增的电荷 dQG 在半导体（Cs）与陷阱（Cit）之间按电容正比分配：只有比例 Cs/(Cs + Cit) 进入

半导体，其余被陷阱俘获、不能导电。

要点：表面态的屏蔽与 Si/SiO2 界面的意义

• 裸露的半导体表面每平方厘米约有 1015 个表面原子，若其中百分之几的悬挂键在禁带中

提供能级，Dit ∼ 1013–1014 cm−2 eV−1，Cit ∼ 10−6–10−5 F/cm2，比半导体的电容大一

到两个数量级：栅上的电荷几乎全被表面态吸收，表面势几乎不动（“费米能级钉扎”），

电导几乎不变。这就是 1940 年代场效应实验失败的原因（例题 1 定量讨论）。

• 热生长的 SiO2 使界面上的硅原子几乎都成键，再经含氢气氛退火，现代工艺的 Dit ∼
1010 cm−2 eV−1[27, 28]，Cit ≈ 1.6×10−9 F/cm2，比 Cox（10 nm氧化层为 3.5×10−7 F/cm2）
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小两个数量级以上。Atalla 的热氧化工艺 [11] 因此成为 MOSFET 的前提。

• 即使 Dit 不大，它也使亚阈值摆幅变差（第 8.3 节）；实验题就用这一点测 Dit。

6.8 C–V 特性

推导：MOS 电容的小信号电容

在直流栅压上叠加一个小的交变电压 δVG，测得栅上电荷的变化 δQG，C ≡ δQG/δVG（单位

面积）。由式 (6.3)（先不计界面陷阱）与 QG = −Qs：δVG = δψs + δQG/Cox，δQG = Csδψs。

消去 δψs：
1

C
=

1

Cox
+

1

Cs
. (6.15)

由式 (6.5) 可以算出 Cs(ψs)，再由式 (6.3) 把横轴换成 VG，就得到图 7 的 C–V 曲线。几个特
征值：

• 积累：Cs 随 |ψs| 指数增大，C → Cox。用积累区电容可以测氧化层厚度。

• 平带：把式 (6.4) 在 ψ → 0 展开，F 2 ≈ 1
2(1 + n0/p0)(ψ/UT )

2，代入式 (6.5) 求导得 Cs(0) =

εs/LD（LD即式 (5.7)）：平带时电荷变化发生在约一个德拜长度内。标准器件 CFB/Cox = 0.70。

• 耗尽：Cs = Cd = εs/Wd 随栅压增大而减小。

• 反型：结果取决于测量频率。若反型层电子能跟上交变电压（低频），Cs 由反型层贡献，指数

增大，C 回到 Cox；若跟不上（高频），反型电荷保持直流值，交变电荷只能在耗尽层边缘增减，

Cs ≈ εs/Wd，Wd停在强反型时的最大值附近，C 停在最小值 Cmin = (1/Cox +Wd,max/εs)
−1。

为什么低频与高频不同 在一个单独的 MOS 电容里，反型层电子没有现成的来源，只能靠耗尽区
中的热产生：价带电子被热激发到导带，产生电子–空穴对，电场把空穴推向体内，把电子拉到表面。
耗尽区中单位体积的热产生率约为 ni/τg，τg 叫产生寿命，优质硅中为微秒到毫秒 [27]；单位面积的
产生电流约为 Jg ≈ qniWd/τg。交变电压只要求反型电荷作很小的增减，但增减的速率同样受这一

产生（及其逆过程复合）的限制。小信号下，反型层像一个电容 Cinv = |Qn|/2UT（第 6.6节检验框），
经由产生–复合过程充放电：设反型层电子的准费米能级相对衬底偏离 δV（以电压计），耗尽区的

净产生电流约为 Jg(1−eδV /UT )（δV = 0时产生与复合抵消；δV > 0时 np > n2i，复合占优），小信

号下为 −JgδV /UT，相当于电导 Jg/UT。于是响应时间 τR ∼ CinvUT /Jg = |Qn|/2Jg。刚进入强反

型时 |Qn|与 qNAWd 同量级，代入 Jg 得 τR ∼ 1
2(NA/ni)τg；更仔细的分析给出 τR ≈ 2τgNA/ni[27]，

与粗估同量级。标准器件取 τg = 1 µs，τR ≈ 2 × 107 × 1µs = 20 s。所以即使在 1 Hz 下反型层
也跟不上，常规的 1 MHz 测量给出的是高频曲线；低频曲线要用很慢的线性扫描、测量位移电流
的“准静态”方法得到。若栅压扫描得太快，连直流反型层都来不及形成，半导体进入深耗尽，Wd

继续增大，C 降到 Cmin 以下（图 7 点线）。在 MOSFET 中情形不同：重掺杂的源、漏区就在旁
边，电子沿沟道流进流出，所需时间约为渡越时间 L2/(µeffV )（取 µeff = 300 cm2/(V s)，L = 1 µm、
V = 1V 时约 33 ps，L = 10 µm 时约 3.3 ns；按实验题器件的 µ0 = 425 cm2/(V s)，L = 10 µm 时
约 2.4 ns），所以栅到沟道的电容在常规测量频率下也遵循低频曲线。
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图 7 标准器件的 C–V 曲线（scripts/fig_cv.py）。低频：Cs = −dQs/dψs 由精确式 (6.5) 数值求导；高
频：直流表面势含反型层，小信号只由耗尽层边缘的多子响应；深耗尽：反型层未形成。CFB = 0.70Cox 与
εs/LD 的串联值一致；点划线为由耗尽近似在 ψs = 2ϕF 处算得的 Cmin = 0.224Cox，强反型时表面势比 2ϕF

再高约 0.15 V，耗尽层略宽，高频电容实际停在 0.21Cox 附近。

由高频 C–V 曲线可以测衬底掺杂：Cox 给出 tox，Cmin 给出 Wd,max = εs(1/Cmin − 1/Cox)，

再由 Wd,max =
√
2εs · 2ϕF/(qNA)（ϕF 本身依赖 NA，迭代求解）得 NA。实验题第 (1) 问就做这

件事，第 (7) 问再讨论上图注中提到的系统误差。

要点：MOS 电容小结

• 总方程 VG = VFB + ψs −Qs(ψs)/Cox；Qs(ψs) 由泊松方程第一积分精确给出（式 (6.5)）。

• 耗尽近似：Wd =
√
2εsψs/qNA，Qd = −

√
2εsqNAψs，Cd = εs/Wd。

• 强反型 ψs ≈ 2ϕF（实际高出 0.1–0.15 V）；VT = VFB + 2ϕF +
√
4εsqNAϕF/Cox，Qn ≈

−Cox(VG − VT)（VG − VT = 0.5 V 时把 |Qn| 高估约 35%，外推阈值依赖拟合区间）。

• 界面陷阱与半导体并联分走栅电荷；C–V 曲线由串联电容 Cox、Cs 决定，高低频之差来

自少子的产生时间。

7 MOSFET 的电流

7.1 预备：pn 结与内建电势

MOSFET 的源、漏与衬底之间是 pn 结，下面几节反复用到它的三个性质。

前置知识：pn 结、内建电势、正偏与反偏

• 形成：把 n 型区与 p 型区接在一起，n 区的电子向 p 区扩散、p 区的空穴向 n 区扩散，
在交界处留下不能移动的电离施主（+）与电离受主（−），形成没有可动载流子的空间
电荷区（耗尽区）。其中的电场阻止进一步扩散。平衡时费米能级处处相等（第 4.1 节要
点），所以两侧能带相对错开。
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• 内建电势：远离交界处，n区 Ec−EF = kBT ln(Nc/ND)，p区 EF−Ev = kBT ln(Nv/NA)

（式 (4.4)、(4.5)，设 n = ND、p = NA）。p 区导带底比 n 区高出

qVbi = Eg − (Ec − EF)n

− (EF − Ev)p

= kBT ln NAND
NcNve−Eg/kBT

= kBT ln NAND
n2i

,

最后一步用了式 (4.6)。Vbi 叫内建电势，等于两侧费米势的大小之和。n+ 源漏（ND ∼
1020 cm−3，已简并，上式只给估计）与 NA = 1017 cm−3 的衬底之间 Vbi ≈ 1V；与不掺
杂的硅之间约 Eg/2q ≈ 0.5V（n+ 区 EF 在导带底，本征区在禁带中央）。

• 正偏与反偏：在 p 区相对 n 区加电压 V，势垒变为 q(Vbi − V )。V > 0（正偏）时势垒

降低，能越过它的多子按玻尔兹曼因子 eV /UT 增多，电流很大；V < 0（反偏）时势垒升

高，多子过不去，只有扩散到耗尽区边缘的少数载流子被结电场扫过去，电流很小且几

乎与电压无关。反偏时耗尽区加宽。若一侧重掺杂（如 n+p 结），耗尽区几乎全在轻掺杂
一侧，宽度与 MOS 耗尽层的式 (6.9) 同形：W =

√
2εs(Vbi − V )/(qNA)。

7.2 器件结构与工作方式

在 MOS 电容的两侧各做一个重掺杂的 n+ 区，就得到 n 沟道 MOSFET（图 8）。两个 n+ 区

分别叫源（S）和漏（D），它们之间、栅下方的区域长 L、宽 W，叫沟道区；衬底（B，也叫体）
通常与源相连。以源为电压参考点，记 VGS、VDS 为栅、漏相对源的电压。

• VGS < VT：源与漏之间是 p 型区，n+ 源–p–n+ 漏构成两个背靠背的 pn 结，无论 VDS 正负

总有一个结反偏（第 7.1 节），几乎没有电流——开关关断。

• VGS > VT：栅下表面反型为 n 型，这层电子把源与漏连通——开关导通，电流的大小由反型
层电荷（即栅压）控制。

源、漏是电子的“仓库”：重掺杂区中电子极多，其准费米能级就是接在上面的金属电极的费米能

级。取源端的电子准费米能级为能量零点，则漏端 EFn(漏) = EFn(源)− qVDS。沟道中记 EFn(y) =

−qV (y)，V (y) 从 V (0) = 0 变到 V (L) = VDS，称为沟道电势（电子准费米势）。

定义：MOSFET 的类型

• n 沟道与 p 沟道：p 型衬底、n+ 源漏、电子导电的叫 n 沟道（nMOS）；n 型衬底、p+

源漏、空穴导电的叫 p 沟道（pMOS），其电压、电流符号全部相反。

• 增强型与耗尽型：VGS = 0 时没有沟道、需要加栅压才导通的叫增强型（n 沟道 VT > 0）；

VGS = 0 时已有沟道（例如在沟道区注入施主）、需加反向栅压才关断的叫耗尽型（n 沟
道 VT < 0）。逻辑电路几乎只用增强型。
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p 型衬底（NA）

n +  源 n +  漏

耗尽区边界反型层（沟道）

SiO2
栅（n +  多晶硅或金属）S

G
D

B（衬底，接地）

VS = 0 VGS VDS > 0

y
x

L

沟道宽度 W 沿垂直纸面方向；电子由源流向漏，电流 ID 由漏流入。

图 8 n 沟道增强型 MOSFET 的剖面（示意，未按比例）。坐标原点取在源端沟道起点的 Si/SiO2 界面上：
x 垂直界面指向衬底，y 沿沟道从源指向漏。图中反型层向漏端变薄，表示 VDS 较大时漏端沟道电荷减少
（第 7.6 节）；漏端附近耗尽区加宽，因为那里沟道电势更高。

7.3 沟道电流的一般表达式

推导：ID = −WµQn dV /dy

第一步，由第 5.4 节，电子电流密度的 y 分量 Jn,y = µn dEFn/dy。沟道中 EFn = −qV (y)，所

以 Jn,y = −qµn dV /dy。
第二步，对沟道横截面积分。设 µ 在反型层内为常数（用有效迁移率 µeff 代表平均值），并设

电子准费米势在同一截面上不随深度 x 变化（电子只沿 y 流动），沿 +y 方向的电流为

Iy =W

∫
Jn,y dx = −qµW

(∫
n dx

)
dV
dy

= µWQn
dV
dy ,

其中 Qn = −q
∫
n dx < 0 是单位面积反型层电荷。

第三步，电子从源流向漏，电流从漏流入器件，所以漏极电流 ID = −Iy：

ID = −WµQn(y)
dV
dy . (7.1)

第四步，栅极不导电、沟道中没有产生与复合，电流处处相同，ID 与 y 无关。两边对 y 从 0
积分到 L，并把 Qn 看作 V 的函数（这一步需要下一小节的渐变沟道近似），换积分变量为 V：

ID =
Wµ

L

∫ VDS

0

[
−Qn(V )

]
dV. (7.2)

式 (7.2) 把问题化成了求“沟道电势为 V 处的反型层电荷”Qn(V )。它同时包含了漂移与扩散

（第 5.4 节），用一维 MOS 的精确解计算 Qn(V ) 再数值积分，叫 Pao–Sah 模型 [29]；本讲的数值
图都以它为“精确解”。
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7.4 渐变沟道近似

前置知识：二维泊松方程

若电势依赖于 x 与 y，在 xy 平面内取边长 dx、dy 的小矩形柱体（沿 z 方向长 W），用高斯

定理：穿出左右两面的电位移通量差为 εs
∂Ex
∂x dx ·Wdy，上下两面为 εs

∂Ey
∂y dy ·Wdx，二者之和

等于柱内电荷 ρWdxdy。用 Ex = −∂ψ/∂x、Ey = −∂ψ/∂y：

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
= − ρ

εs
. (7.3)

假设：渐变沟道近似（GCA）

• 沟道中横向（沿 y）电场的变化远比纵向（沿 x）缓慢：
∣∣∂2ψ/∂y2∣∣ ≪ ∣∣∂2ψ/∂x2∣∣。于是

在每个 y 处，式 (7.3) 退化为第 6 节的一维泊松方程，局部的反型层电荷由局部的栅压
与沟道电势决定。

• 适用条件：沟道长度远大于纵向的特征尺度，L ≫ tox,Wd；并且只在离源、漏两端几个

“自然长度”ℓ 以外成立（第 9.5 节）。夹断点附近不成立（第 7.6 节）。

• 衬底中的空穴没有电流，空穴准费米能级保持为衬底的 EF；电子准费米势在同一截面上

为常数 V (y)。

局部的强反型条件 在沟道中 y 处，电子的准费米势为 V，于是 n = n0e(ψ−V )/UT（把式 (5.5) 中
的 EF 换成 EFn）；空穴仍是 p = p0e−ψ/UT。表面电子浓度达到 NA 需要 ψs = 2ϕF + V：沟道电

势每升高 1 V，能带就要多弯 1 V 才能反型。重复第 6.6 节的推导（栅相对衬底的电压是 VGS）：

Qn(V ) = −Cox
[
VGS − VFB − (2ϕF + V )

− γ
√

2ϕF + V
]
,

γ ≡
√
2εsqNA
Cox

.

(7.4)

方括号中从栅压里依次扣除：平带电压、表面势 2ϕF + V、支撑耗尽层电荷 −
√

2εsqNA(2ϕF + V )

所需的氧化层电压；剩下的部分才用来感应反型电子。

7.5 线性区与饱和区：最简单的模型

下面的公式中 VT 应理解为按某一区间外推得到的阈值 V ∗
T（第 6.6 节检验框），否则会把电流

高估 20%–40%；图 9就是这样比较的。先忽略耗尽层电荷随 V 的变化（把式 (7.4)中的 γ
√
2ϕF + V

换成 γ
√
2ϕF），于是 Qn(V ) = −Cox(VGS − VT − V )：沟道 y 处的“有效栅压”是栅与沟道之间的

电压 VGS − V (y)。代入式 (7.2) 积分：

ID = µCox
W

L

[
(VGS − VT)VDS −

V 2
DS
2

]
(0 ≤ VDS ≤ VGS − VT).

(7.5)

• 线性区（VDS ≪ VGS − VT）：ID ≈ µCox(W/L)(VGS − VT)VDS。MOSFET 是一个阻值受栅压
控制的电阻，电导等于反型层的薄层电导 µ|Qn| 乘 W/L。
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• 饱和：式 (7.5) 是 VDS 的开口向下的抛物线，在

VDS,sat = VGS − VT,

ID,sat =
µCoxW

2L
(VGS − VT)

2
(7.6)

处取极大。此时 Qn(L) = −Cox(VGS − VT − VDS,sat) = 0：漏端的反型层消失，称为夹断。

VDS > VDS,sat 时式 (7.5) 给出电流减小，这是错误的——它在漏端给出 Qn > 0，已超出模

型的适用范围。实际电流基本保持 ID,sat，这就是 MOSFET 的饱和区，ID,sat ∝ (VGS − VT)2

叫平方律。

检验：量纲与极限

µCox 的单位是 m2/(V s) · F/m2 = A/V2，乘 V2 得 A。VDS → 0 时 ID → 0；VGS → VT 时

ID,sat → 0。标准器件取 µeff = 300 cm2/(V s)、W/L = 10：µCoxW/L = 1.04 × 10−3 A/V2，

VGS − VT = 1V 时 ID,sat = 0.52mA。

7.6 夹断的物理图像：电流为何不再增加

推导：沟道中的电势与电荷分布

由式 (7.1)，ID dy = µWCox(VGS−VT−V ) dV。记 Vov ≡ VGS−VT（过驱动电压），从源（y = 0，

V = 0）积分到 y，再用式 (7.5) 消去 ID：

VovV − V 2

2
=
y

L

(
VovVDS −

V 2
DS
2

)
.

在夹断（VDS = Vov）时解得 V (y) = Vov
(
1−

√
1− y/L

)
，于是

Qn(y) = −CoxVov

√
1− y

L
,

Ey = −dV
dy = − Vov

2L
√
1− y/L

.

(7.7)

越靠近漏端，电子越少，横向电场越强，二者之积（正比于电流）保持不变；在 y → L 处

Qn → 0、|Ey| → ∞（图 9(b)）。“电子为零而电流不为零”的矛盾说明 GCA 在漏端失效：当 |Ey|
大到与纵向电场可比时，∂2ψ/∂y2 不能再忽略。实际情形是：在漏端附近一段长 ∆L 的“夹断区”

里，电子离开界面、密度很低，但被很强的二维电场以很高的速度（不超过饱和速度，第 7.9 节）
扫进漏区，电荷并不为零。

为什么电流饱和 VDS 超过 VDS,sat 后，多出的电压 VDS − VDS,sat 几乎全部降在很短的夹断区上；

从源到夹断点的沟道仍然承受电压 VDS,sat，长度仍约为 L，因而送到夹断点的电流仍约为 ID,sat。

到达夹断点的电子会被强电场扫进漏区（就像反偏 pn 结收集扩散到结边缘的少子，第 7.1 节），再
提高漏压只会让它们更快地落下去，不会让更多电子到来。这好比瀑布：落差再大，流量也由上游

的河道决定。
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7.7 体电荷修正与体效应

推导：体因子 m

保留式 (7.4) 中耗尽层电荷随 V 的变化。把
√
2ϕF + V 在 V = 0 附近展开到一阶（小参量

V /2ϕF）：

γ
√

2ϕF + V ≈ γ
√
2ϕF +

γ

2
√
2ϕF

V.

代回式 (7.4)：Qn(V ) ≈ −Cox(VGS − VT −mV )，其中

m ≡ 1 +
γ

2
√
2ϕF

= 1 +
Cdm
Cox

,

Cdm =

√
εsqNA
2 · 2ϕF

=
εs

Wd,max
.

(7.8)

（第二个等号：γ/2
√
2ϕF =

√
2εsqNA/(2Cox

√
2ϕF)，与式 (6.10) 在 ψs = 2ϕF 处的值相同。）代

入式 (7.2)：
ID = µCox

W

L

[
VovVDS − m

2
V 2

DS

]
,

VDS,sat =
VGS − VT

m
,

ID,sat =
µCoxW

2mL
(VGS − VT)

2.

(7.9)

m 的物理意义：沟道电势升高 dV 时，耗尽层加深，多吸收了 CdmdV 的栅电荷，反型层电荷
因此减少得比 CoxdV 更快。标准器件 m = 1.29，最简单的模型把饱和电流高估了 29%。不作线
性化而直接积分式 (7.4) 也可以（结果含 (2ϕF + VDS)

3/2 项），对标准器件与式 (7.9) 相差不到 5%
（scripts/fig_iv.py）。

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
VDS / V

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5

I D
 / m

A

0.5 V
1.0 V

1.5 V

2.0 V

(a) 标注为 VGS − V *
T

Pao–Sah 精确积分
平方律（m = 1）
体电荷模型（m）
VDS, sat = (VGS − V *

T)/m

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y/L

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

Q
n(y

)/Q
n(0

)

(b) VGS − VT = 1 V

VDS = 0.0VDS, sat

VDS = 0.4VDS, sat

VDS = 0.8VDS, sat

VDS = 1.0VDS, sat

图 9 标准器件（W/L = 10，µeff = 300 cm2/(V s)）的输出特性。(a) Pao–Sah 精确积分（式 (7.2)，Qn 由
一维 MOS 精确解给出）与平方律 (7.5)、体电荷模型 (7.9) 的比较；为了只比较 m 的作用，后两者都用外
推阈值 V ∗

T = 0.466V（图 6(c)，VG = 1.2–2.0V 拟合）。VGS − V ∗
T ≥ 1V 时体电荷模型与精确积分相差约

2%；近阈值时精确解更大，多出的是扩散电流。(b) 体电荷模型中沟道电荷沿沟道的分布：VDS → VDS,sat

时漏端夹断。
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体效应 若衬底相对源加反偏 VSB > 0（例如多个晶体管串联、源极不接地时），源端的沟道电势

相对衬底已是 VSB，阈值条件变为 ψs = 2ϕF + VSB。栅相对衬底的电压为 VGS + VSB，由式 (7.4)
令 Qn = 0、V = VSB，再减去 VSB 换回相对源的栅压：

VT(VSB) = VFB + 2ϕF

+ γ
√
2ϕF + VSB,

VT − VT0 = γ
(√

2ϕF + VSB

−
√
2ϕF

)
.

(7.10)

衬底像第二个栅（“背栅”），通过耗尽层电荷影响阈值。标准器件 γ = 0.528V1/2，VSB = 1V 时阈
值升高 0.23V。

7.8 跨导、输出电阻与沟道长度调制

定义：跨导与输出电阻

跨导 gm ≡ ∂ID/∂VGS（VDS 固定），衡量栅压控制电流的能力；输出电阻 ro ≡ (∂ID/∂VDS)
−1

（VGS 固定）。用作放大器时，小信号电压增益的上限（本征增益）为 gmro。

由式 (7.9)，饱和区 gm = µCoxW (VGS − VT)/(mL) = 2ID,sat/(VGS − VT)；线性区 gm =

µCox(W/L)VDS。若饱和区电流严格不随 VDS 变化，ro = ∞。实际上 VDS 增大时夹断点向源移动，

有效沟道长度缩短为 L−∆L，电流略有增加：

ID = ID,sat
L

L−∆L

≈ ID,sat

(
1 +

∆L

L

)
,

(7.11)

这叫沟道长度调制。

定义：沟道长度调制系数与厄利电压

饱和区中把 ID–VDS 曲线近似为直线 ID ≈ ID0(1 + λVDS)，ID0 是这条直线外推到 VDS = 0 的

截距。于是

λ ≡ 1

ID0

∂ID
∂VDS

, ro =
1

λID0
,

VA ≡ 1/λ 叫厄利电压（直线与 VDS 轴交于 −VA）。λVDS ≪ 1 时 ID0 ≈ ID ≈ ID,sat，λ ≈
I−1

D ∂ID/∂VDS。全讲（含演示与实验题）都用这一个定义。

假设：夹断区长度的粗略模型

把夹断区当作漏端 n+p 结的一部分、一维的单边突变耗尽层（第 7.1 节）：它承受电压 VDS −
VDS,sat，掺杂为 NA，由式 (6.9)，∆L ≈

√
2εs(VDS − VDS,sat)/qNA。这一模型忽略了栅对夹断

区电场的影响与可动电子的电荷，只给出量级（通常高估 ∆L）。

由式 (7.11) 求导，λ ≈ 1

L
d∆L
dVDS

=
∆L

2L(VDS − VDS,sat)
（注意不是割线 ∆L/[L(VDS − VDS,sat)]：

∆L ∝
√
VDS − VDS,sat，二者差 2 倍）。按此模型 λ 随工作点变化，所以实际中 λ 是在给定工
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作点附近由测量拟合的唯象参数。标准器件、L = 1 µm、VDS − VDS,sat = 1V 时 ∆L ≈ 0.11µm，
λ ≈ 0.06V−1。由此

ro =
1

λID0
≈ 1

λID,sat
,

gmro ≈ 2

λ(VGS − VT)
∝ L.

(7.12)

沟道越短，λ ∝ 1/L 越大，本征增益越低——这是模拟电路设计中短沟道器件的一个代价（例题

3）。

交互演示：标准器件的输出特性族 ID–VDS（阈值取外推值 V ∗
T = 0.466 V）。可选长沟道体电荷平方律

或计入速度饱和的模型，调节沟道长度 L、体因子 m 与沟道长度调制系数 λ，读出夹断电压与饱和电
流；下方小图给出所选工作点沿沟道的电荷分布 Qn(y)，可以看到漏端夹断。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 mosfet-iv）。

7.9 短沟道中的速度饱和

假设：漂移速度模型

硅中电子的漂移速度在弱场下为 µE，在强场下趋于饱和值 vsat ≈ 1× 107 cm/s[26]：电子从电
场获得的能量一旦接近光学声子的能量（约 60 meV），就会迅速发射光学声子而失去能量。（光
学声子是晶格中相邻原子相对反向振动的振动模式的能量量子；电子发射一个光学声子就把约

60 meV 交给晶格。）本讲用一个便于积分的插值式

v(E) = µE
1 + E/Esat

,

Esat ≡
vsat
µ
.

(7.13)

它在 E ≪ Esat 与 E ≫ Esat 两个极限正确，中间区域只是近似（实测曲线拐得更急）。反型层中

取 µeff = 300 cm2/(V s)，Esat = 3.3× 104 V/cm = 3.3V/µm。

当 L = 1 µm、VDS ∼ 1V 时，沟道中的平均电场已达 1V/µm，与 Esat 可比，速度饱和不能忽

略。

推导：计入速度饱和的 I–V

第一步，电流 =宽度 ×面电荷 ×速度：ID =W (−Qn)v，v 由式 (7.13)给出，其中 E = dV /dy
（取大小）。

第二步，去分母：ID

(
1 +

1

Esat
dV
dy

)
=Wµ(−Qn)

dV
dy。

第三步，两边对 y从 0积分到 L（ID 为常数），右边换元为对 V 积分，用 Qn = −Cox(Vov−mV )：

ID

(
L+

VDS
Esat

)
=WµCox

(
VovVDS − m

2
V 2

DS

)
,
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即

ID =
µCoxW

L

×
(
VovVDS −mV 2

DS/2
)

×
(
1 +

VDS
EsatL

)−1
.

(7.14)

速度饱和的全部效果是一个分母：长沟道电流除以 1+ VDS/(EsatL)，后者是“平均电场与临界

场之比”。

第四步，饱和点。ID 对 VDS 的极大值（附录 A.2）在

VDS,sat = EsatL
(√

1 + u− 1
)
,

u ≡ 2Vov
mEsatL

,

ID,sat =WCoxvsat

× (Vov −mVDS,sat).

(7.15)

最后一式说明：在饱和点，漏端的电荷 Cox(Vov −mVDS,sat) 恰以 vsat 运动——饱和的物理意

义从“漏端电荷为零”变成了“漏端速度达到饱和”。

检验：两个极限

• 长沟道（EsatL≫ Vov）：把根式展开到二阶，VDS,sat → Vov/m，ID,sat → µCoxWV 2
ov/(2mL)，

回到式 (7.9)。

• 短沟道（EsatL≪ Vov）：VDS,sat ≈
√
2VovEsatL/m≪ Vov，

ID,sat →

WCoxvsat(VGS − VT),
(7.16)

电流与 L无关、与过驱动电压成线性关系：全部反型电荷 CoxVov 都以饱和速度运动。跨

导 gm →WCoxvsat 也不再随栅压增加。

• 过渡长度：令 Lc ≡ Vov/(mEsat)，代入得 ID,sat/I
(平方律)
D,sat = 2(2−

√
3) = 0.536。标准器件

Vov = 1V 时 Lc = 0.23µm；即使 L = 1 µm，饱和电流也已比平方律低 18%（图 10）。

注：更短的沟道：准弹道输运

今天的沟道长度只有 10–20 nm，比电子的平均自由程（几十纳米）还短，电子在沟道中几乎
不散射（“弹道”运动），漂移速度模型本身失效。此时电流由源端势垒顶的电子注入速度决定，

ID ≈WCoxvinj(VGS − VT)，vinj 与热运动速度同量级 [28]——形式与式 (7.16) 相同，但物理来
源不同。
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图 10 速度饱和（标准器件，µeff = 300 cm2/(V s)，vsat = 1 × 107 cm/s，m = 1.29）。(a) 漂移速度模
型 (7.13)。(b) L = 0.1µm 的输出特性：计入速度饱和（实线，式 (7.14)，圆点为 VDS,sat）与平方律（虚线）；
标注为 VGS − VT，实线的饱和电流近似等间距——线性律。(c) VGS − VT = 1V 时饱和电流随 L 的变化：
式 (7.15) 从长沟道平方律过渡到短沟道极限 (7.16)，竖线为 Lc。脚本 scripts/fig_vsat.py 用 assert 核
对了两个极限与“漏端速度 = vsat”。

8 亚阈值区与玻尔兹曼极限

VGS < VT 时晶体管并没有完全关断：表面处于弱反型，仍有少量电子，电流随栅压指数变化。

这个“亚阈值电流”决定了晶体管关断时的漏电，是今天芯片功耗问题的核心。

8.1 弱反型时的沟道电荷

推导：Qn ∝ e(ψs−V )/UT

第一步，弱反型时（ϕF < ψs < 2ϕF）反型电子很少，栅压方程中可以忽略它们，表面势由耗尽

区的电荷决定。这里用第一积分给出的式 (6.7)（比耗尽近似多一个 −UT）：VGS = VFB + ψs +

γ
√
ψs − UT（式 (6.3)）。ψs 只由栅压决定，与沟道电势 V 无关，因而沿整个沟道相同。

第二步，表面附近 ψ(x) ≈ ψs − Esx，电子浓度 n = n0e(ψ−V )/UT = nse−Esx/UT，其中 ns =

n0e(ψs−V )/UT 是表面电子浓度。对 x 积分，反型层的有效厚度为 UT /Es：

Qn = −q
∫ ∞

0
n dx = −qns

UT
Es
.

第三步，由式 (6.7)，Es = |Qd|/εs =
√

2qNA(ψs − UT )/εs；又 n0 = n2i /NA。整理后出现的组

合正是对式 (6.7) 求导得到的耗尽层电容 Cd ≡ −dQd/dψs（它比式 (6.10) 多一个 −UT，本节
与第 8.3 节都用这一定义）：

Qn = − Cd(ψs)UT

(
ni
NA

)2

× e(ψs−V )/UT ,

Cd =

√
εsqNA

2(ψs − UT )
.

(8.1)

第二步只保留了电势的一次项。附录 B.2 计入电势的二次项，结果是式 (8.1) 再乘以 1 +
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UT /[2(ψs − UT )]（式 (B.3)）：式 (8.1) 比精确值偏小 2%–3%，对指数规律没有影响。这是本讲弱
反型电荷的唯一写法；下文的 Cd 都指式 (8.1) 中的定义。

8.2 亚阈值电流是扩散电流

把式 (8.1) 代入式 (7.2)，ψs 与 V 无关，积分只作用在 e−V /UT 上：

ID = µ
W

L
CdU

2
T

(
ni
NA

)2

× eψs/UT

(
1− e−VDS/UT

)
.

(8.2)

• VDS ≳ 3UT ≈ 80mV 后电流与 VDS 无关（长沟道器件）。

• 这是扩散电流：ψs 沿沟道不变，没有横向电场；源端的面电子密度 N(0) = |Qn(0)|/q，漏
端 N(L) = N(0)e−VDS/UT，二者之间线性分布（扩散方程在电流不变时的解），扩散电流

ID = qDW [N(0) − N(L)]/L。用爱因斯坦关系 D = µUT，正好得到式 (8.2)。同一个公
式 (7.2) 在强反型时给出漂移电流、在弱反型时给出扩散电流。

8.3 亚阈值摆幅与 60 mV/dec

定义：亚阈值摆幅

亚阈值区中，使漏极电流改变 10 倍所需的栅压变化：S ≡
(

d log10 ID
dVGS

)−1
，单位 mV/dec（毫伏

每十倍）。S 越小，晶体管从“关”到“开”越陡。

推导：S = ln 10 ·mUT

第一步，式 (8.2) 中对栅压最敏感的是指数因子，Cd ∝ (ψs − UT )
−1/2 的变化较慢，先忽略：

d ln ID/dψs ≈ 1/UT。

第二步，由电容分压式 (6.14)（弱反型时 Cs ≈ Cd）：dψs/dVGS = 1/m，

m = 1 +
Cd + Cit
Cox

. (8.3)

第三步，链式法则：d ln ID/dVGS = 1/(mUT )，换成以 10 为底的对数：

S = ln 10 · UT
(
1 +

Cd + Cit
Cox

)
≥ ln 10 · kBT

q

= 59.5mV/dec (300K)

(8.4)

检验：与精确解比较

标准器件在 VGS = 0 处 ψs = 0.583V，Cd/Cox = 0.354（按式 (8.1) 的定义），式 (8.4) 给出
S = 80.6mV/dec；Pao–Sah 精确积分给出 82.6mV/dec（图 11(a)）。2.5% 的差别来自第一步
略去的 Cd(ψs)：计入它，d ln ID/dψs =

1
UT

− 1
2(ψs−UT )，S 要除以 1−UT /[2(ψs −UT )] = 0.977，

得 82.5mV/dec，与精确值相差 0.1%。注意 m依赖于 ψs：在 ψs = 2ϕF 处 m = 1.29（式 (7.8)），
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在亚阈值区中段 m ≈ 1.35。
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(a) 300 K，S = 83 mV/dec
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弱反型解析式
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(b) VDS = 1 V，不同温度
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图 11 标准器件（W/L = 10）的转移特性，对数坐标（scripts/fig_subth.py）。(a) 300 K：Pao–Sah 精
确积分（实线）与弱反型解析式 (8.2)（虚线，偏低 2%–4%；乘以附录式 (B.3) 的修正因子后相差 < 1%）；
两种 VDS 的曲线在亚阈值区只差因子 1− e−VDS/UT（VDS = 0.05V 时为 0.86），对数坐标上几乎重合。点线
为 m = 1 时的理想斜率 60 mV/dec。(b) 不同温度（VDS = 1V，ni(T ) 与 Eg(T ) 按文献公式 [26]）：S 从
250 K 的 68 mV/dec 增大到 400 K 的 118 mV/dec；阈值电压以约 −1.0 mV/K 降低（n+ 栅的功函数差也
计入 Eg(T )，方法同例题 2）。

玻尔兹曼极限的物理图像 从源到漏看，沟道中的电子势能（导带底）在弱反型时比源区高出一

个势垒。源区的电子按玻尔兹曼分布占据导带，能量高于势垒顶的电子比例 ∝ e−Eb/kBT，只有

它们能进入沟道——亚阈值电流本质上是越过势垒的热发射。栅压通过电容分压改变势垒高度，

dEb = −q dVGS/m，而 m ≥ 1（正电容串联分压，分到的电压不会多于总电压）。因此电流随栅压

的变化不可能快于 eqVGS/kBT，即每 ln 10 · kBT/q ≈ 60mV 一个数量级。这个极限只来自“载流子
按玻尔兹曼分布、靠热运动越过势垒”这一点，与材料无关。降低温度可以减小 S（图 11(b)），但
芯片工作在室温以上。

交互演示：转移特性 ID–VGS 的线性与对数坐标。调节温度 T（阈值按约 −1.0 mV/K 随之变化，与亚
阈值特性图 (b) 一致）、耗尽层电容与界面陷阱电容之和与栅氧电容之比 (Cd + Cit)/Cox 以及 300 K
时的阈值电压（插值模型见附录 A），读出亚阈值摆幅 S、关断电流与开关电流比；可与 60 mV/dec
的理想斜率比较。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 mosfet-transfer）。

8.4 关断电流：电源电压与阈值电压的两难

把阈值处的电流记为 IT，亚阈值区中 ID ≈ IT10(VGS−VT)/S，于是 VGS = 0 时的关断电流

Ioff ≈ IT 10−VT/S . (8.5)

标准器件：IT = 2.4 × 10−7 A，VT/S = 0.338/0.083 = 4.1，Ioff ≈ 2 × 10−11 A（精确积分为
1.6× 10−11 A）。
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要点：为什么电源电压降不下去

• 开态电流 Ion 由过驱动电压 VDD − VT 决定（平方律或线性律），要保持速度，VDD − VT

不能太小；动态功耗 ∝ V 2
DD（第 9.2 节），要省电，VDD 必须小。

• 两者同时满足就要降低 VT，而由式 (8.5)，VT 每降低一个 S（≥ 60mV），关断电流就增
大 10 倍。一块有 109 个晶体管的芯片，每个关断时漏电 1 nA，静态电流就是 1 A。

• S 的下限 ln 10 · kBT/q 不随器件尺寸缩小，而且温度升高时 S 变大、VT 降低（例题 2），
漏电更严重。这是第 9.4 节 Dennard 缩小失效的根源。

注：突破 60 mV/dec 的思路（定性）

• 隧穿场效应晶体管（TFET）：源区与沟道掺杂类型相反，载流子不是越过势垒，而是由
栅压控制的带间隧穿从价带穿到导带。隧穿窗口截断了源区分布的高能“玻尔兹曼尾巴”，

原理上 S 可以小于 60 mV/dec；难点是隧穿电流太小，开态电流不足 [30]。

• 负电容场效应晶体管：在栅介质中加入一层铁电材料。铁电体在一定条件下表现为“负
电容”Cfe < 0，与 Cox 串联时可以使半导体表面分到的电压大于栅压的变化，相当于

m < 1[31]。难点是稳定性与回滞。

两种思路分别改变了推导中的两个环节：前者改变“热发射”，后者改变“正电容分压”。

9 CMOS 与器件缩小

9.1 CMOS 反相器

把一只 nMOS 与一只 pMOS 串联在电源 VDD 与地之间：nMOS 的源接地，pMOS 的源接
VDD，两管的栅连在一起作输入 Vin，两管的漏连在一起作输出 Vout，输出端接下一级的栅（负载

电容 CL）。这就是 CMOS 反相器（互补 MOS）。

• Vin = 0：nMOS 的 VGS = 0 < VTn，关断；pMOS 的 VGS = −VDD < VTp（VTp < 0），导通，

输出被拉到 VDD。

• Vin = VDD：nMOS 导通、pMOS 关断，输出被拉到 0。

• 两种稳态下总有一只管子关断，电源到地之间没有直流通路，静态功耗只来自关断管的漏电
IoffVDD。这就是 Wanlass 与 Sah“纳瓦逻辑”的含义 [15]。

推导：翻转电压与噪声容限（平方律、λ = 0）

记 kn = µnCoxWn/Ln，kp = µpCoxWp/Lp，取 m = 1。两管串联，电流相等：IDn(Vin, Vout) =

IDp(VDD − Vin, VDD − Vout)（pMOS 用绝对值）。
第一步，翻转电压 VM 定义为 Vout = Vin 的点。此时两管都饱和（VDS = VM > VM − VTn），令
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饱和电流相等：kn
2 (VM − VTn)2 =

kp
2 (VDD − VM − |VTp|)2，取正根：

VM =
VTn + r(VDD − |VTp|)

1 + r
,

r =
√
kp/kn.

(9.1)

对称设计（r = 1，VTn = |VTp|）时 VM = VDD/2。因为空穴迁移率约为电子的 1/3，对称设计
要求 Wp ≈ 3Wn。

第二步，噪声容限。传输曲线斜率为 −1 的两点 VIL < VM < VIH 之间增益大于 1，输入中的噪
声会被放大。凡低于 VIL 的输入都可靠地被当作“0”，所以低电平噪声容限 NML = VIL −VOL；

同理 NMH = VOH − VIH。CMOS 输出满摆幅，VOL = 0，VOH = VDD。

第三步，求对称反相器的 VIL（记 VT = VTn = |VTp|，kn = kp）。在 Vin 略高于 VT 处，nMOS
饱和、pMOS 处于线性区：

1

2
(Vin − VT)

2 = (VDD − Vin − VT)(VDD − Vout)

− 1

2
(VDD − Vout)

2.

两边对 Vin 求导（Vout 是 Vin 的函数）并令 dVout/dVin = −1：左边为 Vin − VT，右边为

−(VDD − Vout) + (VDD − Vin − VT)− (VDD − Vout)，化简得 Vout = Vin + VDD/2。代回电流相等

的方程，得到 Vin 的一次方程（二次项相消），解出（scripts/verify_sympy.py 核对）

VIL =
3VDD + 2VT

8
,

VIH =
5VDD − 2VT

8
,

NML = NMH =
3VDD + 2VT

8
.

(9.2)

VDD = 1.2V、VT = 0.35V 时 NM = 0.54V，接近 VDD/2：CMOS 的噪声容限很大。图 12(a)
用计入 m、沟道长度调制与亚阈值电流的插值器件模型（附录 A.3）数值求解，给出 VIL = 0.537V，
与式 (9.2) 的 0.538V 几乎相同。转换区中两管同时导通，有一个电流尖峰；静态时电流只有漏电。

电源电压能降到多低 若 VDD < VT，两管都工作在亚阈值区，反相器仍然能工作。取 ID =

I0eVGS/mUT (1 − e−VDS/UT )（式 (8.2) 的形式），对称器件在中点 Vin = Vout = VDD/2 处对电流

相等的方程求导，可得中点增益（推导见 verify_sympy.py）

|A| = eVDD/2UT − 1

m
. (9.3)

增益必须大于 1 才能恢复逻辑电平，所以 VDD > 2UT ln(1 +m) ≈ 43mV（m = 1.3）。考虑到噪声

容限等因素，Swanson 与 Meindl 1972 年估计实际可用的下限约为 8kBT/q ≈ 0.2V（据该文摘要）
[32]；这一下限如何随 m 变化，可由式 (9.3) 自行估计（例题 4）。图 12(b) 的数值解与式 (9.3) 在
VDD ≤ 0.15V 时相差不到 2%。
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图 12 CMOS 反相器（kn = kp = 2× 10−4 A/V2，VTn = −VTp = 0.35V，m = 1.3；器件模型为把强反型
体电荷平方律与弱反型指数律光滑连接的 EKV 型插值式，见附录 A.3）。(a) VDD = 1.2V、λ = 0.2V−1 的
传输特性、噪声容限与流过两管的电流。(b) 亚阈值工作（λ = 0）时归一化的传输特性：VDD 降到几个 UT

时增益趋于 1。

交互演示：CMOS 反相器的电压传输特性与功耗。调节电源电压 VDD、两管阈值与强度比 kp/kn，读
出翻转电压 VM、噪声容限与中点增益；给定负载电容、活动因子与时钟频率，读出动态功耗 αCLV

2
DDf

与静态漏电功耗。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 mosfet-cmos）。

9.2 动态功耗与延迟

推导：P = αCLV
2

DDf

第一步，输出由 0 升到 VDD（充电）：电源经 pMOS 向 CL 输送电荷 Q = CLVDD，电源做功∫
VDDi dt = VDDQ = CLV 2

DD。电容最终储能
1
2CLV 2

DD，其余的
1
2CLV 2

DD 在 pMOS 中变成热
——与 pMOS 的电阻大小、充电快慢都无关（能量守恒）。
第二步，输出由 VDD 降到 0（放电）：电源不做功，电容储存的 1

2CLV 2
DD 在 nMOS 中变成热。

第三步，一次完整的“0→1→0”消耗 CLV 2
DD。若每个时钟周期中输出发生 0→1 跳变的概率

为 α（活动因子），时钟频率为 f，平均功耗

Pdyn = αCLV
2

DDf. (9.4)

此外还有转换过程中两管同时导通的“短路功耗”（通常占百分之十几以内）与静态漏电功耗

IoffVDD。

延迟 用开态电流 Ion（VGS = VDS = VDD 时的饱和电流）把 CL 放电到 VDD/2，所需时间

tp ≈ CLVDD/2

Ion
. (9.5)

这是一个量级估计：放电过程中电流并非恒定（后半段管子进入线性区），系数约差 20%。N 个
（奇数）反相器首尾相连构成环形振荡器，信号绕一圈要翻转两次才回到原状态，振荡周期 2Ntp，

频率 fosc = 1/(2Ntp)，常用来测量工艺的门延迟。
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数量级 取 CL = 1 fF、VDD = 1V，每次充放电耗能 1 fJ。一块有 109 个门的芯片，α = 0.1、

f = 3GHz，动态功耗为 109 × 0.1× 10−15 × 1× 3× 109 = 300W——这就是高性能处理器功耗在
100 W 量级、必须严格控制电压的原因。

9.3 Dennard 等比例缩小

推导：泊松方程的标度不变性

设把器件的所有尺寸缩小为 1/κ（x′ = x/κ），所有电压缩小为 1/κ（ψ′ = ψ/κ），掺杂浓度增大为

κ倍（N ′ = κN）。在耗尽区中泊松方程为 d2ψ/dx2 = qNA/εs。设原器件的解为 ψ(x)，试探新器

件的解 ψ′(x′) = ψ(κx′)/κ：求两次导数，d2ψ′/dx′2 = κψ′′(κx′) = κqNA/εs = qN ′
A/εs，边界上的

电压也恰为原来的 1/κ，所以ψ(κx′)/κ 就是新器件的解（反型层电子与可动载流子的分布另有

UT 这一不缩小的尺度，见第 9.4节）。于是所有电场 E ∼ ψ/x不变，所有耗尽层宽度按 1/κ缩小，

器件的电场图样只是整体缩小 [20]。（式 (6.9)直接验证：Wd ∝
√
ψs/NA →

√
(1/κ)/κ = 1/κ。）

由此逐项得到表 2：

表 2 Dennard 等比例缩小规则（缩小因子 κ > 1；“依据”一栏为本讲的推导出处）

物理量 缩放 依据

尺寸 L,W, tox,Wd；电压 V 1/κ 设定（Wd 由泊松方程不变性）
掺杂 NA κ 设定
电场 E 1 泊松方程不变性
单位面积电容 Cox κ εox/tox

栅电容 CoxWL（负载电容） 1/κ 面积 1/κ2，乘 Cox

电流 ID 1/κ 式 (7.6)：Cox(W/L)V 2；式 (7.16) 亦然
延迟 tp ∼ CV /I 1/κ 式 (9.5)
单管功耗 V I 1/κ2

每次开关的能量 CV 2 1/κ3 式 (9.4)
集成密度 κ2 面积 1/κ2

功率密度 1 1/κ2 × κ2

结论：每一代器件更快（1/κ）、更省（每次开关的能量 1/κ3）、更密（κ2），而芯片单位面积

的发热不变。Dennard 等人用 κ = 5 把一只沟道长 5µm、栅氧 100nm 的器件缩小为沟道长 1µm、
栅氧 20nm 的器件 [20]。这条规则指导了此后约 30 年的集成电路发展。

9.4 缩小为何失效

表 2 假定所有电压都按 1/κ 缩小，但器件中有几个电压是由材料和温度决定的，不随尺寸变

化：

1. 亚阈值摆幅不缩小。S ≥ ln 10 · kBT/q 只取决于温度。若 VT 按 1/κ 降低，由式 (8.5)，关断
电流按 10∆VT/S 指数增大。Dennard 等人在 1974 年的论文中已经指出亚阈值特性“不能按
比例缩小”[20]。为了控制漏电，VT 停在约 0.3 V，VDD 也停在约 1 V。
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2. 内建电势不缩小。2ϕF、源漏 pn 结的内建电势 Vbi = UT ln(NAND/n2i )（第 7.1 节）都在
Eg/q ≈ 1V 量级，只随掺杂对数地变化，耗尽层宽度因而缩小得比 1/κ 慢，需要更高的掺杂

来补偿。

3. 栅氧化层隧穿。2002年的 90 nm工艺中栅氧已薄到约 1.2nm（只有约 5个原子层）[33]。电子
直接隧穿氧化层的概率 ∝ e−2κttox，κt =

√
2moxΦB/h̄。取 Si/SiO2 导带势垒 ΦB ≈ 3.1 eV[28]、

氧化层中电子有效质量 mox ≈ 0.5m0，κt ≈ 6.4nm−1：氧化层每薄 0.2nm，隧穿电流约增大
e2.6 ≈ 13 倍。出路是改用介电常数高的材料（铪基氧化物，相对介电常数约 20）：在同样的
Cox 下物理厚度可以大几倍。英特尔 2007 年的 45 nm 工艺首次在量产中采用高介电常数栅
介质与金属栅，等效氧化层厚度 1.0nm[23]。

4. 结果。约 2004 年后电源电压基本不再降低，由式 (9.4)，在功耗受限的条件下时钟频率无法
继续提高，单核性能的增长基本停止，业界转向多核 [21]。尺寸仍在缩小（摩尔定律延续），
但收益主要来自集成度。

9.5 短沟道效应、自然长度与多栅晶体管

沟道很短时，源、漏的电场伸进沟道，与栅“争夺”对沟道电势的控制：阈值电压随 L 减小

而降低，随漏压增大而降低（漏致势垒降低，DIBL），亚阈值摆幅变差。描述这种效应的关键量是
一个长度。

推导：自然长度方程（双栅薄体，抛物线势近似）

考虑厚 tsi的不掺杂硅薄层，上下各有厚 tox的氧化层与栅（双栅），栅电势记为 V ′
g（= VGS−VFB）。

亚阈值区中可动电荷可以忽略，硅中满足拉普拉斯方程 ∂2xψ + ∂2yψ = 0（式 (7.3)，ρ = 0）。

第一步（近似）：在每个 y 处，把 ψ 沿厚度方向（x 从 −tsi/2 到 tsi/2）近似为抛物线 ψ(x, y) =

ψc(y) + a(y)x2（对称，所以没有一次项），ψc 为中心线电势。小参量是 tsi/L。

第二步，边界条件：在 x = tsi/2 处电位移法向分量连续。氧化层很薄，其中电场近似均匀，等

于 (V ′
g −ψsurf)/tox，ψsurf = ψc +at2si/4为硅表面电势；硅一侧的法向电场为 −∂xψ = −atsi。连

续条件为 εsatsi = εox(V ′
g −ψsurf)/tox。若 εoxtsi/4 ≪ εstox（即 tsi ≪ 12tox），硅表面与中心的电

势差可以忽略，ψsurf ≈ ψc（附录 C给出保留此项的结果与精确解），于是 a ≈ εox
εstsitox

(V ′
g −ψc)。

第三步，代入拉普拉斯方程在中心线（x = 0）处的形式 2a+ ψ′′
c = 0：

d2ψc
dy2 =

ψc − V ′
g

ℓ2
,

ℓ =

√
εs
2εox

tsitox.

(9.6)

ℓ 叫自然长度（标度长度）。

式 (9.6) 与德拜屏蔽方程 (5.7) 形式相同：栅“屏蔽”源、漏的影响，偏离长沟道值 V ′
g 的部分

按 e−y/ℓ 衰减。取源端 ψc(0) = Vbi、漏端 ψc(L) = Vbi + VDS（Vbi 为 n+ 源漏与沟道之间的内建电
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势，第 7.1 节；不掺杂硅体中约 0.5 V），解为两个指数之和；VDS = 0 时

ψc(y)− V ′
g

Vbi − V ′
g

=
cosh[(y − L/2)/ℓ]

cosh(L/2ℓ) ,

ψmin − V ′
g =

Vbi − V ′
g

cosh(L/2ℓ)
≈ 2(Vbi − V ′

g)e−L/2ℓ.

(9.7)

沟道中央电子势垒的顶部（ψ 的极小值）比长沟道值低了 ∝ e−L/2ℓ 的一份；加上漏压，势垒进一
步降低（DIBL）。栅对势垒顶的控制力 dψmin/dV ′

g = 1− sech(L/2ℓ)，由第 8.3 节的推理，亚阈值
摆幅

S ≈ 60mV/dec
1− sech(L/2ℓ) . (9.8)

检验：与二维数值解比较

scripts/scalelen.py 用有限差分直接解双栅结构的二维拉普拉斯方程（硅与氧化层分区取
介电常数，栅与源漏取给定电势）。结果（图 13）：

• 中心线电势偏离长沟道值的部分确实按 e−y/ℓ 衰减；拟合得到的衰减长度与附录 C 精确
本征方程给出的 ℓ相差 < 1%（tsi = 10 nm、tox = 1 nm时 ℓ = 4.92nm；抛物线近似 (9.6)
给出 3.87nm，偏小约 20%）。

• 三种几何的 ψmin 画成 L/ℓ 的函数落在同一条曲线上，比式 (9.7) 大一个几乎不变的因子
c ≈ 1.1–1.2（来自最低阶模式之外的投影系数；三种几何合起来拟合得 c = 1.17，演示

mosfet-scale即用此值）；摆幅为 60mV/dec/[1−c sech(L/2ℓ)]，L = 5ℓ时约 74mV/dec，
L = 3ℓ 时约 119mV/dec。

结论：短沟道效应由 L/ℓ 这一个比值控制，L ≳ 5ℓ–10ℓ 时可以忽略 [34]。
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图 13 双栅全耗尽薄体MOSFET的短沟道效应（二维拉普拉斯方程数值解，V ′
g = 0，Vbi = 0.5V）。(a)沟道

中心线上的电子势能 −qψc：L缩短时源漏之间的势垒降低，漏压使之进一步降低。(b)势垒降低量随 L/ℓ的
变化：三种 tsi/tox组合落在同一条线上，斜率与 e−L/2ℓ一致。(c)亚阈值摆幅：数值解与 60/[1−c sech(L/2ℓ)]。

几何怎样决定 ℓ 式 (9.6)的推导中，分母里的 2来自上下两个栅各提供一份 εox/tox 的“栅耦合”。

推广到 N 面栅（截面近似为方形），ℓ ≈
√
εstsitox/(Nεox)，N 叫“等效栅数”：单栅薄体 N = 1，
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双栅 2，三面栅（FinFET）约 3，全环绕栅 4[34]。体硅平面器件没有薄体，耗尽层深度 Wd 起 tsi

的作用，ℓ ≈
√
εsWdtox/εox。数值（εs/εox = 3，等效氧化层 1 nm）：

• 平面体硅，Wd = 20 nm：ℓ ≈ 7.7nm，要求 L ≳ 40nm；而 Wd 要再减小就必须提高掺杂，迁

移率与阈值涨落随之变差。

• FinFET，鳍宽 7nm，N = 3：ℓ ≈ 2.6nm，L ≈ 15nm 也能保持良好栅控；全环绕栅 N = 4

时 ℓ 再小约 13%，而且多片纳米片叠起来可以在同样的占地面积内提供更大的沟道宽度。

这就是从平面器件走向 FinFET（2011年）与全环绕栅（2022年）的静电学原因（图 14）[24, 25, 34]：
栅从更多方向包住一块更薄的沟道，ℓ 变小，源漏电场被更有效地屏蔽。

栅

衬底
耗尽层边界

(a) 平面（单栅）

栅
鳍

wfin

(b) FinFET（三面栅）

栅

硅纳
米片

(c) 全环绕栅（纳米片）

剖面垂直于电流方向（电流沿垂直纸面方向从源流向漏）；浅蓝为硅（(a) 中深蓝为反型沟道），米色为氧化层，灰色为栅。
图 14 三种晶体管结构垂直于电流方向的剖面（示意，未按比例）。(a) 平面体硅：栅只在上方，沟道下方
是很深的衬底。(b) FinFET：硅做成竖立的鳍，栅从两侧与顶部包住它。(c) 全环绕栅纳米片：多片很薄的
硅片被栅完全包围。

交互演示：短沟道效应与自然长度。选择器件几何（单栅、双栅、三面栅、全环绕栅）并调节硅膜厚度、
等效氧化层厚度与沟道长度，按自然长度模型计算中心线电势分布、势垒降低量、DIBL 与亚阈值摆
幅。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 mosfet-scale）。

要点：CMOS 与缩小小结

• CMOS 反相器静态几乎不耗电；噪声容限约 VDD/2；动态功耗 αCLV 2
DDf，延迟 ∼

CLVDD/2Ion。

• Dennard缩小来自泊松方程在 (x, ψ,N) → (x/κ, ψ/κ, κN)下不变；其失效来自不随尺寸

缩小的 kBT/q（亚阈值摆幅）、Eg/q（内建电势）与隧穿。

• 短沟道效应由 L/ℓ 控制，ℓ ∝
√
tsitox/N；多栅结构减小 ℓ。

10 决赛风格例题

例题中的数值均由 scripts/example_numbers.py 计算并用 assert 交叉核对。常数：ε0 =

8.854 × 10−12 F/m，εs = 11.7ε0，εox = 3.9ε0，ni = 1.0 × 1010 cm−3（300 K），UT = 25.85mV
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（300 K）。

例题 1：场效应为什么迟迟做不出来——表面态的屏蔽

1940 年代的场效应实验大致如下：在绝缘基片上蒸镀一层 n 型半导体薄膜，厚 df = 1 µm，施
主浓度 ND = 1016 cm−3（全部电离，介电常数取 11.7ε0）；薄膜上方隔着厚 t = 10 µm、相对介
电常数 6 的云母片放一块金属板，作为平行板电容器的另一极。在金属板上加 V = 100V（相
对薄膜为正），测量薄膜沿面方向电导的变化。（本题数值为示意，不对应某一次具体实验。）

1. 若薄膜表面没有表面态，感应电荷全部是可动电子，迁移率与原有电子相同，求感应电
子的面密度与薄膜电导的相对变化 ∆G/G。

2. 设表面有能量均匀分布、交换电子很快的表面态，密度为 Ds（单位面积、单位能量）。用

小信号模型证明：可动电子只占感应电荷的比例 f = Csc/(Csc + q2Ds)，其中 Csc 是半导

体在平带附近的电容。求 Csc，并说明为什么感应电荷的总量仍由云母电容决定。

3. Bardeen 回忆，扣除薄膜迁移率低的因素后，余下的差距约为 10–20 倍。估计相应的 Ds，

并与硅表面原子的面密度（约 6.8× 1014 cm−2）比较。

4. 分别估计有、无表面态（取 f = 1/20）时薄膜表面势的变化。用“费米能级钉扎”解释

结果。

5. 据 Shockley回忆，Bardeen的表面态模型引出了在液态空气温度下做场效应实验、以“冻
结”表面态的建议，并由此得到了第一个正面结果 [5]。下面估计“冻结”的含义。设表面态
能级在导带下 ∆E = 0.3 eV，向导带发射电子的时间常数 τ = 1/(σnvthNce−∆E/kBT )，俘

获截面 σn = 10−15 cm2，300 K时 vth = 2.3×107 cm/s、Nc = 3.2×1019 cm−3（vth ∝ T 1/2，

Nc ∝ T 3/2）。求 300 K 与 80 K（取 80 K 代表液态空气温度）时的 τ。设实验在 80 K 下
给栅加频率 100 Hz 的交变电压（本题的假设），说明为什么此时能“看见”场效应。

6. 现代热氧化 Si/SiO2 界面 Dit ≈ 1010 cm−2 eV−1。重算 (2) 中的 f；并求它使 10nm 栅
氧 MOSFET 的亚阈值摆幅增加多少。若 Dit = 1012 cm−2 eV−1 又如何？

解答

(1) 云母电容 Cg = 6ε0/t = 5.31× 10−6 F/m2。外加电压几乎全部降在云母上（见 (2)），感应
电荷 σ = CgV = 5.31 × 10−4 C/m2，面密度 σ/q = 3.32 × 1011 cm−2。薄膜原有电子面密度

NDdf = 1012 cm−2。电导正比于可动电子总数，∆G/G = 0.33：效应很大，应当很容易测到。

(2) 小信号下，半导体的电荷随表面势变化 δQsc = −Cscδψs（ψs 升高，积累更多电子）；表面

态的电荷 δQss = −q2Dsδψs（式 (6.13)，能量宽 q δψs 的一段表面态被填满）。两者并联，由同

一个 δψs 驱动，所以可动电荷所占比例

f =
δQsc

δQsc + δQss
=

Csc
Csc + q2Ds

.

平带附近半导体的屏蔽长度是德拜长度，由第 6.8 节，Csc = εs/LD，LD =
√
εsUT /(qND) =

40.9nm，Csc = 2.53× 10−3 F/m2。云母电容与 (Csc +Css) 串联，Cg/Csc = 2× 10−3，所以外

加电压几乎全部降在云母上，感应电荷总量 ≈ CgV，与表面态无关；表面态只改变这些电荷的

去处。
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(3) f = 1/10 时 q2Ds = 9Csc，Ds = 1.4 × 1013 cm−2 eV−1；f = 1/20 时 Ds = 3.0 ×
1013 cm−2 eV−1。这相当于每 1 eV 能量范围内有 2%–4% 的表面原子提供一个电子态。一个未
经处理的表面每个原子都可能有悬挂键，所以这个数值是完全合理的——表面态足以解释实验

的失败。

(4) 无表面态时，电荷全部进入积累层。积累层的精确第一积分（式 (6.4) 中把空穴换成电子）
为 |Q| =

√
2εskBTND

√
eψs/UT − ψs/UT − 1，令其等于 σ，数值解得 ψs = 0.094V ≈ 3.6UT

（大信号，线性近似不适用）。有表面态（f = 1/20）时，Csc +Css = 20Csc，∆ψs ≈ σ/(20Csc) =

10.5mV = 0.41UT，线性近似适用。表面态像一个巨大的电容挂在表面上，外加电荷只能让表

面处的费米能级相对能带移动约 10 meV——费米能级被“钉”在表面态能级附近，能带几乎
不弯，半导体中的载流子几乎不变。

(5) 300 K：τ = 1/[10−19 m2×2.3×105 m/s×3.2×1025 m−3×e−0.3/0.02585] = 1.5×10−7 s。80 K：
vth 与 Nc 的前因子减小为 (80/300)2 = 0.071 倍，指数因子变成 e−0.3/0.00689，τ = 1.5× 108 s
（约 5 年）。室温下表面态在 0.15 µs 内就跟上栅压变化，任何频率的测量都看到被屏蔽的结果；

80 K 下表面态的占据在 100 Hz 的一个周期（10 ms）内完全“冻结”，交变栅压感应的电荷只
能由可动载流子承担（交流的 Css → 0，f → 1），交流电导调制就显现出来。（这里的推理只

针对表面态；低温下施主也会部分“冻析”，实验材料需选浅能级杂质。）

(6) Dit = 1010 cm−2 eV−1：Cit = 1.6 × 10−5 F/m2，f = 2.53/(2.53 + 0.016) = 0.994。对 10
nm 栅氧，Cit/Cox = 0.0046，由式 (8.4)，∆S = ln 10 · UT · Cit/Cox = 0.28mV/dec，可以忽
略。Dit = 1012 时 Cit/Cox = 0.46，∆S = 28mV/dec——摆幅变差三分之一以上。热氧化把界
面态降低了约三个数量级，这是 MOSFET 能工作的前提。
评分要点（共 30分）：(1) Cg、感应电荷、∆G/G 4分；(2)并联电容模型与 f 4分，Csc = εs/LD

2 分，说明总电荷由 Cg 决定 2 分；(3) Ds 及与原子密度的比较 4 分；(4) 无表面态用大信号
精确式 3 分，有表面态的 ∆ψs 与钉扎解释 3 分；(5) 两个温度的 τ 3 分，频率论证 2 分；(6)
f 与 ∆S 3 分。

例题 2：阈值电压的设计、体效应与温度系数

设计一种 n 沟道 MOSFET：n+ 多晶硅栅，栅氧 tox = 4 nm，衬底均匀掺杂，300 K 时要求
VT = 0.40V（按式 (6.11) 计算，不计界面陷阱）。

1. 求所需的衬底掺杂 NA，以及 ϕF、γ、m 与最大耗尽层宽度。

2. 工艺在界面处留下 5× 1010 q cm−2 的固定正电荷，阈值变化多少？

3. 求 VSB = 0.5、1.0V 时的阈值。把这只管子接成源极跟随器（栅为输入，源为输出并接
恒流源，衬底接地），证明小信号增益 A = dVS/dVG = [1 + γ/(2

√
2ϕF + VSB)]

−1，并求

VSB = 0.8V 处的 A。

4. 求阈值电压的温度系数 dVT/dT。设 ni ∝ T 3/2e−Eg/2kBT，在 300 K附近 Eg(T ) = Eg0−aT，
a = 2.55 × 10−4 eV/K，Eg(300K) = 1.12 eV；n+ 栅的 ϕms = −(Eg/2q + ϕF) 也随温度

变化。

5. 芯片温度从 25 ℃ 升到 85 ℃，设阈值处的电流 IT 不变，亚阈值摆幅取 ln 10 ·mUT（m
按 (1) 的值），关断电流增大多少倍？
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6. 阈值调整注入。另一种设计：衬底均匀掺杂只取 N ′
A = 3×1017 cm−3，再在紧贴界面处注

入一薄层受主（面密度 DI，深度远小于耗尽层宽度，可看作 x = 0+ 处的面电荷 −qDI）。

(a) 用高斯定理与栅压方程证明：这层电荷只使阈值升高 qDI/Cox，而不改变强反型时的

耗尽层宽度，因而不改变 Cdm 与 m。(b) 求使 VT = 0.40V 的 DI。(c) 比较两种设计的
m、亚阈值摆幅与 VSB = 1V 时的体效应，说明工业上为什么这样做。(d) 实际注入层深
约 xI = 10 nm，估计“面电荷”近似带来的阈值误差量级。

解答

(1) Cox = 8.63 × 10−3 F/m2。式 (6.11) 中 VFB = −(0.56 + ϕF)，于是 VT = ϕF − 0.56 +
√
4εsqNAϕF/Cox，ϕF = UT ln(NA/ni)。这是 NA 的超越方程，数值求解（二分法）得

NA = 6.0× 1017 cm−3, ϕF = 0.463V,

VFB = −1.023V, |Qd|
Cox

= 0.497V.

γ =
√
2εsqNA/Cox = 0.517V1/2，m = 1 + γ/(2

√
2ϕF) = 1.268，Wd,max =

√
4εsϕF/qNA =

44.7nm。检验：−1.023 + 0.926 + 0.497 = 0.400。

(2)由式 (6.2)，∆VT = ∆VFB = −Qf/Cox = −1.602×10−19 C×5×1014 m−2/8.63×10−3 F/m2 =

−9.3mV。栅氧薄，固定电荷的影响就小。
(3) 由式 (7.10)：VT(0.5) = 0.520V，VT(1.0) = 0.620V。源极跟随器中电流由恒流源固定，饱
和电流公式中 VGS − VT(VSB) 必须保持不变（衬底接地，VSB = VS）：

dVG − dVS = dVT =
dVT
dVSB

dVS,

dVT
dVSB

=
γ

2
√
2ϕF + VSB

.

整理即得 A = [1+γ/(2
√
2ϕF + VSB)]

−1（λ = 0时的结果）。VSB = 0.8 V时 dVT/dVSB = 0.197，

A = 0.836：体效应使跟随器的增益明显小于 1。
(4) 第一步，求 dϕF/dT。ϕF = kBT

q [lnNA − lnni]，lnni =常数+ 3
2 lnT − Eg0−aT

2kBT
（a 项与 T

无关，并入常数）。求导：
dϕF
dT =

ϕF
T

− kBT

q

(
3

2T
+

Eg0
2kBT 2

)
=

1

T

[
ϕF − 3

2
UT −

Eg0
2q

]
.

Eg0 = 1.12+0.0765 = 1.196 eV，代入得 dϕF/dT = (0.463−0.039−0.598)/300 = −0.58mV/K。
温度升高，本征浓度增大，费米能级向禁带中央靠拢。

第二步，对 VT = −Eg
2q − ϕF + 2ϕF + γ

√
2ϕF 逐项求导，dEg/dT = −a，d(γ

√
2ϕF)/dT =

γ√
2ϕF

dϕF
dT = 2(m− 1)dϕF

dT ：

dVT
dT =

a

2q
+ (2m− 1)

dϕF
dT

= 0.127− 1.536× 0.580 = −0.76mV/K.

（数值差分核对一致。）阈值随温度升高而降低，典型值为 −0.5 到 −2mV/K。
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(5) 25 ℃：VT = 0.401V，S = ln 10×m× 25.69mV = 75.0mV/dec；85 ℃：VT = 0.401− 60×
0.76 mV = 0.354V，S = 90.1mV/dec。由式 (8.5)，

Ioff(85
◦C)

Ioff(25 ◦C)
= 10 0.401/0.0750−0.354/0.0901

= 101.42 ≈ 26.

阈值降低与摆幅变大共同作用，60 K 的温升使漏电增大约 26 倍；实际中 IT 还会随温度变化，

但不改变量级。漏电随温度指数增大、漏电又发热，可能形成“热失控”，这是芯片热设计必须

考虑的。

(6)(a) 面电荷位于 x = 0+，在它与界面之间没有厚度，所以它不产生电势差：半导体中耗尽

区（0 < x < Wd）的电势分布仍由体掺杂 N ′
A 决定，ψs = qN ′

AW
2
d/2εs 不变，强反型时仍有

Wd,max =
√
4εsϕF/qN ′

A，Cdm = εs/Wd,max 与 m 都不变。但由高斯定理，半导体中的总电荷

多了 −qDI，栅上要多 +qDI，栅压方程 (6.3) 中多出 qDI/Cox 一项，所以 ∆VT = qDI/Cox

（与固定正电荷的式 (6.2) 同理，符号相反）。(b) 均匀掺杂 3 × 1017 cm−3 时 ϕF = 0.445V，
式 (6.11) 给出 VT = 0.230V。需补 0.170V：DI = 0.170 × Cox/q = 9.2 × 1011 cm−2。(c) 注
入设计：γ = 0.366 V1/2，m = 1.194，Wd,max = 62 nm；均匀设计：γ = 0.517，m = 1.268。

亚阈值摆幅（ln 10mUT）71.1 对 75.5 mV/dec；VSB = 1 V 时阈值升高 0.158 对 0.220 V。同
样的阈值下，注入设计的开关更陡、体效应更小——“阈值由界面附近的电荷定、静电学由体

掺杂定”，两者被分开调节。这正是 Dennard 1974 年论文采用离子注入的原因之一 [20]。（本
题的注入层紧贴界面，正在反型电子所在的一两纳米之内，不能指望它减少杂质散射；若把

注入峰放在沟道下方，做成表面低、深处高的“倒掺杂”，还可减少沟道内的杂质散射，但那

已不是本题的表面薄层模型。）(d) 若注入电荷均匀分布在 0 < x < xI 内，它自身就会在半

导体里产生一段电势降：可等效看作位于 xI/2 的面电荷，它与界面之间多出 qDI/εs 的电场，

贡献表面势 δψ ≈ qDIxI/(2εs) = 0.071V。但这 0.071 V 并不是阈值误差。阈值判据固定为
ψs = 2ϕF，注入层分走了 δψ，体掺杂只需提供 2ϕF − δψ：耗尽层略变窄，|Qd| 减小约 Cdmδψ

（因 d|Qd|/dψs = Cd）；而注入电荷总量不变，栅压方程中 qDI/Cox 一项不变。于是

∆VT ≈ −Cdm
Cox

δψ = −(m− 1)
qDIxI
2εs

= −0.194× 0.071V ≈ −0.014V.

用耗尽近似精确求解（DI 均匀放在 0 < x < xI 内，example_numbers.py）得 VT = 0.386V
（xI = 10 nm）与 0.371V（20nm），面电荷近似为 0.400V。所以面电荷近似对 10 nm 深的注
入层误差约 0.01 V，约为调整量 0.17 V 的 8%，方向是实际阈值略偏低：注入层内的电势差绝
大部分被体耗尽电荷的减少抵消，只剩 Cdm/Cox 那一份。设计时把剂量相应略加大即可。

评分要点（共 38 分）：(1) 列出超越方程并数值求解 4 分，γ、m、Wd,max 3 分；(2) 3 分；(3)
两个阈值 2 分，跟随器增益推导 4 分，数值 1 分；(4) dϕF/dT 推导 4 分，dVT/dT 的各项（含
VFB 的温度依赖）4 分；(5) 两个温度下的 VT、S 与倍数 5 分；(6) 面电荷不改变 Wd 的论证

3 分，∆VT 与 DI 2 分，两种设计的比较 2 分，有限深度修正 1 分（须指出 ψs 被注入层分走

一部分 → Wd 减小 → ∆VT ≈ −(m− 1)qDIxI/2εs，只答 0.07 V 不得分）。
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例题 3：短沟道器件的电流、增益与速度——哪种效应先出现

某工艺的 n 沟道 MOSFET：n+ 多晶硅栅，tox = 4 nm，衬底均匀掺杂 NA = 1018 cm−3，按

式 (6.11)、(7.8)得 VT = 0.57V、m = 1.34（自行核验）；反型层有效迁移率 µeff = 250 cm2/(V s)，
vsat = 1× 107 cm/s，W = 1 µm，工作在 VGS = VDS = VDD = 1.8V。漂移速度用式 (7.13)。

1. 求 Esat。分别对 L = 2 µm 与 L = 0.18µm 求 VDS,sat 与 ID,sat，与平方律 (7.9) 比较。速
度饱和使电流减半的沟道长度是多少？

2. 求 L = 0.18µm 时饱和区的跨导 gm，与长沟道公式 µCoxWVov/(mL) 及短沟道极限

WCoxvsat 比较。

3. 源极接触与扩展区有串联电阻 Rs = 200Ω（即 RsW = 200Ω µm）。证明在一阶近似下
ID ≈ ID0/(1 + gmRs)、外部跨导 gm,ext = gm/(1 + gmRs)，并求 L = 0.18µm 时电流减小
的比例。为什么说串联电阻对短沟道器件“更致命”？

4. 实测 L = 2 µm 的器件 λ = 0.02V−1。设 λ ∝ 1/L（第 7.8 节的估计），按第 7.8 节的定
义 ID = ID0(1 + λVDS)（ID0 = ID,sat(VGS)）自洽地求两种沟道长度在工作点处的本征增

益 gmro。与式 (7.12) 的“∝ L”相比，短沟道器件的增益降得更快还是更慢？哪些因素

起作用？若沿用 λVDS ≪ 1 的近似，结论会怎样？

5. 用平面体硅的自然长度 ℓ ≈
√
εsWd,maxtox/εox 估计短沟道静电效应开始显著的沟道长度

（取 L ≈ 5ℓ）。把沟道从 2 µm 缩到 0.18 µm 的过程中，速度饱和、沟道长度调制、短沟
道静电效应依次在什么长度变得重要？

6. 本征速度。栅压变化 dVGS 时，栅要向沟道提供电荷 dQch（Qch =W
∫ L
0 Qn dy 为沟道总

电荷），定义栅–源电容 Cgs = |dQch/dVGS|；晶体管能放大的最高频率（电流增益降到 1
的频率）约为 fT = gm/(2πCgs)。(a) 不计速度饱和，利用式 (7.1) 把 dy 换成 dV，证明
饱和时 Qch = −2

3WLCoxVov，进而 fT = 3µVov/(4πmL2)，并解释它与载流子渡越时间

的关系。(b) 计入速度饱和，写出 Qch 的积分表达式，数值求两种长度的 Cgs/(WLCox)

与 fT，与 (a) 的公式及 vsat/(2πL) 比较。

解答

(1) Esat = vsat/µ = 1 × 105 m/s/0.025m2/(V s) = 4 × 106 V/m = 40 kV/cm；Cox = 8.63 ×
10−3 F/m2；核验 ϕF = 0.476V，γ = 0.667V1/2，VT = −1.036 + 0.952 + 0.651 = 0.567V，
m = 1 + γ/(2

√
2ϕF) = 1.342；Vov = 1.23V。由式 (7.15)：

L EsatL VDS,sat（平方律） ID,sat（平方律） 比值

2µm 8.0 V 0.87 V（0.92 V） 0.055 mA（0.061 mA） 0.90
0.18µm 0.72 V 0.64 V（0.92 V） 0.326 mA（0.679 mA） 0.48

两种长度都满足 VDS = 1.8V > VDS,sat，处于饱和区。电流减半处由第 7.9 节，Lc =

Vov/(mEsat) = 0.23µm（此时比值为 0.536）。
(2) 对 ID,sat(Vov) 数值求导：gm = 0.405mS。长沟道公式给出 1.10mS，短沟道极限为
WCoxvsat = 0.863mS：0.18 µm 器件的跨导只有平方律的 37%，也只有短沟道极限的一半
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——它处在过渡区。

(3)源极电阻上的压降使器件实际感受到的栅源电压为 VGS − IDRs。把 ID(VGS − IDRs)展开到

一阶：ID ≈ ID0 − gmIDRs，解得 ID ≈ ID0/(1+ gmRs)；对 VGS 求导得 gm,ext = gm/(1+ gmRs)

（负反馈）。gmRs = 0.081：一阶式给出 0.302mA，与自洽数值解一致，电流减小 7.4%，gm,ext =

0.375mS。缩小器件时 gm 随 1/L 增大（长沟道）或趋于 WCoxvsat（短沟道），而接触电阻

RsW 由接触与扩展区决定，并不随 L 缩小；在短沟道极限 gmRs → WCoxvsatRs = 0.17，且

Cox 每代增大，这一比例越来越大。

(4) 由定义，gm = (1 + λVDS)gm0，gm0 ≡ dID,sat/dVGS；ro = 1/(λID0)。于是

gmro =
1 + λVDS

λ
· gm0
ID0

.

L = 2 µm：λVDS = 0.036，gm0 = 0.085mS，gm0/ID0 = 1.54V−1，ro = 910 kΩ，gmro = 80。

L = 0.18µm：λ = 0.02 × 2/0.18 = 0.22V−1，λVDS = 0.40，gm0 = 0.405mS（第 (2) 问），
gm0/ID0 = 1.24V−1，ro = 13.8 kΩ，gmro = 7.8。比值 80/7.8 = 10.2，略小于长度比 11.1：增
益大体仍按 ∝ L 下降，甚至稍慢。两个因素方向相反：(i) 速度饱和使 gm0/ID0 从长沟道的

2/Vov = 1.62V−1 向 1/Vov（式 (7.16) 中 I ∝ Vov）下降，这里降了 20%；(ii) λVDS = 0.4 时

(1 + λVDS) 因子把 gm 抬高 40%（长沟道只有 4%），恰好把前者抵消有余。若沿用 λVDS ≪ 1

的近似（ro ≈ 1/(λID,sat)、gm ≈ gm0），得 77 与 5.6，比值 14，结论会变成“降得更快”——
λVDS = 0.4 时这一近似已不可靠。结论对 CLM 的具体写法也不敏感：用 mosfet-iv 演示的
写法 ID = ID,sat(1 + λVDS)/(1 + λVDS,sat) 数值求导，得 79 与 7.3，比值 10.8。真正的教训是：
短沟道器件的 λ 大到使 λVDS 不再是小量，“增益 ≈ 2/(λVov)”这类小信号公式本身要重新审

视。

(5) Wd,max =
√

4εsϕF/qNA = 35 nm，ℓ =
√
3× 35× 4 nm = 20.5nm，5ℓ ≈ 0.10µm。依次：

速度饱和在 2 µm 时已使电流降低 10%，在 L ≈ 0.23µm 时成为主导；沟道长度调制按 1/L

增长，在 0.18 µm 时 λVDS ≈ 0.4，已严重影响模拟增益；短沟道静电效应要到 L ≲ 0.1µm 才
显著（此时阈值随 L、VDS 漂移）。所以对这一工艺，“先出现”的是速度饱和——这也是 1990
年代以来短沟道器件饱和电流近似 ∝ Vov 的原因。

(6)(a) 由式 (7.1)，dy =Wµ(−Qn)dV /ID，所以

Qch =W

∫ L

0
Qn dy = −W

2µ

ID

∫ VDS,sat

0
Q2

n dV

= −W
2µC2

ox
ID

∫ Vov/m

0
(Vov −mV )2dV

= −W
2µC2

oxV
3

ov
3mID

.

代入 ID = µCoxWV 2
ov/(2mL)，Qch = −2

3WLCoxVov（与 m 无关：夹断后沟道电荷沿 y 呈√
1− y/L 分布，平均值为满值的 2/3）。于是 Cgs = 2

3WLCox，fT =
µCoxWVov/(mL)

2π · 2
3WLCox

=

3µVov
4πmL2

。L2/(µVov) 正是电子在平均电场 Vov/L 下漂过沟道的渡越时间，所以 fT ∼ 1/(2π ×
渡越时间)：晶体管不可能比电子穿过沟道更快地响应。(b) 计入速度饱和，由第 7.9 节第二步，
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dy = [Wµ(−Qn)/ID − 1/Esat]dV，

Qch = −WCox

∫ VDS,sat

0
(Vov −mV )

×
[WµCox(Vov −mV )

ID

− 1

Esat

]
dV,

对 Vov 数值求导（example_numbers.py）：L = 2 µm 时 Cgs/(WLCox) = 0.70，fT = 1.1GHz
（(a)式给 1.4GHz）；L = 0.18µm时 Cgs/(WLCox) = 0.82，fT = 50GHz，而 (a)式给 169GHz，
vsat/(2πL) = 88GHz。速度饱和时沟道电荷分布更均匀（Cgs 向 WLCox 靠近），渡越速度又被

vsat 封顶，fT 从 ∝ 1/L2 变为接近 ∝ vsat/L。

评分要点（共 45 分）：(1) Esat、VT、m 的核验 3 分，两种长度的 VDS,sat、ID,sat 及比较 6 分，
Lc 2 分；(2) gm 与两个极限 4 分；(3) 一阶推导 4 分，数值 2 分，“更致命”的论证 3 分；(4)
自洽的两个本征增益 4 分，gm/ID 与 (1 + λVDS) 两个因素的分析及与近似结果的对比 3 分；
(5) ℓ 的计算 2 分，三种效应的排序 2 分；(6) 换元求 Qch 与 2/3 因子 4 分，fT 与渡越时间 2
分，速度饱和情形的积分与数值 4 分。

例题 4：降低电源电压——漏电、延迟与最小能量点

一条逻辑通路由 Nd = 50 个相同的门串联，时钟周期等于这条通路的总延迟 Tclk = Ndtp。每

个门的负载电容为 C，活动因子 α = 0.05，延迟 tp = CVDD/(2Ion)（式 (9.5)）；关断的门在整
个周期中漏电 Ioff。

1. 证明每个门每个周期的能量为 E = αCV 2
DD

[
1 +

Nd
2α

Ioff
Ion

]
。

2. 若 VDD < VT（亚阈值逻辑），Ion 与 Ioff 都按 IT10(VGS−VT)/S 计算（两者的 1− e−VDS/UT

因子相同）。证明 E 与 VT 无关，并写出 E(VDD)。

3. 取 S = 80mV/dec，求使 E 取极小的 VDD 及此时漏电能量与动态能量之比。注意：该

模型在 VDD → 0 时给出 E → 0，为什么这不是真正的最优点？（提示：第 9.1 节的增益
条件。）

4. 设 VT = 0.35V，IT = 1 µA，C = 1 fF。求最小能量点的门延迟与时钟频率。与 VDD = 1.0V
（Ion = 100 µA，漏电可忽略）相比，能量与速度各变化多少倍？用 101 级环形振荡器测
这两种电压下的门延迟，振荡频率各是多少？

5. 若有一种新器件的亚阈值摆幅为 30mV/dec（假定电路在相应的更低电压下仍能工作），
最优电压与最小能量如何变化？由此说明“突破 60 mV/dec”对低功耗电路的意义。

解答

(1) 动态能量 αCV 2
DD（式 (9.4) 除以 f）。漏电能量 IoffVDDTclk = IoffVDD ·NdCVDD/(2Ion)。相

加并提出 αCV 2
DD 即得。漏电能量随 Ioff/Ion 增大，而且通路越长（Nd 大）、活动越少（α 小），

漏电占比越大。
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(2) Ion = IT10(VDD−VT)/S，Ioff = IT10−VT/S，比值 Ioff/Ion = 10−VDD/S，VT 与 IT 都消去：

E = αCV 2
DD

[
1 +B 10−VDD/S

]
,

B =
Nd
2α

= 500.

VT 只影响速度，不影响每个周期的能量。

(3) 令 x = VDD ln 10/S，E ∝ x2(1 + Be−x)。求导：dE/dx ∝ x[2 − Be−x(x − 2)]，极值

条件 Be−x(x − 2) = 2 有两个根：x = 2.03（极大）与 x∗ = 7.16（极小）。于是 Vopt =

x∗S/ ln 10 = 0.249V，此时漏电能量 / 动态能量 = Be−x∗ = 2/(x∗ − 2) = 0.39。模型中

VDD → 0 时 E → 0，但电路早已失效：由式 (9.3)，VDD 只有几个 UT 时反相器的增益接近 1，
噪声容限消失，逻辑电平不能恢复；可靠工作要求中点增益足够大，例如 |A| ≳ 10，由式 (9.3)，
VDD ≳ 2UT ln(1 + 10m) ≈ 0.14V（m = S/(ln 10UT ) = 1.34）；Swanson 与 Meindl 估计实际
可用的下限约为 8kBT/q = 0.21V（据该文摘要）[32]。Vopt = 0.25V 两个条件都满足（此时
|A| ≈ 91），是可用范围内真正的最优点（脚本在 [8UT , 0.6V] 上数值求极小核对）。这类“最小

能量点”在实际亚阈值电路中确实存在 [35]。
(4) Ion = 1 µA × 10(0.249−0.35)/0.08 = 5.4 × 10−8 A，tp = CVopt/(2Ion) = 2.3ns，时钟频率
1/(Ndtp) = 8.7MHz。VDD = 1V时 tp = 5 ps，时钟 4GHz，每周期能量 ≈ αC×(1V)2。所以最小

能量点省能 1/[0.2492×7.16/5.16] = 11.6倍，但慢了约 460倍。环形振荡器 f = 1/(2×101×tp)：
最小能量点 2.2MHz，1 V 时 0.99GHz。亚阈值逻辑适合对速度要求不高、能量极其受限的场
合（传感器节点、植入器件）。

(5) x∗ 只由 B 决定，所以 Vopt ∝ S，Emin = αCV 2
optx

∗/(x∗ − 2) ∝ S2。S = 60mV/dec（理想
MOSFET）：Vopt = 0.187V，Emin 降为 S = 80 时的 0.56 倍。这一 Vopt 已低于 (3) 中引用的
8kBT/q 估计，必须重新检查可靠性：m = 1 时由式 (9.3)，|A| = eVDD/2UT − 1 ≈ 36，仍满足

|A| ≳ 10（要求 VDD ≳ 2UT ln 11 = 0.12V）——可见 8kBT/q 不是普适下限，|A| ≳ 10 所要求

的电压随 m 变化。S = 30mV/dec：Vopt = 0.093V，Emin 再降为 1/4；这种器件不靠热发射
工作，式 (9.3) 与 8kBT/q 的估计都不再适用，模型给出的只是“若电路在该电压下仍能工作”

的理想极限。在这个模型里，能量的下限完全由亚阈值摆幅决定：对常规 MOSFET，玻尔兹
曼极限 S ≥ ln 10 · kBT/q 直接给出了每次逻辑操作能量的下限 ∼ αC(kBT/q)2× 常数。这就是
隧穿晶体管、负电容晶体管等“陡峭摆幅”器件被寄予厚望的原因（第 8.4 节注）。
评分要点（共 30 分）：(1) 两部分能量 4 分；(2) 比值与 VT 无关 4 分；(3) 极值方程 4 分，两
根与极小 3 分，V → 0 的辨析 4 分；(4) 延迟、频率与两种电压的比较 6 分，环振频率 2 分；
(5) 标度 Vopt ∝ S、Emin ∝ S2 及意义 3 分。
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例题：实验题：一片硅片上的 MOS 电容与 MOSFET（本题使用模拟数据）

样品：同一硅片上的一只 MOS 电容（面积 A = 100 µm × 100µm）与两只 n 沟道 MOSFET
（W = 50 µm，L1 = 10 µm，L2 = 20 µm），n+ 多晶硅栅，p型衬底均匀掺杂，衬底与源相连。全
部测量在 300 K下进行。常数：εs = 11.7ε0，εox = 3.9ε0，ni = 1.0× 1010 cm−3，Eg = 1.12 eV，
UT = 25.85mV。
测量：

• A．MOS 电容的 1 MHz 电容：VG = −4V（积累）时 Cacc = 22.580pF；VG = 3V（强
反型）时 Cmin = 4.719pF。相对误差 0.2%。

• B．两只 MOSFET 在 VDS = 50mV 下的转移特性（表 3）。

• C．L1 器件在 VDS = 50mV 下的亚阈值特性（表 4）。

• D．L1 器件在 VGS = 1.8、2.2V 下的饱和区输出特性（表 5）。

电流测量的误差为 0.3%（相对）加 0.5 pA（绝对）。
说明：本题数据由 scripts/exp_data.py 生成：器件电流按渐变沟道近似下的 Pao–Sah 积分
（式 (7.2)，沟道电荷用一维 MOS 精确解）计算，模型中包含能量均匀分布的界面陷阱、迁移
率随栅压的退化 µ = µ0/[1 + θ0(VGS − VT)]、源漏两端各 Rsd/2 的串联电阻（自洽求解）；饱

和区按经验式 ID = ID0(1 + λVDS)；电容按第 6.8 节的高频模型；再按上述误差加入高斯随机
误差。随机数种子事先固定为 20261027。
题量说明：(1)–(5) 为笔试主体（41 分，约 1.5 小时；作为 1 小时笔试时可只做 (1)–(4)）；(6)、
(7) 为课后拓展，需要用到第 6.6 节检验框中的模型分析，不计入考试题量。

1. 由测量 A 求 Cox、tox、强反型时的耗尽层宽度 Wd,max 与衬底掺杂 NA（用 Wd,max =√
4εsϕF/qNA 迭代），并按式 (6.11)（不计氧化层电荷与界面陷阱）预测阈值电压。

2. 线性区模型取 ID = βVDS(VGS−VT)/[1+θeff(VGS−VT)]，β = µ0CoxW/L。(a)说明 VDS =

50mV 时这一模型略去了什么。(b) 证明“Y 函数”Y ≡ ID/
√
gm =

√
βVDS (VGS − VT)，

与 θeff 无关。(c) 用中心差分求 gm，对两只器件作 Y –VGS 直线拟合（VGS ≥ 1.0V），求
VT、β 与 µ0。

3. 证明源漏串联电阻使 θeff = θ0 + βRsd。由两只器件的数据求 θ0 与 Rsd。

4. 由测量 C 求亚阈值摆幅 S 与 m。利用式 (8.2) 与 (1)(2) 的结果，由 VGS = 0.10V 处电
流的大小自洽地估计此时的表面势 ψs，进而求 Cd 与界面陷阱密度 Dit（计入第 8.3 节检
验中 Cd(ψs) 的修正）。

5. 由测量 D 求沟道长度调制系数 λ、饱和区跨导、输出电阻与本征增益（取 VGS = 2.0V、
VDS = 3V）。用 (2)(3) 的参数预测饱和电流，检验是否自洽。

6.（课后拓展）比较 (1) 与 (2) 的阈值电压，定量说明差别的来源。最大跨导外推法（在 gm

最大处作切线外推到 ID = 0）给出的阈值是多少？为什么不可靠？
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7.（课后拓展）讨论系统误差：(a) 积累区电容并不等于 Cox；(b) 强反型时表面势比 2ϕF 高

（第 6.6 节），据此修正 NA 与 Dit；(c) 其他误差来源与改进方案。

表 3 测量 B：VDS = 50mV 时的漏极电流（模拟数据）

VGS/V ID/µA（L1 = 10 µm） ID/µA（L2 = 20 µm）

0.8 7.180 3.634
1.0 11.208 5.717
1.2 15.071 7.760
1.4 18.722 9.773
1.6 22.313 11.579
1.8 25.540 13.549
2.0 28.776 15.233
2.2 31.947 16.944
2.4 34.709 18.654
2.6 37.574 20.209
2.8 40.071 21.690
3.0 42.464 23.114

表 4 测量 C：L1 器件在 VDS = 50mV 下的亚阈值电流（模拟数据）

VGS/V ID/A VGS/V ID/A

0.00 1.799× 10−11 0.25 1.192× 10−8

0.05 6.606× 10−11 0.30 4.300× 10−8

0.10 2.406× 10−10 0.35 1.431× 10−7

0.15 8.734× 10−10 0.40 3.960× 10−7

0.20 3.239× 10−9

表 5 测量 D：L1 器件的饱和区输出特性（模拟数据）

VDS/V ID/µA（VGS = 1.8V） ID/µA（VGS = 2.2V）

2.0 282.9 457.1
2.5 285.3 462.8
3.0 289.4 466.2
3.5 291.5 473.5
4.0 295.2 475.9
4.5 298.2 481.2
5.0 299.6 485.4
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解答

数据处理由 scripts/exp_fit.py 完成；直线拟合用最小二乘法（附录 D），拟合参数的误差
由残差估计每点误差后得到。

(1) Cox ≈ Cacc/A = 2.258 × 10−3 F/m2，tox = εox/Cox = 15.29nm。由式 (6.15)，Wd,max =

εs(A/Cmin−1/Cox) = 173.6nm。迭代：从 NA = 1017 cm−3 出发，ϕF = 0.417 → 0.390 → 0.388

V，NA = 3.57 → 3.35 → 3.33× 1016 cm−3，收敛到

NA = (3.33± 0.02)× 1016 cm−3,

ϕF = 0.388V

（误差只计电容的 0.2%，用蒙特卡洛传递）。VFB = −(0.56+0.388) = −0.948V，γ = 0.466V1/2，

VT = −0.948 + 0.777 + 0.466
√
0.777 = 0.239V。

(2)(a)线性区的完整式是式 (7.9)：ID = β[(VGS−VT)−mVDS/2]VDS。题给模型略去了mVDS/2 ≈
0.03V，相当于把阈值移高 0.03V；VDS 越小越好，但电流太小又会增大相对误差，50 mV 是
常用的折中。

(b) 记 Vov = VGS − VT，gm = dID
dVGS

=
βVDS

(1 + θeffVov)2
，所以 √

gm =
√
βVDS/(1 + θeffVov)，

ID/
√
gm =

√
βVDSVov：分母中的 1 + θeffVov 恰好消去 [36]。

(c) gm用相邻两点的中心差分（得到 VGS = 1.0–2.8V共 10个点），拟合 Y –VGS直线（图 15(a)）：

器件 VT/V β/(10−4 A/V2) µ0 = βL/(WCox)

L1 = 10 µm 0.500± 0.017 4.80± 0.10 425 cm2/(V s)
L2 = 20 µm 0.499± 0.015 2.402± 0.046 426 cm2/(V s)

两只器件的 VT 一致，β1/β2 = 2.000 与 L2/L1 相符，说明有效沟道长度可取版图长度，Y 函
数确实消除了串联电阻的影响（两只器件的 Rsd 相同而 β 不同）。µ0 约为体硅电子迁移率的

1/3，是反型层迁移率的典型值。
(3) 源端电阻 Rsd/2 使本征栅压变为 VGS − IDRsd/2，线性区中 IDRsd/2 ∼ 4mV ≪ Vov，可

以忽略；两端电阻使本征漏源电压变为 VDS − IDRsd，这一项不能忽略（与 VDS 本身可比）。

于是 ID(1 + θ0Vov) = βVov(VDS − IDRsd)，移项得 ID[1 + (θ0 + βRsd)Vov] = βVovVDS，即

θeff = θ0 + βRsd。由 (2) 的模型，βVDSVov/ID − 1 = θeffVov，对 VGS ≥ 1.2V 的点作过原点附
近的直线（图 15(b)）：θeff,1 = (0.162± 0.002) V−1，θeff,2 = (0.117± 0.002) V−1。两个方程两

个未知数：

Rsd =
θeff,1 − θeff,2
β1 − β2

= (187± 12) Ω,

θ0 = θeff,1 − β1Rsd = (0.072± 0.005) V−1.

这里两只不同长度的器件提供了两个独立的观测量 θeff,1、θeff,2，才能分开两个未知数；只用一

只器件无法区分迁移率退化与串联电阻。

(4) 对 VGS = 0–0.25V 的 6 个点拟合 log10 ID–VGS 直线（更高的点已接近阈值，曲线弯曲），

斜率的倒数 S = (88.7± 0.1) mV/dec，m = S/(ln 10 · UT ) = 1.490。

估计 ψs：拟合直线在 VGS = 0.10V 处 ID = 2.40× 10−10 A。由式 (8.2)（ψs 换成 ψs − UT 计

算 Cd），以 µ0 = 425 cm2/(V s)、NA = 3.33× 1016 cm−3 代入，ψs 只出现在 eψs/UT 与 Cd 中，

迭代两三次即收敛：ψs = 0.626V，介于 ϕF 与 2ϕF 之间（弱反型），Cd/Cox = 0.301。修正因
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子 1/[1− UT /2(ψs − UT )] = 1.022，所以

Cit
Cox

=
m

1.022
− 1− Cd

Cox
= 0.156,

Dit =
0.156Cox

q
= 2.2× 1011 cm−2 eV−1.

若不作修正则得 2.7× 1011：在这种精度上，Cd(ψs) 前因子的效应不能忽略。S 的统计误差只

贡献 ±0.03× 1011，结果的不确定度主要来自 NA（见 (7)）。
(5) 对两组数据分别拟合 ID = ID0 + (dID/dVDS)VDS，λ = (dID/dVDS)/ID0：VGS = 1.8V 时
ID0 = 271.3µA，λ = (0.0215±0.0010) V−1；2.2V时 ID0 = 438.9µA，λ = (0.0214±0.0009) V−1；

两者一致，“厄利电压”1/λ ≈ 47V。VDS = 3V 处 gm ≈ (I2.2 − I1.8)/0.4V = 0.446mS，
VGS = 2.0V 处 ID ≈ 378µA，ro = (λID0)−1 = 131 kΩ，本征增益 gmro ≈ 58。

自洽性：用 (2)(3)的 β1、θeff,1、VT 与 (1)的 m = 1.264，按体电荷平方律 ID,sat = βV 2
ov/[2m(1+

θeffVov)] 预测 VGS = 1.8、2.2V 的饱和电流为 265、431µA，与 ID0 相差约 2%。（饱和区中 θeff

的串联电阻部分并不严格适用，2% 的偏差在预期之内。）
(6) Y 函数阈值 0.500V 比 (1) 的预测 0.239V 高 0.26V。逐项分析：

• 用 (7) 修正后的 NA、tox，式 (6.11) 给出 0.277V（+0.04V）。

• 界面陷阱：若陷阱的电中性点在禁带中央（ψs = ϕF），到阈值（ψs = 2ϕF）时陷阱多带

了 qDitϕF 的负电荷，阈值升高 qDitϕF/Cox ≈ 0.06V，得 0.337V。

• 强反型表面势的偏移：记 k = 1+(Cd+Cit)/Cox ≈ 1.42，强反型时 Qn/Cox ≈ −[VGS−VT−
k∆(VGS)]，∆ = 2UT ln

(
CoxVov/

√
2εskBTNA

)
（第 6.6 节）。在拟合区间中点 Vov ≈ 1.5V

处作切线外推到零，由于 d∆/dVGS = 2UT /Vov，截距移动 k(∆− 2UT ) = 1.42× (0.151−
0.052) ≈ 0.14V，得 0.48V。

• 线性区的 mVDS/2 ≈ 0.03V，得 0.51V，与 Y 函数的 0.500V 相差 0.01 V。

最大跨导外推法：gm 在 VGS = 1.0V 处最大（迁移率退化与串联电阻使 gm 很早就开始下降），

切线外推给出 L1：0.432V，L2：0.446V——两只本应相同的器件差了 14 mV，而且都比 Y 函
数低，因为 θeff 使 ID(VGS) 向下弯，切线的截距左移，左移量又与 θeff（含 βRsd，与 L 有关）

有关。Y 函数在一阶上不受这两者影响。
(7) (a) 积累层也有有限的电容：Cs,acc ≈ |Qs|/2UT（式 (6.6)），|Qs| ≈ Cacc|VG − VFB| =

6.9×10−3 C/m2，Cs,acc ≈ 0.13F/m2。由 1/Cox = 1/Cacc−1/Cs,acc，Cox = 2.297×10−3 F/m2，

tox = 15.03nm（修正 1.7%）。
(b) 强反型（VG = 3V）时 ψs = 2ϕF +∆，∆ = 2UT ln

(
Cox(3 − VT)/

√
2εskBTNA

)
≈ 0.18V；

高频小信号对应的耗尽层宽度由式 (6.7) 为 Wd =
√

2εs(ψs − UT )/qNA。用修正后的 Cox 重

新迭代（∆ 也随 NA 更新），得 NA = 3.99 × 1016 cm−3，比 (1) 大 20%——远大于 0.6% 的
统计误差：这一测量的误差完全由模型决定。用修正后的 NA、Cox 重做 (4)：ψs = 0.633V，
Cd/Cox = 0.321，Dit = 2.0 × 1011 cm−2 eV−1。（生成数据所用的“真值”为 tox = 15.00nm、
NA = 4.0× 1016 cm−3、Dit = 2.0× 1011、µ0 = 450 cm2/(V s)、θ0 = 0.080V−1、Rsd = 200Ω、

λ = 0.020V−1：修正后的 tox、NA、Dit 与真值相差 2% 以内；Rsd、θ0、λ 分别偏离 1.1、1.7、
1.5 个标准差。）
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(c) 其他系统误差与改进：

• µ0 偏低约 5%：强反型时 −dQn/dVGS 不是 Cox 而约是 0.97Cox（反型层电容，第 6.6节），
Y 函数的斜率把它算进了 β。改进：用“分离 C–V”法（源漏短接，测栅到沟道的电容
并积分）直接测 Qn(VGS)，再由线性区电导求迁移率。

• 有效沟道长度、宽度与版图尺寸的差别：用多种 L（不止两种）作 1/β–L 图可以同时求
出 ∆L 与 Rsd。

• 温度：S ∝ T，VT 有 ∼ −1mV/K 的温度系数（例题 2），测量中器件自热、环境温度变
化都会带来误差；在两个温度下测 S，可以检验 m 是否与温度无关，从而检验 Dit 的模

型。

• Dit 的结果依赖于“能量均匀分布”与“中性点在禁带中央”两个假设；更直接的方法是

比较高、低频 C–V 曲线（界面陷阱只在低频下响应）。

评分要点（共 50 分）：(1) tox、Wd,max 4 分，NA 的迭代 3 分，VT 预测 2 分；(2) 略去项 2 分，
Y 函数的证明 3 分，拟合与 µ0 5 分；(3) θeff 公式的推导 3 分，两器件联立 4 分；(4) S、m 3
分，ψs 的自洽估计 3 分，Dit 3 分；(5) λ、ro、增益 4 分，自洽检验 2 分；(6) 阈值差别的四
项 4 分，最大跨导法的问题 2 分；(7) 两项修正 2 分，其余讨论 1 分。
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(c) 亚阈值区（L = 10μm）

S = 88.7 mV/dec

图 15 实验题的数据处理（scripts/exp_fit.py）。(a) Y 函数与直线拟合，两条直线交横轴于同一点
（VT ≈ 0.50V），斜率之比为

√
2；(b) βVDSVov/ID − 1 与 Vov 的直线，斜率即 θeff，短沟道器件斜率更大（串

联电阻的贡献 βRsd 更大）；(c) 亚阈值区与 S = 88.7mV/dec 的拟合直线。

12 小结：推导链

1. 载流子统计：玻尔兹曼因子 +泡利原理⇒费米–狄拉克分布 (4.1)；平衡时费米能级处处相等。
态密度 (4.3) ⇒ n = Nce−(Ec−EF)/kBT（式 (4.4)）⇒ np = n2i（式 (4.6)）⇒ n = nie(EF−Ei)/kBT

（式 (4.8)）⇒ 费米势 ϕF = UT ln(NA/ni)（式 (4.10)）。

2. 输运与静电：漂移 + 扩散 (5.1)，平衡零电流 ⇒ 爱因斯坦关系 (5.2) ⇒ Jn = µnn dEFn/dx；
能带图即电势图 (5.4)；高斯定理 ⇒ 泊松方程 (5.6) ⇒ 德拜屏蔽 (5.7)。



参考文献 57

3. MOS 电容：功函数差与固定电荷 ⇒ VFB（式 (6.2)）；高斯定理 ⇒ 栅压方程 (6.3)；泊松方
程第一积分⇒ Qs(ψs)（式 (6.5)）⇒耗尽近似 (6.9)、强反型判据 ψs = 2ϕF ⇒ VT（式 (6.11)）
与 Qn = −Cox(VG − VT)（式 (6.12)；阈值上偏 0.1 V 量级，VG − VT ≲ 0.5 V 时 |Qn| 被高
估 30% 以上）；界面陷阱 ⇒ 电容分压 (6.14)；串联电容 (6.15) ⇒ C–V 曲线。

4. MOSFET：准费米能级 ⇒ ID = −WµQn dV /dy（式 (7.1)）⇒（渐变沟道近似）ID =

(Wµ/L)
∫
(−Qn)dV（式 (7.2)）⇒ 平方律 (7.5)–(7.6) 与夹断 ⇒ 体因子 m 与体效应 (7.9)、

(7.10) ⇒沟道长度调制 (7.11)；速度饱和 (7.13) ⇒ ID,sat →WCoxvsat(VGS−VT)（式 (7.16)）。

5. 亚阈值：弱反型电荷 ∝ e(ψs−V )/UT（式 (8.1)）⇒ 扩散电流 (8.2) ⇒ S = ln 10 ·UT (1 + (Cd +

Cit)/Cox) ≥ 60mV/dec（式 (8.4)）⇒ Ioff = IT10−VT/S（式 (8.5)）。

6. CMOS 与缩小：反相器 VM、噪声容限 (9.1)、(9.2)，亚阈值增益 (9.3)；能量守恒 ⇒ P =

αCLV 2
DDf（式 (9.4)）；泊松方程的标度不变性 ⇒ Dennard 规则（表 2）；S 与内建电势不缩

小、隧穿 ⇒ 失效；二维拉普拉斯方程 ⇒ 自然长度 (9.6) ⇒ 短沟道效应 ∝ e−L/2ℓ（式 (9.7)、
(9.8)）⇒ 多栅结构。

要点：一句话

栅压通过电容分压弯曲半导体表面的能带；能带每多弯 UT，表面电子就多 e 倍。弯够 2ϕF 之

后表面势被钉住，栅压全部用来积累反型电子，电流随栅压平方（或线性）增长；弯不够时，电

子要靠热运动越过势垒，电流随栅压指数增长，但不可能快于每 ln 10 · kBT/q ≈ 60mV 十倍
——这一条玻尔兹曼极限，最终决定了芯片的电源电压与功耗。
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A 计算细节与插值模型

A.1 态密度积分与有效态密度

需要的积分是 I1/2 ≡
∫∞
0 x1/2e−xdx。令 x = t2，dx = 2t dt：

I1/2 = 2

∫ ∞

0
t2e−t2dt.

分部积分（u = t，dv = te−t2dt，v = −1
2e−t2）：2

∫∞
0 t2e−t2dt = 2

[
− t

2e−t2
]∞
0
+
∫∞
0 e−t2dt =

√
π
2 ，最

后一步用了高斯积分
∫∞
0 e−t2dt =

√
π/2（把它的平方写成平面上的二重积分，改用极坐标即得）。

代入第 4.3 节：

n =
1

2π2

(
2m∗kBT

h̄2

)3/2 √π
2

e−(Ec−EF)/kBT

= 2

(
m∗kBT

2πh̄2

)3/2

e−(Ec−EF)/kBT ,

其中用了 1
2π2 · 23/2 ·

√
π
2 = 2 · (2π)−3/2。再用 h̄ = h/2π 即得式 (4.4)。同样的积分给出导带电子

的平均动能 ⟨E − Ec⟩ = kBT I3/2/I1/2 = 3
2kBT（I3/2 = 3

2I1/2，分部积分），与经典理想气体相同

（图 3(b)）。
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数值：m∗ = m0、T = 300K 时 2(2πm0kBT/h2)3/2 = 2.51 × 1025 m−3 = 2.51 × 1019 cm−3；

Nc ∝ T 3/2。

A.2 速度饱和模型的饱和点

由第 7.9 节第三步，ID(L+ VDS/Esat) =WµCoxg(VDS)，g(V ) = VovV −mV 2/2。两边对 VDS

求导：
dID

dVDS

(
L+

VDS
Esat

)
+

ID
Esat

=WµCox(Vov −mVDS).

在极大值处 dID/dVDS = 0，所以 ID,sat =WµEsatCox(Vov−mVDS,sat) =WCoxvsat(Vov−mVDS,sat)，

这就是式 (7.15) 的最后一式。把它代回原式：

Esat(Vov −mV )

(
L+

V

Esat

)
= VovV − m

2
V 2

=⇒ m

2
V 2 +mEsatLV − VovEsatL = 0,

取正根即得式 (7.15)的第一式（u = 2Vov/(mEsatL)）。物理解释：漏端局部有 ID =W |Qn(L)| v(EL)，
|Qn(L)| = Cox(Vov −mVDS)；与上面的 ID,sat 比较得 v(EL) = vsat，在式 (7.13) 中这要求 EL → ∞
——与长沟道模型漏端电场发散（式 (7.7)）同理，模型在饱和点的漏端都失效，但给出的电流是
可靠的。两个极限的展开：令 u = 2Vov/(mEsatL)，

√
1 + u − 1 = u/2 − u2/8 + · · ·。u ≪ 1 时

VDS,sat ≈ Vov/m− V 2
ov/(2m

2EsatL)，ID,sat ≈ µCoxW
2mL V 2

ov

(
1− Vov

mEsatL

)
；u≫ 1 时得式 (7.16)。

A.3 CMOS 计算与演示所用的插值器件模型

图 12、第 9.1 节的数值与 mosfet-transfer、mosfet-cmos 两个演示，需要一个从亚阈值区连续
过渡到强反型区的器件模型。本讲用 EKV 型插值式（scripts/cmoslib.py）：

ID = 2mkU2
T

[
F
( VP
UT

)
− F

(VP − VDS
UT

)]
(1 + λVDS),

F (z) = ln2
(
1 + ez/2

)
, VP =

VGS − VT
m

,

其中 k = µCoxW/L，源极接地（VS = 0）。两个极限：

• 强反型（z ≫ 1）：ln(1 + ez/2) ≈ z/2，F ≈ z2/4。若 VP > VDS（线性区），ID ≈ mk
2 [V 2

P −
(VP − VDS)

2] = k[(VGS − VT)VDS − m
2 V

2
DS]，即体电荷模型 (7.9)；若 VDS > VP，第二项趋于

0，ID ≈ k(VGS − VT)2/(2m)，即饱和电流，饱和电压 VP = (VGS − VT)/m。

• 弱反型（z ≪ −1）：ln(1 + ez/2) ≈ ez/2，F ≈ ez，ID ≈ 2mkU2
T e(VGS−VT)/mUT

(
1− e−VDS/UT

)
，

与式 (8.2) 同形，摆幅恰为 ln 10 ·mUT。

中间区域只是光滑插值，并非由第一性原理推出；本讲只把它用于反相器的半定量计算，器件

物理的结论都以 Pao–Sah 精确积分为准。因子 (1 + λVDS) 使饱和区满足第 7.8 节的定义 λ =

I−1
D0∂ID/∂VDS。
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B 泊松方程第一积分的推广与弱反型电荷

B.1 沟道电势不为零时的第一积分

MOSFET 沟道中电子的准费米势为 V（相对衬底），电子浓度 n = n0e(ψ−V )/UT，空穴仍为

p = p0e−ψ/UT。为使深处体内（ψ = 0）电中性，把电荷密度写成

ρ = q
[
p0

(
e−ψ/UT − 1

)
− n0e−V /UT

(
eψ/UT − 1

)]
（体内电子浓度 n0e−V /UT 比 p0 小十几个数量级，这样写只差可以忽略的量）。重复第 6.4 节的步
骤： (

dψ
dx

)2

=
2qp0UT
εs

F 2
V (ψ),

F 2
V =

(
e−ψ/UT +

ψ

UT
− 1

)
+
n0
p0

e−V /UT

(
eψ/UT − ψ

UT
− 1

)
.

(B.1)

电子项现在是 e(ψ−2ϕF−V )/UT：强反型需要 ψs ≈ 2ϕF + V，这就是式 (7.4) 的依据。反型层电荷
Qn = −q

∫
(n− nbulk) dx 用变量代换 dx = dψ/|dψ/dx| 化为对 ψ 的积分：

Qn = −qn0e−V /UT

∫ ψs

0

eψ/UT − 1

|dψ/dx| dψ, (B.2)

|dψ/dx| 由式 (B.1) 给出。本讲的“精确解”（图 6、9、11 与实验题的数据）都用式 (B.1)、(B.2)
与栅压方程 (6.3) 数值计算（scripts/mos1d.py），并用有限差分直接解泊松方程核对（表面电场
相差 < 4× 10−4）。

B.2 弱反型电荷的更精确形式

弱反型时，电子只分布在表面附近很薄的一层内，可以在这一层内把电势展开到二阶。由泊松

方程，这一层中电荷几乎只有电离受主，ψ′′ = qNA/εs，所以

ψ(x) ≈ ψs − Esx+
qNA
2εs

x2,

E2
s =

2qNA(ψs − UT )

εs
,

后一式来自第一积分 (B.1) 略去电子项后的耗尽区形式（比耗尽近似多出 −UT）。电子浓度 n =

ns exp
[
−Esx

UT
+
qNAx

2

2εsUT

]
，第二项相对第一项是小量（在 x ∼ UT /Es 处，比值为 UT /[4(ψs −UT )]）。

展开 eϵ ≈ 1 + ϵ 后逐项积分（
∫∞
0 x2e−x/adx = 2a3，a = UT /Es）：∫ ∞

0
n dx ≈ ns

UT
Es

[
1 +

qNAUT
εsE2

s

]
= ns

UT
Es

[
1 +

UT
2(ψs − UT )

]
.
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整理得

Qn ≈ − Cd UT

(
ni
NA

)2

e(ψs−V )/UT

×
[
1 +

UT
2(ψs − UT )

]
,

Cd =

√
εsqNA

2(ψs − UT )
.

(B.3)

其中 Cd 即正文式 (8.1) 的定义，所以式 (B.3) 就是正文式乘以方括号。与式 (B.2) 的数值积分比
较（标准器件，ψs = 0.45–0.75V）：式 (B.3) 的误差 < 0.4%；正文式 (8.1)（去掉方括号）偏小
1.9%–3.4%；若再把 Cd 中的 ψs − UT 换成 ψs（耗尽近似），偏小 3.7%–6.5%。注意：直接把第一
积分 (6.5) 按电子项展开，得到的“Qs（有电子）−Qs（无电子）”恰是去掉方括号的形式——它不

等于电子电荷，因为电子的出现还改变了同一表面势下耗尽层的电荷。

C 自然长度：改进的抛物线近似与精确本征方程

保留表面与中心的电势差 第 9.5 节第二步的连续条件 εsatsi = εox(V ′
g − ψc − at2si/4)/tox 可以精

确解出 a：a = εox(V ′
g − ψc)/[tsi(εstox + εoxtsi/4)]。代入 ψ′′

c = −2a：

ℓ2 =
εstsitox
2εox

+
t2si
8
. (C.1)

分离变量的精确解 拉普拉斯方程是线性的，偏离长沟道值的部分 ϕ ≡ ψ − V ′
g 满足 ∇2ϕ = 0，在

栅上（x = ±d，d = tsi/2 + tox）ϕ = 0。试探 ϕ = X(x)e−y/ℓ：X ′′ +X/ℓ2 = 0。对称的最低阶解：

硅中 X = cos(x/ℓ)（|x| < tsi/2），氧化层中 X = B sin[(d−|x|)/ℓ]（在栅上为零）。在界面 x = tsi/2

处 ϕ 连续、ε ∂ϕ/∂x 连续：

cos tsi
2ℓ

= B sin tox
ℓ
, εs sin tsi

2ℓ
= εoxB cos tox

ℓ
.

两式相除消去 B：

εs tan tsi
2ℓ

tan tox
ℓ

= εox (C.2)

（取 tsi/2ℓ < π/2 的根）[37]。两个正切都取小角近似 tan z ≈ z，即回到式 (9.6)。比较（tsi/tox，单

位 nm）：

tsi/tox 式 (9.6) 式 (C.1) 式 (C.2) 二维数值解

10/1 3.87 5.24 4.92 4.93
5/1 2.74 3.26 3.15 3.17
10/2 5.48 6.52 6.31 6.34

（二维数值解的衰减长度由 scripts/scalelen.py 拟合，L = 80 nm，拟合区间 8 < y < 25nm。）
简单抛物线近似偏小约 20%，改进的近似偏大约 5%，精确本征方程与数值解相差 < 1%。各种近
似的指数规律 e−L/2ℓ 相同，只是 ℓ 的数值不同；文献中常用的“等效栅数”公式（第 9.5 节）属
于简单抛物线近似一类，用于比较不同几何的趋势。
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D 最小二乘直线拟合

对数据 (xi, yi)（i = 1, . . . , N）拟合 y = a+bx，使 χ2 =
∑

iwi(yi−a−bxi)2最小（wi = 1/σ2i；各

点误差未知时先取 wi = 1）。令 ∂χ2/∂a = ∂χ2/∂b = 0，记 Σ0 =
∑
wi，Σx =

∑
wixi，Σy =

∑
wiyi，

Σxx =
∑
wix

2
i，Σxy =

∑
wixiyi，DΣ = Σ0Σxx − Σ2

x：

b =
Σ0Σxy − ΣxΣy

DΣ
, a =

ΣxxΣy − ΣxΣxy
DΣ

.

a、b 是 yi 的线性组合，按误差传递得 σ2a = Σxx/DΣ，σ2b = Σ0/DΣ，协方差 cov(a, b) = −Σx/DΣ。

若各点误差未知，用残差估计 σ2 =
∑

(yi − a− bxi)
2/(N − 2)，再令 wi = 1/σ2。

实验题中阈值电压是直线与横轴的交点 x0 = −a/b。a 与 b 相关，误差传递必须计入协方差：

σ2x0 =
(σa
b

)2
+
(aσb
b2

)2
− 2a

b3
cov(a, b).

数据点集中在 x0 一侧时 a、b 强相关，忽略协方差会明显高估 σx0。λ = b/a 的误差同理。
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