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1 导读

一台实验室里的氦氖激光器，两块镜子相距几十厘米，出射光束直径约 1 mm；LIGO 引力波
探测器的一条“臂”，两块 40 kg 的熔石英镜子相距约 4 km，镜面上的光斑半径约 6 cm，腔内来
回奔跑的激光功率按设计可达 750 kW。两者尺度相差上万倍，背后却是同一套物理：光在两块弯
曲镜子之间来回反射，什么样的镜子能把光“关住”？被关住的光在横截面上是什么形状、沿传播

方向怎样变粗变细？它们只能在哪些频率上共振？

本讲用三件普通物理里能找到原型的工具回答这些问题：几何光学的“光线”（升级为 2 × 2

的光线转移矩阵）、波动光学的多光束干涉（法布里–珀罗腔），以及描述光束衍射的波动方程（化

为傍轴波动方程）。它们在“高斯光束”这个对象上汇合：一个复数参数 q 同时记录光束的粗细与

波前的弯曲，并且像光线一样按 ABCD 矩阵变换。最后我们把这些结论用到 LIGO 臂腔，逐项核
对它的设计参数。

背景：激光与光学谐振腔的诞生

1958 年，Schawlow 与 Townes 建议用两块平行反射镜构成的法布里–珀罗干涉仪作为红外与
光学“激射器”的谐振腔 [1, 2]。1960 年，休斯研究实验室的 Maiman 用光泵浦两端面抛光镀
银的红宝石（掺铬刚玉）晶体，得到 694.3nm 的受激辐射（1960 年 7 月 7 日发布，8 月 6 日
刊于《自然》）[2–4]；1961 年 Javan 等报道了氦氖气体放电中的连续激光振荡 [5]。紧接着的
问题是：有限大小的镜子之间，光会不会因衍射很快漏光？1961 年，贝尔实验室的 Fox 与厉
鼎毅在 IBM 704 上让均匀平面波在两块宽 2a = 50λ、相距 b = 100λ 的条形平面镜之间反复

衍射：约 300 次渡越后场的相对分布不再变化，每次只损失 0.688% 的功率，相位比几何光程
超前 1.59°[2]——这种自我复制的分布就是谐振腔的模。随后，Boyd 与 Kogelnik 把谐振腔等
效为周期透镜序列，给出稳定区边界 [6]；Kogelnik 证明高斯光束复参数满足“ABCD 定律”
[7]；Kogelnik 与厉鼎毅 1966 年的综述把这些结果整理成至今通用的形式 [8]。第 8.1 节会重做
Fox–Li 的数值实验。

背景：LIGO 的法布里–珀罗臂腔

2015 年 9 月 14 日，Advanced LIGO 的两台探测器同时记录到双黑洞并合的引力波

GW150914[9]。每台探测器是一台迈克耳孙干涉仪，两条 4 km 臂各是一个法布里–珀罗腔：
输入镜（ITM）透射率 1.4%，端镜（ETM）约 5 ppm，精细度 450；两镜曲率半径 1934 m 与
2245 m，镜面光斑半径 5.3 cm 与 6.2 cm，g1g2 = 0.83，“接近稳定极限”；输入 125 W，经
“功率循环”（入口处再加一块部分透射镜，把返回入口的光再送回干涉仪）后分束器处约 5.2

kW，每条臂腔内约 750 kW（设计值）[10]。设计文献指出：大光斑降低镀膜热噪声，代价是
靠近稳定边缘；选近同心而非近平面设计是为了高功率下辐射压力矩的稳定性 [10, 11]；镀膜
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吸收在输入镜中形成的“热透镜”需要主动补偿 [10, 12]。第三期观测（2019–2020）的平均臂
腔功率约为 201 kW（汉福德）与 239 kW（利文斯顿）[13]。这些数字在第 9 节和例题 4 中会
由本讲的公式重新算出。

学习目标 学完本讲，你应当能够：

1. 推导自由传播、薄透镜、球面反射镜、球面折射界面的光线转移矩阵，正确地按顺序相乘，并
说明行列式为 1 的物理含义；

2. 由多光束求和得到法布里–珀罗腔的透射谱（Airy 函数）、自由光谱区、精细度、线宽与腔内
功率增益；

3. 由往返矩阵的递推（或本征值）推出谐振腔的稳定条件 0 ≤ g1g2 ≤ 1，并会用稳定性图判断

各种腔；

4. 从亥姆霍兹方程出发，在写清小参量的前提下得到傍轴波动方程，代入验证高斯光束解，说
出 w0、zR、R(z)、Gouy 相位的含义；

5. 用 q 参数与 ABCD 定律处理透镜聚焦、腔模自洽、模式匹配；推出谐振频率公式并解释共
焦腔的频率简并；

6. 用以上结论估算 LIGO 臂腔的光斑、功率增益、失准灵敏度与热透镜；处理刀口法测量光束
参数的实验数据。

前置知识：本讲需要的普通物理与数学

• 几何光学：反射定律、折射定律、薄透镜成像公式、焦点与焦距；

• 波动光学：光程与相位差、双光束干涉、衍射的惠更斯–菲涅耳原理（定性即可）；

• 电磁学：真空中的电磁波方程（会在第 5 节复述）；

• 数学：泰勒展开、复数的指数形式 eiφ、等比级数求和、偏导数、高斯积分
∫∞
−∞ e−x2dx =

√
π。

本讲新引入的工具——2 × 2 矩阵的乘法、行列式与本征值，复振幅，亥姆霍兹方程与傍轴近

似，菲涅耳衍射积分，平面波展开（角谱），积分方程的本征解（Fox–Li 迭代），厄米多项式
及其正交性，光束的二阶矩宽度，导热的能量守恒形式与函数 Ein，误差函数，加权最小二乘、
协方差与误差传递（雅可比矩阵），蒙特卡洛重抽样——都在首次使用前给出定义与推导。

建议学时 课堂 2 学时（约 90 分钟）只讲主线（第 3–9 节中的定义、要点与关键推导）：ABCD
矩阵与法布里–珀罗腔 20 分钟；稳定性 15 分钟；傍轴方程与高斯光束 20 分钟；腔模、频率与模
式匹配 20 分钟；LIGO 臂腔 15 分钟。推导细节框、例题、实验题与附录供课后阅读与练习。

推导路线 三条线索——光线矩阵与稳定性、多光束干涉、傍轴波动方程与高斯光束——在腔模与

谐振频率处汇合，再用于 LIGO 臂腔；完整的依赖链见第 12 节。
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2 名词与符号

表 1 本讲符号表（同一字母的不同用法已在“含义”中注明出现的节）

符号 含义 单位

y, θ 光线到光轴的距离、光线与光轴的夹角（傍轴：θ = dy/dz） m, rad(
A B

C D

)
光线转移矩阵（ABCD 矩阵） 1, m, m−1, 1

Td, Ff 自由传播 d 的矩阵、焦距 f 的薄透镜矩阵 —

R, R1, R2 球面曲率半径；腔镜曲率半径（凹面为正）；R(z) 为波前曲率半径 m
n 折射率（第 3、9.4 节）；横模指数（第 8.5 节起） 1
L 腔长（两镜间距） m
g1, g2 腔的 g 参数，gi = 1− L/Ri 1
h, Φ 往返矩阵的半迹 h = (A+D)/2；稳定腔中光线每次往返的相位 cosΦ = h 1, rad
ri, ti 第 i 块镜子的振幅反射率、振幅透射率 1
Ti, ℓi 功率透射率 t2i、功率损耗（吸收与散射），r2i + Ti + ℓi = 1 1
δ 光在腔内往返一次的相位 2kL（第 4 节） rad
νFSR, δν, F 自由光谱区 c/2L、共振线的半高全宽、精细度 Hz, Hz, 1
G 共振时腔内功率增益 Pc/Pin 1
λ, k, ν 波长、波数 2π/λ、频率 m, m−1, Hz
U , u 复振幅 U(x, y, z)；慢变包络 u，U = u eikz —

w(z), w0 高斯光束半径（光强降为中心 1/e2 处）、束腰半径 m
zR 瑞利长度 πw2

0/λ m
ψ(z) Gouy 相位 arctan(z/zR) rad
q 高斯光束复参数，1/q = 1/R+ iλ/(πw2) m
θ0 远场发散半角 λ/(πw0) rad
N 菲涅耳数 a2/(Lλ)（a 为镜面半宽或半径；Fox–Li 一节镜距记为 b） 1
m, n; j 横模指数（x、y 方向的零点数）；纵模序数 1
Hm 厄米多项式 1
η 模式匹配效率（功率耦合比例） 1
M2 光束质量因子 1
ϑ1, ϑ2 腔镜的倾斜角（第 9 节、例题 4） rad
S, K 失准矩阵（倾角 → 光斑位移）、光学角刚度矩阵 m/rad, N·m/rad
kth 热导率（第 9.4 节） W/(m · K)

κ 横向波数（第 7.3 节） m−1

κm 悬挂提供的机械角刚度（例题 4） N·m/rad
dn/dT 折射率温度系数 K−1

fth 热透镜焦距 m

符号说明：例题、实验题与附录中临时引入的字母（如例 1 的 p1, p2，例 3 的腔长偏离 s 与

∆R，实验题的斜率 k1、系数 αi、比值 γ 与相对误差 εr）只在该处使用，届时另行定义，与表中

同字母的量无关。几个容易混淆的名词：谐振腔指两块或多块反射镜围成、使光沿同一路径反复往

返的结构，本讲只讨论两块球面镜（平面镜看作 R→ ∞）的“两镜腔”；模是往返一次后横向形状
完全复原、整体只乘一个复数因子的场分布，横向形状不同的叫不同横模（TEMmn，第 8.5 节），
横向形状相同、沿轴驻波节点数不同的叫不同纵模；稳定腔指近轴光线经任意多次往返仍留在轴

附近的腔（第 6 节），说的是几何光线而非输出功率；高斯光束指横截面光强按 e−2r2/w2 分布的光

束，是傍轴波动方程最简单的解，也是稳定腔的基模 TEM00。
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3 前置模块 I：傍轴光线与 ABCD 矩阵

3.1 光线的描述与傍轴近似

取光轴为 z 轴，光大体沿 +z 方向传播。我们只考虑在含光轴的一个平面（y–z 平面）内的光

线；对旋转对称的系统，这已足够。

定义：光线的状态

在某个横截面 z 上，一条光线由两个数确定：它到光轴的距离 y（在轴上方为正），以及它与

光轴的夹角 θ（光线向上斜时为正）。把这两个数排成一列，记作

(
y

θ

)
。

假设：傍轴近似

所有光线都离轴很近、与轴夹角很小：|θ| ≪ 1，且 |y|远小于各个曲面的曲率半径。于是 sin θ ≈
tan θ ≈ θ，cos θ ≈ 1。小参量是 θ（以及 y/R）；我们保留到一阶，丢掉的相对误差是 θ2/6 量

级（来自 sin θ = θ − θ3/6 + · · ·）。例如 θ = 0.05 时误差约 4× 10−4。在这一近似下，光线经

过任何元件后的 (y, θ) 都是入射 (y, θ) 的线性函数——这就是矩阵方法成立的原因。

前置知识：2× 2 矩阵：本讲用到的全部内容

把两个数 y, θ 线性地变成另两个数：

y2 = Ay1 +Bθ1, θ2 = Cy1 +Dθ1,

记作

(
y2

θ2

)
=

(
A B

C D

)(
y1

θ1

)
。规则就是“行乘列”：第一行 (A,B) 与列 (y1, θ1) 对应相乘再

相加得到 y2。

• 乘法：先用 M1、再用 M2 作用，等于用 M2M1 作用。把第一步结果代入第二步即可算出(
a b

c d

)(
A B

C D

)
=

(
aA+ bC aB + bD

cA+ dC cB + dD

)
。一般 M2M1 ̸= M1M2，所以顺序不能颠倒。

• 行列式 det
(
A B

C D

)
= AD − BC，迹 tr = A + D。直接展开可验证 det(M2M1) =

det M2 · det M1。

• 单位矩阵 I =
(
1 0

0 1

)
，作用后不变。

• 本征值：若存在非零列 v 使 Mv = λv，称 λ 为本征值。由 (A− λ)(D− λ)−BC = 0 得

特征方程 λ2 − (A+D)λ+ (AD −BC) = 0。

3.2 四种基本元件的矩阵

图 1 画出了四种元件与符号约定。下面逐个推导。
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y1

y2θ

d

(a) 自由传播：y2 = y1 + dθ

F

f

y

(b) 薄透镜：θ2 = θ1 − y/f

C

法线

n1

n2

R > 0

(c) 球面折射：R > 0 表示中心在右

R/2C

凹面镜：R > 0

(d) 凹面镜：θ2 = θ1 − 2y/R

图 1 四种基本元件与符号约定。(a) 在均匀介质中自由传播距离 d；(b) 焦距为 f 的薄透镜（会聚透镜
f > 0）；(c) 折射率 n1 → n2 的球面界面，曲率中心 C 在界面右侧（光的前进方向）时 R > 0，图中折射光
线由傍轴公式画出；(d) 凹面反射镜，曲率半径记为 R > 0，平行光反射后会聚于 R/2 处。

推导：自由传播

在均匀介质中光线走直线，方向不变：θ2 = θ1。传播距离 d 后高度增加 d tan θ1 ≈ d θ1。于是

Td =
(
1 d

0 1

)
. (3.1)

推导：薄透镜

“薄”指透镜厚度可忽略，光线在透镜处高度不变：y2 = y1。光线的偏折量只能线性地依赖

于 y1 和 θ1。由两条熟知的事实确定系数：(i) 过光心的光线（y1 = 0）方向不变，所以 θ2 =

θ1+(只含y1 的项)；(ii)平行于轴的光线（θ1 = 0）出射后经过焦点，即在 f 处到达轴：0 = y1+fθ2，

故 θ2 = −y1/f。合起来 θ2 = θ1 − y1/f：

Ff =

(
1 0

−1/f 1

)
. (3.2)

推导：球面折射界面

界面顶点在 z = 0，曲率中心在 z = R（R > 0 表示中心在右）。高度 y 处界面的法线指向曲率

中心，它与 z 轴的夹角（按光线角的正负约定）为 −y/R（中心在下方，法线向下斜）。入射
光线与法线的夹角是两者方向角之差：

i1 = θ1 −
(
− y

R

)
= θ1 +

y

R
, i2 = θ2 +

y

R
.

傍轴的折射定律 n1i1 = n2i2 给出 θ2 =
n1
n2
θ1 +

n1−n2
n2R

y；界面处高度不变。所以

N =

 1 0
n1 − n2
n2R

n1
n2

 , det N =
n1
n2
. (3.3)

平面界面是 R→ ∞：θ2 = (n1/n2)θ1，正是小角度的斯涅耳定律。

检验：由两个界面拼出薄透镜

玻璃（折射率 n）双凸透镜：第一面 1 → n，中心在右，半径 R1；第二面 n → 1，中心在

左，按约定半径记为 −R2（R2 > 0）；两面间距 t。乘积 N2TtN1 在 t → 0 时的左下元素为

−(n− 1)(1/R1+1/R2)，与式 (3.2) 比较即得透镜制造者公式 1/f = (n− 1)(1/R1+1/R2)。另
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外 det(N2TtN1) =
n
1 · 1 · 1

n = 1：光从空气出发、回到空气，行列式为 1（下一小节解释其含
义）。sympy 核对见 scripts/verify_sympy.py。

推导：球面反射镜

反射把光的前进方向反转。为了沿用“光沿 +z 前进”的记账方式，我们把反射后的光路展开：

想象把镜子后面的空间翻折过来，反射光继续沿 +z 走（就像透过镜子看过去）。镜面上反射

前后高度不变，y2 = y1。对凹面镜（曲率中心在入射一侧，约定 R > 0），高度 y 处法线与轴

夹角为 y/R；反射定律使光线相对法线的角度反号，展开后的出射角为 θ2 = θ1− 2y/R（检验：

平行光 θ1 = 0 反射后 θ2 = −2y/R，会聚到 R/2 处，即凹面镜焦距 R/2）。所以反射镜等价于

焦距 f = R/2 的薄透镜：

FR/2 =

(
1 0

−2/R 1

)
. (3.4)

其中凹面 R > 0，凸面 R < 0，平面 R→ ∞。注意这里反射镜的曲率半径约定（凹面为正）与
式 (3.3) 中折射界面的约定（中心在右为正）不同，这是谐振腔文献的习惯，本讲始终如此。

3.3 级联：矩阵相乘的顺序

光依次经过元件 1、2、⋯、N，每个元件把前一个的出射当作自己的入射，所以(
yout

θout

)
= MN · · ·M2M1

(
yin

θin

)
. (3.5)

先经过的元件写在最右边。这与书写顺序相反，是初学者最常犯的错误。

例题：两个矩阵元的物理意义

物距 d1、薄透镜 f、像距 d2 的系统：

Td2FfTd1 =

(
1− d2/f d1 + d2 − d1d2/f

−1/f 1− d1/f

)
.

(i) 成像要求物点发出的所有光线（各种 θin）汇聚到同一个像点，即 yout 与 θin 无关：B = 0，

也就是 1/d1 + 1/d2 = 1/f——成像公式。此时 A = 1− d2/f = −d2/d1 是横向放大率。(ii) 一
般系统的 C = −1/feff 给出等效焦距：平行光（θin = 0）出射角 θout = Cyin。

3.4 行列式为 1 的意义

由式 (3.1)–(3.4)，自由传播、薄透镜、反射镜的行列式都是 1，折射界面是 n1/n2。由乘积规

则 det(M2M1) = det M2 det M1，任何光学系统的

det M = AD −BC =
nin
nout

, (3.6)

中间经过的界面都相互抵消，只剩首末两端的折射率之比。入射与出射在同一种介质中时，det M =

1。本讲的谐振腔都在空气或真空中，往返矩阵的行列式恒为 1，这一点在第 6 节求稳定条件时是
关键。
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要点：行列式 = 相空间面积之比

在 (y, θ) 平面上，一束光线占据一块区域。线性变换把以 (δy, 0)、(0, δθ) 为边的小矩形变成以

(Aδy,Cδy)、(Bδθ,Dδθ) 为边的平行四边形，面积为 |AD −BC| δy δθ。所以 det M = 1 意味

着：在同一介质中，光束在“位置–角度”平面上占据的面积不变。把光束压细（y 范围变小）

必然使发散角变大，反之亦然——没有任何透镜组能同时把光束变细又变准直。若改用“约化

角”nθ 作为第二个变量，则对所有元件 det = 1，面积守恒对跨介质的系统也成立；这就是几

何光学中“光学扩展量”（étendue）守恒与亮度不能被无源光学系统提高的根源。第 7.3 节会
看到，高斯光束的“束腰 × 发散角 = λ/π”是这个面积在波动光学中的最小值。

4 前置模块 II：法布里–珀罗腔的多光束干涉

这一节暂时忽略光束的横向结构，把腔内的光当作沿轴往返的平面波，只关心“相位”与“振

幅”的记账。

4.1 复振幅

定义：复振幅与本讲的相位约定

频率为 ν（角频率 ω = 2πν）的单色光，电场的某一分量写成

E(r, t) = Re
[
U(r) e−iωt], (4.1)

复数 U(r)叫复振幅：它的模 |U |是振幅，辐角是该点的相位。沿 +z 传播的平面波 U = U0eikz，

k = 2π/λ = ω/c：沿传播方向每走 ∆z，复振幅乘以 eik∆z。光强（单位面积功率）正比于时间

平均的 E2，即 I ∝ |U |2。
本讲统一采用 e−iωt 约定（与赵凯华《光学》等普通物理教材一致）。激光工程文献（如 Kogelnik–
Li综述与 Siegman的教科书）多用 e+iωt，那时所有空间相位因子取复共轭（eikz → e−ikz），后

文的 q 参数也随之共轭；可观测量（光斑、曲率半径、频率）不受影响。

叠加原理：几列同频率的光在同一点叠加，复振幅直接相加。干涉现象就是复数相加时辐角起

的作用。

4.2 多光束求和：透射与腔内场

假设：理想法布里–珀罗腔

两块平行镜相距 L，中间是真空；入射光是沿轴的平面波。镜 i（i = 1 为输入镜）对腔内一侧

入射的光，振幅反射率为 ri、振幅透射率为 ti，均取正实数；镜面反射与透射的固定相位已并

入 L 的定义（只改变共振频率的整体位置）。功率守恒写成 r2i + t2i + ℓi = 1，ℓi 是吸收与散射

损耗。从腔外照射镜 1 时的反射率取 −r1（无损镜的斯托克斯关系，见第 4.4 节的检验）。
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推导：逐次往返求和

设入射光在镜 1 外表面的复振幅为 Ein。透进腔内后紧靠镜 1 的向右波为 t1Ein。它走到镜 2
乘 eikL，在镜 2 透出 t2：第一束透射光 t1t2eikLEin。在镜 2 反射（r2）、走回镜 1（eikL）、在镜

1 反射（r1），再走到镜 2——比第一束多了因子 r1r2e2ikL。依此类推，第 p 束（p = 0, 1, 2, . . .）

多出 (r1r2eiδ)p，其中

δ ≡ 2kL =
4πνL

c

是往返一次的相位。所有透射光束复振幅相加是等比级数（公比的模 r1r2 < 1，级数收敛）：

Et = t1t2eikLEin

∞∑
p=0

(r1r2eiδ)p

=
t1t2 eiδ/2

1− r1r2eiδ Ein.

(4.2)

同理，紧靠镜 1 的腔内向右总场为

Ec =
t1

1− r1r2eiδ Ein. (4.3)

推导：功率透射率：Airy 函数

取模平方。分母
∣∣1− reiδ∣∣2 = (1 − reiδ)(1 − re−iδ) = 1 + r2 − 2r cos δ，其中 r ≡ r1r2。再用

cos δ = 1− 2 sin2(δ/2) 改写为 (1− r)2 + 4r sin2(δ/2)。于是

TFP ≡ |Et|2

|Ein|2
=

T1T2

(1− r1r2)2 + 4r1r2 sin2(δ/2)

=
Tmax

1 +
(
2F
π

)2 sin2 δ
2

,

(4.4)

其中 Tmax = T1T2/(1− r1r2)
2，并定义了精细度

F ≡
π
√
r1r2

1− r1r2
. (4.5)

（检验：(2F/π)2 = 4r/(1− r)2，正是把分母除以 (1− r)2 后 sin2 前的系数。）式 (4.4) 叫 Airy
函数。对称无损腔（r1 = r2，ℓi = 0）有 Tmax = 1：共振时全部透过。

4.3 自由光谱区、线宽与精细度

推导：共振、自由光谱区与线宽

(i) 共振：sin(δ/2) = 0，即 δ = 2πj（j 为整数），也就是 2L = jλ：往返光程是波长的整数倍，

各次往返的光同相叠加。共振频率 νj = jc/(2L)。

(ii) 自由光谱区：相邻共振的频率间隔

νFSR =
c

2L
. (4.6)

(iii) 线宽：在 δ = 2πj 附近令 δ = 2πj + ϵ，透射降到一半要求 (2F/π)2 sin2(ϵ/2) = 1。当

F ≫ 1 时 ϵ 很小，sin(ϵ/2) ≈ ϵ/2，得 ϵ1/2 = ±π/F。全宽 2π/F 对应的频率宽度（δ 每变 2π
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频率变 νFSR）为

δν =
νFSR
F

. (4.7)

精细度的直观意义：自由光谱区是线宽的多少倍。保留的近似是 sin(ϵ/2) ≈ ϵ/2，相对误差

ϵ2/24 ∼ (π/F)2/24；F = 60 时约 10−4（图 2(a) 的脚本中把式 (4.7) 与 4 arcsin[π/(2F)] 的精

确值作了比较）。

(iv)低损耗时的近似：设每块镜的总“漏光”Ti+ℓi ≪ 1，则 ri =
√
1− Ti − ℓi ≈ 1− (Ti+ℓi)/2，

r1r2 ≈ 1− Λ/2，Λ ≡ T1 + T2 + ℓ1 + ℓ2 是往返一次的总功率损耗。代入式 (4.5)：

F ≈ 2π

Λ
. (4.8)

推导：储能时间与线宽的关系

关掉入射光后，腔内功率每往返一次乘以 (r1r2)
2，往返时间 2L/c。p次往返后功率为 (r1r2)

2p =

e2p ln(r1r2)；令 t = 2pL/c，写成 e−t/τ，得储能时间 τ = 2L/c
−2 ln(r1r2) ≈

2L
cΛ（用 − ln(1− x) ≈ x）。

与式 (4.7)、(4.8) 比较：
δν =

c

2L
· Λ

2π
=

1

2πτ
. (4.9)

线宽与储能时间互为倒数（差 2π），这是“共振越尖锐、储能越久”的定量形式。LIGO 文献
中常说的“腔极点频率”就是半高半宽 δν/2：信号频率高于它时，光在腔内来不及积累。

4.4 腔内功率增益与阻抗匹配

由式 (4.3)，共振时（eiδ = 1）腔内功率与入射功率之比为

G =
T1

(1− r1r2)2
≈ 4T1

(T1 + ℓ)2
, (4.10)

其中 ℓ ≡ T2 + ℓ1 + ℓ2，近似式用了 r1r2 ≈ 1− (T1 + ℓ)/2。把 ℓ（除输入镜透射以外的全部往返损

耗）看作给定，G 作为 T1 的函数在 T1 = ℓ 时最大（对 T1 求导即得），最大值 Gmax = 1/ℓ。

推导：共振时的反射：阻抗匹配

从腔外看，反射场由两部分组成：镜 1 外表面的直接反射 −r1Ein，加上腔内场每次到达镜 1
时漏出的部分。腔内场在镜 1 处向左的波为 r2eiδEc，透出乘 t1：

Er
Ein

= −r1 +
t21r2eiδ

1− r1r2eiδ
ℓ1=0, t21=1−r21−−−−−−−−−−→ r2eiδ − r1

1− r1r2eiδ .

(i) 共振时 Er/Ein = (r2 − r1)/(1− r1r2)：当 r1 = r2（输入镜透射等于其余全部损耗，T1 = ℓ）

时反射为零，入射光全部进入腔内并被消耗——称为阻抗匹配（临界耦合）。T1 > ℓ 叫“过耦

合”，T1 < ℓ 叫“欠耦合”。(ii) 若 r2 = 1 且无损耗，上式的模恒为 1：光最终全部反射，只是
相位随 δ 变化。这说明选 −r1 作为外侧反射率是与能量守恒自洽的。

交互演示：法布里–珀罗腔：调节两镜反射率与损耗，观察 Airy 透射谱、反射谱、精细度与腔内增益
的变化，读数可与本节的精细度公式和增益公式对照。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 laser-fp）。
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往返相位 δ/2π（即频率 ν/νFSR）
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0.4
0.6
0.8
1.0
1.2

透射
率 T

FP 半高全宽 δν = νFSR/

νFSR = c/2L

(a) 对称无损腔的透射谱（Airy 函数）

r2 = 0.3， = 2.5
r2 = 0.7， = 8.8
r2 = 0.95， = 61.2

10−6 10−5 10−4 10−3 10−2 10−1
输入镜透射率 T1

100

101

102

103

104

腔内
功率

增益
 G=

P c
/P

in 阻抗匹配
T1 = ℓ, G = 1/ℓ

LIGO 臂腔
T1 = 1.4%, G ≈ 281

(b) 共振时的腔内增益（其余损耗 ℓ = 80 ppm）

精确
近似 4T1/(T1 + ℓ)2

图 2 (a) 对称无损腔（r1 = r2 = r）的透射谱：r2 越接近 1，共振峰越尖，脚本中用 4000 项部分和与闭
式 (4.4) 逐点核对（差别 < 10−6）；(b) 共振时的腔内功率增益随输入镜透射率 T1 的变化，其余损耗固定为
ℓ = 80 ppm。T1 = ℓ 时增益最大；LIGO 臂腔取 T1 = 1.4% ≫ ℓ，处于强过耦合，G ≈ 280。

5 前置模块 III：从亥姆霍兹方程到傍轴波动方程

5.1 亥姆霍兹方程

假设：标量近似

真空中电场的每个直角分量都满足波动方程 ∇2E − 1
c2
∂2E
∂t2

= 0。对一束沿 z 传播、偏振方向处

处几乎相同的窄光束，可以只跟踪一个分量（例如 Ex），把它当作标量场。被忽略的是光束边

缘少量的纵向场分量 Ez，其相对大小约为光束发散角 θ0（第 7.3 节），对激光束通常为 10−3

量级。

把式 (4.1) 代入波动方程： ∂2

∂t2
作用在 e−iωt 上给出 −ω2，于是复振幅满足亥姆霍兹方程

∇2U + k2U = 0, k = ω/c. (5.1)

平面波 eikz 与球面波 eikρ/ρ（ρ 为到点源的距离）都是它的解（后者可在球坐标中直接验证）。

5.2 球面波的傍轴形式

推导：菲涅耳近似

点源在原点，观察点 (x, y, z)，距离 ρ =
√
z2 + x2 + y2 = z

√
1 + (x2 + y2)/z2。在傍轴区

x2 + y2 ≪ z2，对根号作泰勒展开：

ρ = z +
x2 + y2

2z
− (x2 + y2)2

8z3
+ · · ·

代入相位 kρ 时，第三项必须远小于 1 弧度才能丢掉：k(x2 + y2)2/(8z3) ≪ 1。振幅 1/ρ 只需

取 1/z（相对误差 (x2 + y2)/(2z2)）。于是

eikρ

ρ
≈ 1

z
eikz exp

[
ikx

2 + y2

2z

]
. (5.2)

相位中的 k(x2 + y2)/(2z) 描述了半径为 z 的球面波前在轴附近的抛物面形状。
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注意保留相位二次项、丢掉四次项的条件与“振幅近似”的条件不同：相位乘了很大的 k，所

以要求更严。Fox–Li 的例子（第 8.1 节）中这个条件只是勉强满足，傍轴积分与精确积分的损耗
相差约 2%。

5.3 慢变包络近似与傍轴波动方程

激光束几乎是沿 z 传播的平面波，只是横截面有限、并且横向分布随 z 缓慢变化。把这一图

像写成

U(x, y, z) = u(x, y, z) eikz, (5.3)

eikz 携带快速振荡的相位，u 叫包络。

推导：代入亥姆霍兹方程

记横向拉普拉斯算符 ∇2
⊥ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
。对 z 求两次导数：

∂2U

∂z2
=
(∂2u
∂z2

+ 2ik∂u
∂z

− k2u
)

eikz.

代入式 (5.1)，−k2u 与 +k2u 抵消，约去 eikz：

∇2
⊥u+ 2ik∂u

∂z
+
∂2u

∂z2
= 0. (5.4)

到这里仍是精确的。

假设：慢变包络近似

设光束横向尺度为 w，包络沿 z 显著变化所需的距离为 ℓz。三项的量级分别为 ∇2
⊥u ∼ u/w2，

k ∂zu ∼ ku/ℓz，∂2zu ∼ u/ℓ2z。前两项必须同阶（否则方程只剩一项，u 平凡），由此 ℓz ∼ kw2。

于是 ∣∣∂2zu∣∣
|k ∂zu|

∼ 1

kℓz
∼ 1

(kw)2
∼ θ20,

其中 θ0 ∼ 1/(kw) = λ/(2πw) 正是衍射发散角的量级。小参量就是光束发散角的平方：w = 1

mm、λ = 1µm 时 θ20 ∼ 10−8–10−7（取 1/(kw) 或 λ/(πw) 作口径）。丢掉 ∂2zu 的相对误差是

O
(
θ20
)
，与第 3.1 节光线光学的傍轴近似一样，都是相对 O

(
θ2
)
的误差。

丢掉式 (5.4) 的最后一项，得到傍轴波动方程：

∇2
⊥u+ 2ik∂u

∂z
= 0 (5.5)

注：与薛定谔方程的类比

把 z 换成时间 t，式 (5.5) 与二维自由粒子的薛定谔方程 ih̄ ∂tΨ = − h̄2

2m∇2
⊥Ψ 形式相同：光束

“随 z 演化”就像波包随时间扩散。高斯光束的展宽与高斯波包的展宽是同一道数学题。这只

是形式上的类比，本讲不依赖量子力学。
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检验：傍轴球面波满足傍轴方程

由式 (5.2)，傍轴球面波的包络为 u = 1
z exp[ik(x2 + y2)/(2z)]。逐项计算：∂u

∂x = ikx
z u，

∂2u
∂x2

=( ik
z − k2x2

z2

)
u；y 同理。∂u

∂z =
(
− 1

z −
ik(x2+y2)

2z2

)
u。相加：∇2

⊥u + 2ik ∂zu =
[
2ik
z − k2(x2+y2)

z2
−

2ik
z + k2(x2+y2)

z2

]
u = 0。

5.4 菲涅耳衍射积分

傍轴方程是线性的，所以已知 z = 0 平面上的包络 u0(x
′, y′) 后，可以把这个平面上的每一点

当作一个次波源（惠更斯原理），把它们发出的傍轴球面波叠加起来：

u(x, y, z) =
k

2πiz

∫∫
u0(x

′, y′)

× exp
[
ik (x− x′)2 + (y − y′)2

2z

]
× dx′dy′.

(5.6)

被积函数中的指数就是从 (x′, y′, 0) 到 (x, y, z) 的傍轴球面波（式 (5.2)，平移了原点），上面已验
证它满足式 (5.5)，所以叠加后的 u 也满足。前面的常数 k/(2πiz) 由一个要求确定：均匀平面波
（u0 = 1）传播后应保持为 1。由附录 B 的菲涅耳积分

∫∞
−∞ eiax2dx =

√
πi/a（a > 0）可验证这一

点。式 (5.6) 叫菲涅耳衍射积分，它把傍轴方程的求解化为一次积分，是第 8.1 节 Fox–Li 数值实
验的工具。对于只在 x 方向有限、y 方向无限长的“条形”问题，对 y′ 的积分可以先做掉，得到

一维形式：前因子变为
√
k/(2πiz)，只保留 x 的指数。

6 谐振腔的几何稳定性

6.1 展开的腔：周期性透镜序列

两镜腔：镜 1（曲率半径 R1）与镜 2（R2）相距 L，凹面朝向腔内为正。按第 3.2 节，把每次
反射展开成一个焦距 Ri/2 的透镜，光在腔内的无数次往返就变成了沿一条直线穿过一串透镜：间

距 L，焦距交替为 R2/2、R1/2、R2/2、⋯⋯这串透镜每两片重复一次，一个“周期”对应光在腔

内往返一次。

定义：g 参数

g1 ≡ 1− L

R1
, g2 ≡ 1− L

R2
. (6.1)

平面镜 R → ∞，g = 1；镜的曲率中心恰好落在另一块镜上（R = L），g = 0；曲率中心在两

镜中点（R = L/2），g = −1。

6.2 往返矩阵

以“刚在镜 1 上反射之后、向镜 2 出发”的位置为参考面。光依次经过：自由传播 L、镜 2 反
射、自由传播 L、镜 1 反射。按式 (3.5)，先经过的写在右边：

M = FR1/2 TL FR2/2 TL. (6.2)
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推导：逐步相乘

用 −2/Ri = −2(1− gi)/L 改写反射镜矩阵。第一步，前两个因子（最右边）：

FR2/2TL =

(
1 0

−2(1−g2)
L 1

)(
1 L

0 1

)

=

(
1 L

−2(1−g2)
L 2g2 − 1

)
.

（右下元素：−2(1−g2)
L · L + 1 = 2g2 − 1。）这是“从镜 1 走到镜 2 并反射”的半程矩阵。第二

步，再乘 TL：

TL (FR2/2TL) =
(
1− 2(1− g2) L+ L(2g2 − 1)

−2(1−g2)
L 2g2 − 1

)

=

(
2g2 − 1 2g2L

−2(1−g2)
L 2g2 − 1

)
.

第三步，左乘镜 1 的矩阵：第一行不变；第二行 = −2(1−g1)
L × 第一行 + 第二行。整理得

M =

 2g2 − 1 2g2L

2(2g1g2 − g1 − g2)

L
4g1g2 − 2g2 − 1

 . (6.3)

例如右下元素：−2(1−g1)
L · 2g2L+(2g2 − 1) = −4g2 +4g1g2 +2g2 − 1 = 4g1g2 − 2g2 − 1。sympy

核对见 verify_sympy.py。

两个最重要的组合：

det M = 1, h ≡ A+D

2
= 2g1g2 − 1. (6.4)

行列式为 1 不必再算：四个因子的行列式都是 1（第 3.4 节）。半迹 h 只依赖于乘积 g1g2——这一

点并非偶然：若把参考面换到镜 2，往返矩阵变为 FR2/2TLFR1/2TL，它与 M 只差“从哪里开始

数”，两者的迹相同（一般地 tr(XY) = tr(YX)，可直接展开验证）。

6.3 多次往返：递推、本征值与稳定条件

光线往返 p 次后的状态为 vp = Mpv0。我们要问：p→ ∞ 时 yp 是否有界？

推导：第一步：2× 2 矩阵满足自己的特征方程

对任意M =

(
A B

C D

)
，直接计算M2 =

(
A2 +BC B(A+D)

C(A+D) D2 +BC

)
。左上元素可写成 A2+BC =

(A+D)A− (AD −BC)，其余元素同理。所以

M2 = (A+D)M − (det M) I = 2hM − I. (6.5)

（这对 2× 2 矩阵恒成立，称为凯莱–哈密顿定理。）
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推导：第二步：光线高度的二阶递推

把式 (6.5) 两边右乘 Mp−1v0：vp+1 = 2h vp − vp−1。取第一个分量：

yp+1 − 2h yp + yp−1 = 0. (6.6)

这是一个常系数线性递推，与“离散化的简谐振子”同型。试探 yp = λp，得特征方程

λ2 − 2hλ+ 1 = 0

=⇒ λ± = h±
√
h2 − 1, λ+λ− = 1.

(6.7)

它与第 3.1 节矩阵本征值的特征方程 λ2 − (A+D)λ+ det M = 0 完全相同：λ± 就是 M 的本
征值。一般解 yp = c+λ

p
+ + c−λ

p
−（c± 由 y0, y1 决定）。

推导：第三步：分三种情形

(i) |h| < 1：令 h = cosΦ（0 < Φ < π），则
√
h2 − 1 = i sinΦ，λ± = e±iΦ，模为 1。实数解为

yp = Y cos(pΦ+ φ0),

有界。光线在轴附近来回“振荡”，每往返一次相位前进 Φ。

(ii) |h| > 1：两根都是实数且 λ+λ− = 1，其中必有一个绝对值大于 1。除非初值恰好使该分量
的系数为零（只有初始角度与高度成某个特定比例的光线才满足，稍有偏离就不成立），|yp| 按
|λ|p 指数增长，光线很快从镜边溢出。
(iii) |h| = 1：重根 λ = ±1，一般解为 (c1 + c2p)(±1)p，yp 一般随 p 线性增长（M = ±I 时除
外，见下）。这是稳定区的边界，称为临界稳定。

把 h = 2g1g2 − 1 代入 −1 ≤ h ≤ 1：

0 ≤ g1g2 ≤ 1 （等号对应临界稳定） (6.8)

这就是两镜腔的稳定条件 [6, 8]。

检验：与透镜序列的稳定条件对照

对称腔 R1 = R2 = R展开后是焦距都为 f = R/2、间距 L的透镜序列。Boyd与 Kogelnik引用
的周期聚焦结果是“0 ≤ L/f ≤ 4时稳定”[6]。代入 L/f = 2L/R = 2(1−g)：0 ≤ 2(1−g) ≤ 4，

即 −1 ≤ g ≤ 1，正是式 (6.8)在 g1 = g2 = g 时的形式 g2 ≤ 1。物理图像：透镜太弱（L/f → 0）

不足以把发散的光线拉回；透镜太强（L/f > 4）会把光线“过度纠正”，越摆越大。

注：与周期结构的“通带”判据同构

式 (6.6)–(6.7) 的数学与周期结构中波的传输完全相同：一维周期介质（如第 42 届决赛的弦
线“声子晶体”）用一个周期的传输矩阵 M（det M = 1）判断“通带”（波能无衰减地传过

周期结构的频率范围）：|tr M/2| ≤ 1 时波可以传播，每个周期相位前进 Φ（称为布洛赫相位，

cosΦ = tr M/2），否则衰减。这里“光线在腔内有界”对应“通带”。本讲只把它作为同一数学

工具的回顾，例题与练习不涉及能带问题。
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−2 −1 0 1 2
g1 = 1 − L/R1

−2.0
−1.5
−1.0
−0.5

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0

g 2
=

1−
L/

R 2
对称腔 g 1=

g 2

平行平面腔

共焦腔

同心腔

半共焦腔

半球腔

LIGO 臂腔

不稳定

不稳定

稳定区
0 ≤ g1g2 ≤ 1

g1g2 = 1

(a) 两镜腔的稳定性图

镜 1 镜 2

(b) 稳定腔 g1 = g2 = 0.6：12 次往返，光线始终在轴附近振荡

镜 1 镜 2

(c) 不稳定腔 g1 = g2 = 1.08（两凸面镜）：光线逐次远离轴

图 3 (a) 稳定性图：浅蓝色为稳定区 0 ≤ g1g2 ≤ 1，边界为两坐标轴与双曲线 g1g2 = 1。除半共焦腔外，
图中几种典型腔都位于边界上（临界稳定）；LIGO 臂腔 (g1, g2) = (−1.065,−0.779) 在第三象限靠近双曲线
处。(b)(c) 用往返矩阵迭代计算的光线轨迹（画在实际的腔内，光线在两镜间来回）：稳定腔中光线高度有
界，不稳定腔中光线每次往返被放大。

6.4 稳定性图与几种典型腔

以 g1、g2 为坐标轴，稳定区是第一、三象限中夹在坐标轴与双曲线 g1g2 = 1 之间的部分

（图 3(a)）。几种典型腔：

表 2 典型两镜腔在稳定性图上的位置

名称 镜面 (g1, g2) 特点

平行平面腔 R1 = R2 = ∞ (1, 1) 临界稳定；对倾斜极敏感

共焦腔 R1 = R2 = L (0, 0) 临界（M = −I），模存在；怕 R1 ̸= R2

同心腔 R1 = R2 = L/2 (−1,−1) 临界稳定；两曲率中心重合于腔中心

半球腔 R1 = ∞，R2 = L (1, 0) 临界稳定

半共焦腔 R1 = ∞，R2 = 2L (1, 1/2) 稳定区内部

三个对称特例都在边界上，“临界”的方式各不相同。平行平面腔：M =

(
1 2L

0 1

)
，与轴

成 θ 角的光线每次往返横移 2Lθ，线性走出镜面，模完全由镜边衍射决定（第 8.1 节）。同心腔：

M =

(
−3 −2L

8/L 5

)
，h = 1 但 M ̸= I，光线一般也线性发散。共焦腔：M = −I，任何傍轴光线往

返一次变成 (−y,−θ)、两次复原（第 8.6 节会看到它对应频率简并）；光线并不走失，模存在且衍
射损耗很低（第 8.3 节）。共焦腔的“临界”在于它位于两条坐标轴的交点：若两镜曲率稍有不等，
L 介于 R1、R2 之间时 (g1, g2) 落入第二、四象限而不稳定（例题 3）。实际激光器通常工作在稳定
区内部，离边界有一定余量。
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交互演示：稳定性图与腔内光线：拖动 g1、g2、L 滑块（或直接在 g1–g2 平面上点击、选择预设的典型
腔），观察一条近轴光线在腔内多次往返的轨迹；读数给出 g1g2、半迹 h、每次往返的相位 Φ 与镜面光
斑尺寸。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 laser-stability）。

注：不稳定腔也有用

|h| > 1 的腔并非一无是处。对增益很高的激光介质（如大功率 CO2 激光器），光只需往返几

次就能放大到饱和，不稳定腔反而能让模充满大口径的增益介质，从镜边“溢出”的光就是输

出光束 [14]。本讲只讨论稳定腔。

7 高斯光束

本节在傍轴方程 (5.5) 中寻找横向有限、能量集中在轴附近的解。

7.1 试探解与复参数 q

第 5.3 节验证了傍轴球面波 u = 1
z eik(x2+y2)/(2z) 满足式 (5.5)。它的问题是：z 为实数时，|u|

在横向不衰减，不能代表一束光。一个大胆的尝试是把 z 换成一般的复函数。

推导：代入傍轴方程

设

u = a(z) exp
[
ikx

2 + y2

2q(z)

]
, (7.1)

a(z)、q(z) 待定（复值）。记 r2 = x2 + y2，E ≡ exp[ikr2/(2q)]。依次计算：

∂u

∂x
=

ikx
q
u,

∂2u

∂x2
=
( ik
q
− k2x2

q2

)
u,

y 同理，故 ∇2
⊥u =

(
2ik
q − k2r2

q2

)
u。对 z 求导时 a 与 q 都要求导：

∂u

∂z
= a′E + a E ·

(
− ikr2

2q2
q′
)
=
(a′
a
− ikr2q′

2q2

)
u.

代入 ∇2
⊥u+ 2ik ∂zu = 0，按 r2 的幂次整理：[2ik

q
+ 2ika

′

a

]
+ r2

[
− k2

q2
+
k2q′

q2

]
= 0.

对所有 r 成立，要求两个方括号分别为零：

dq
dz = 1,

a′

a
= −1

q
⇒ a ∝ 1

q
. (7.2)

于是 q(z) = z − z′0，z
′
0 是任意复常数。z

′
0 为实数时回到傍轴球面波；要得到横向有限的光束，

取 z′0 的虚部非零。把 z 的原点选在合适的位置，并按惯例记 q = z − izR（zR > 0 为实常数，下
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面会看到符号为什么这样取）：

q(z) = z − izR, u =
A0

q
exp
[
ik r

2

2q

]
. (7.3)

7.2 光斑、波前与 Gouy 相位

推导：拆开 1/q

1

q
=

1

z − izR
=
z + izR
z2 + z2R

=
1

R(z)
+ i λ

πw2(z)
,

最后一步是定义 R(z) 与 w(z)：

R(z) ≡
z2 + z2R

z
,

λ

πw2
≡ zR
z2 + z2R

.

代入指数：exp[ikr2/(2q)] = exp[ikr2/(2R)] · exp[−kλ
2π

r2

w2 ] = exp[ikr2/(2R)] exp[−r2/w2]（用了

kλ = 2π）。第一个因子是相位：与式 (5.2) 对比，它是曲率半径为 R(z) 的球面波前。第二个

因子是实的高斯函数：场振幅在 r = w 处降为中心的 1/e，光强 ∝ e−2r2/w2 在 r = w 处降为

1/e2。现在看出取 −izR（zR > 0）的理由：它保证 Im(1/q) > 0，场在横向衰减而不是发散。

推导：前因子 1/q 的模与辐角

把 z + izR 写成极坐标。它的模为
√
z2 + z2R；辐角为 π/2− ψ，其中

ψ(z) ≡ arctan z

zR

（z = 0 时 z+ izR 是纯虚数，辐角 π/2；z 增大，辐角减小）。于是 1
q = i e−iψ√

z2+z2R
。而由 w2 的定

义，
√
z2 + z2R = zRw/w0，其中 w0 ≡ w(0)。常数因子 i/zR 并入 A0。

合起来，基模高斯光束的复振幅为

U(r, z) = U0
w0

w(z)
exp
[
− r2

w2(z)

]
× exp

[
i
(
kz +

kr2

2R(z)
− ψ(z)

)] (7.4)

其中

w(z) = w0

√
1 + (z/zR)2, (7.5)

R(z) = z
[
1 + (zR/z)

2
]
, (7.6)

ψ(z) = arctan(z/zR), (7.7)

zR =
πw2

0

λ
. (7.8)

式 (7.5) 由 w2 = λ
πzR

(z2 + z2R) 得到：令 z = 0 得 w2
0 = λzR/π，即式 (7.8)；再代回即得式 (7.5)。
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−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
z/zR

−4
−3
−2
−1

0
1
2
3
4

横向
坐标

 r/w
0

w0
√2 w0

2zR

渐近线 w ≈ θ0z红：±w(z)；蓝：等相位面（波前）
(a) 光束包络与波前（纵横比例不同：实际 zR ≫ w0）

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
z/zR

0

2

4

6

R/
z R 最小值 R = 2zR

(b) 波前曲率半径

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
z/zR

−0.50
−0.25

0.00
0.25
0.50

ψ/
π

ψ(zR) = π/4

(c) Gouy 相位 ψ = arctan(z/zR)

图 4 基模高斯光束。(a) 包络 ±w(z) 与几处等相位面（横向放大，故波前看起来弯曲很小）：束腰处波前
为平面，远处趋于以束腰为中心的球面；(b) 波前曲率半径在 z = zR 处取最小值 2zR，远场趋于 R ≈ z（虚
线）；(c) Gouy 相位从 −π/2 变到 π/2，在 ±zR 之间变化最快。脚本用 q = z − izR 直接求 1/q 的实部与虚
部，与式 (7.5)–(7.7) 逐点核对，并用数值极小化确认 R 的最小值位置。

要点：高斯光束的四个特征

1. 束腰：z = 0 处光斑最小，w = w0，波前是平面（R→ ∞）。

2. 瑞利长度：z = ±zR 处光斑面积增为 2 倍（w =
√
2w0），波前最弯（R = 2zR）。2zR 常

称共焦参数，表示光束“基本保持准直”的长度。

3. 远场：|z| ≫ zR 时 w ≈ θ0 |z|，R ≈ z，光束像是从束腰中心发出的球面波。

4. Gouy 相位：轴上相位比同频平面波 kz 少了 ψ(z)；从 −∞ 到 +∞ 总共少了 π。本讲说

“相位超前”，都指积累的空间相位比 kz 少（等相位面跑得比平面波快），与 Fox–Li 原文
用语一致。这是 Gouy 在 1890 年发现的“焦点相位反常”[15]。第 8.4 节会看到，它决
定了腔内各横模的谐振频率。

检验：量纲、极限与功率

(i) 量纲：zR = πw2
0/λ 为长度。(ii) zR → 0（w0 → 0）时 q → z，回到傍轴球面波，即“点

光源”；zR → ∞ 时 w → w0 不变，回到有限截面的平面波（几何光学的准直光束）。(iii) 功
率：P =

∫∞
0 I0

w2
0

w2 e−2r2/w2
2πr dr =

πw2
0

2 I0，与 z 无关——能量守恒，光束变粗时中心光强按

w2
0/w

2 下降。(iv) 半径 a 的圆孔内的功率比例为 1− e−2a2/w2；a = 1.5w 时漏掉 e−4.5 ≈ 1.1%，
a = 2w 时漏掉 3.4× 10−4。

7.3 远场发散角与衍射

由式 (7.5)，|z| ≫ zR 时 w ≈ w0 |z| /zR，远场发散半角

θ0 =
w0

zR
=

λ

πw0
, w0θ0 =

λ

π
. (7.9)

这是衍射的普遍规律“发散角 ∼ λ/孔径”的精确版本：光束越细，发散越快。乘积 w0θ0 是第 3.4节
所说“位置–角度面积”的度量。可以证明（用光束横向分布的二阶矩，见第 7.6 节）：在所有傍轴
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光束中，基模高斯光束的这一乘积最小，任何其他光束都满足 W0Θ0 =M2λ/π，M2 ≥ 1。

前置知识：平面波展开（角谱）

一列沿方向 (kx, ky, kz) 传播的平面波在 z = 0 面上的复振幅为 ei(kxx+kyy)。把 z = 0 面上的

任意分布写成这些“横向正弦波”的叠加：一维时 u0(x) =
∫
ũ(kx)eikxxdkx，系数由 ũ(kx) =

1
2π

∫
u0(x)e−ikxxdx 给出（傅里叶变换；对后面要用的高斯函数可直接验证）。对高斯分布 u0 =

e−x2/w2
0，把指数配方：− x2

w2
0
− ikxx = − 1

w2
0

(
x +

ikxw2
0

2

)2 − k2xw
2
0

4 ，再用附录 B 的复参数高斯积
分，得 ũ ∝ e−k2xw2

0/4：高斯分布的“横向频谱”仍是高斯型，宽度 ∼ 2/w0——光斑越细，所含

横向波数越宽。每个平面波分量各自满足亥姆霍兹方程，只要 k2x + k2y + k2z = k2。

注：Gouy 相位从哪里来

由上面的平面波展开，横向分布 e−r2/w2
0 是横向波数 κ =

√
k2x + k2y 从 0 到约 2/w0 的各个分

量之和（κ 是横向波数，与第 9.4 节的热导率无关）。一列横向波数为 κ 的平面波，纵向波数

为 kz =
√
k2 − κ2 ≈ k − κ2/(2k)：沿 z 走得“慢”一点，相位每米少 κ2/(2k)。轴上场是所有

分量之和；高斯分布的各分量权重为 e−κ2w2
0/4，求和（积分）得

u(0, z) ∝
∫ ∞

0
e−κ2w2

0/4e−iκ2z/(2k) 2πκ dκ

=
4π/w2

0

1 + iz/zR
∝ e−i arctan(z/zR)√

1 + z2/z2R

,

（积分用了
∫∞
0 e−ακ22κ dκ = 1/α，对 Reα > 0的复数 α也成立，见附录 B。）相位恰为 −ψ(z)。

所以 Gouy 相位就是“被横向限制的光，其平面波分量的纵向波数平均略小于 k”的累积效果；

横向限制越紧（w 越小），这个效应越强，所以 ψ 在束腰附近变化最快。物理解释参见文献 [16]。

7.4 ABCD 定律

现在把高斯光束送过光学元件。光束由复参数 q 完全确定（q 给出 R 与 w；整体振幅与相位

另行跟踪），所以只需知道每个元件怎样改变 q。

推导：自由传播与薄透镜

(i) 自由传播 d：由式 (7.2)，dq/dz = 1，所以 q2 = q1 + d。

(ii) 薄透镜 f：理想薄透镜在高度 r 处的厚度使光程比轴上少 r2/(2f)（这正是它把平面波变

成会聚到 f 处的球面波所需的光程差：比较式 (5.2)，会聚球面波的相位为 −kr2/(2f)）。所
以透镜把场乘以 exp[−ikr2/(2f)]，光斑来不及改变（薄）。由式 (7.1)，指数中 ikr2

2 · 1
q 变为

ikr2
2

(
1
q1

− 1
f

)
，即

1

q2
=

1

q1
− 1

f
.

拆成实部与虚部：1/R2 = 1/R1−1/f（与几何光学中球面波经透镜的成像公式相同），w2 = w1

（薄透镜不改变光斑）。
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把两个结果与对应的 ABCD 矩阵并排写：

Td =
(
1 d

0 1

)
: q2 =

1 · q1 + d

0 · q1 + 1
;

Ff =

(
1 0

−1/f 1

)
: q2 =

q1
−q1/f + 1

=
1 · q1 + 0

− 1
f q1 + 1

.

两者都具有同一形式：

q2 =
Aq1 +B

Cq1 +D
(7.10)

这就是 ABCD 定律 [7]。

推导：对级联系统成立

设 q2 =
Aq1+B
Cq1+D

，q3 = aq2+b
cq2+d

。把前者代入后者，分子分母同乘 (Cq1 +D)：

q3 =
a(Aq1 +B) + b(Cq1 +D)

c(Aq1 +B) + d(Cq1 +D)

=
(aA+ bC)q1 + (aB + bD)

(cA+ dC)q1 + (cB + dD)
,

四个系数恰好是矩阵乘积

(
a b

c d

)(
A B

C D

)
的元素。所以只要每个元件满足式 (7.10)，任意

级联系统都满足，系统矩阵就是各元件矩阵按顺序的乘积。反射镜等价于 f = R/2 的透镜，因

而由透镜、反射镜与自由空间组成的一切系统（包括谐振腔的往返）都适用 ABCD 定律。

要点：为什么光线矩阵会管到波动光学

对几何光学中从一点发出的光线束，比值 y/θ 等于到发光点的距离，也就是球面波前的曲率半

径 R。由 y2 = Ay1 +Bθ1、θ2 = Cy1 +Dθ1，比值按 y2
θ2

= A(y1/θ1)+B
C(y1/θ1)+D

变换——与式 (7.10) 一
模一样。高斯光束就是“曲率半径为复数 q 的球面波”：q 的实部携带波前曲率，虚部携带有

限光斑带来的衍射。式 (7.10) 在傍轴近似下对一般系统都成立（含渐变折射率介质，Kogelnik
的证明见文献 [7]）；跨越不同折射率的介质时，需把 λ 换成介质中的波长，本讲不涉及。

7.5 透镜聚焦与束腰的“成像”

推导：像方束腰的位置与大小

物方束腰 w01（zR1 = πw2
01/λ）在透镜前 d1 处。束腰处 q = −izR1；传播 d1 后 q = d1 − izR1；

经透镜 1
q′ =

1
d1−izR1

− 1
f。通分：

q′ =
f(d1 − izR1)

f − d1 + izR1
.

分子分母同乘分母的共轭 (f − d1 − izR1)，分母变为实数 (f − d1)
2 + z2R1，分子为 f [d1(f −

d1) − z2R1] − if [zR1(f − d1) + d1zR1] = f [d1(f − d1) − z2R1] − if2zR1。透镜后方的束腰位置 d2
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满足“再传播 d2 后 q 为纯虚数”，即 d2 = −Re q′；那里的瑞利长度 zR2 = − Im q′。整理得

d2 − f =
(d1 − f) f2

(d1 − f)2 + z2R1
, (7.11)

w2
02 =

w2
01f

2

(d1 − f)2 + z2R1
. (7.12)

（第二式由 zR2 = f2zR1/[(d1 − f)2 + z2R1] 与 w2
02 = λzR2/π 得到。）

检验：几何光学极限与最小光斑

(i) zR1 → 0（物方束腰是“点”）：式 (7.11) 变为 (d1 − f)(d2 − f) = f2，正是牛顿形式的成像

公式，w02/w01 = f/ |d1 − f | 是横向放大率。(ii) 与几何光学不同，d2 − f 作为 d1 − f 的函数

有最大值：在 d1 − f = zR1 时 d2 − f = f2/(2zR1)（图 5(b)）——束腰的“像”不能被送到任
意远。(iii) 准直光束聚焦：束腰在透镜处（d1 = 0）且 zR1 ≫ f，式 (7.12) 给出

w02 ≈
λf

πw01
, d2 ≈ f. (7.13)

例：λ = 1064 nm，w01 = 1 mm，f = 10 cm，得 w02 = 33.9µm（脚本 fig_lensfocus.py
用 ABCD 定律精确计算得 33.85µm）。聚焦光斑与 f/w01（约为“F 数”）成正比；要得到更
小的光斑，必须先扩束（增大 w01）或用更短焦距的透镜。由式 (7.9)，焦点处光束的会聚半角
θ′0 = λ/(πw02) = w01/f，正是几何光学的“孔径角”：衍射极限光斑与会聚角的乘积仍是 λ/π。

0 10 20 30 40 50 60
z (cm)

−1.00
−0.75
−0.50
−0.25

0.00
0.25
0.50
0.75
1.00

±w
 (m

m)

像方束腰 w02 = 63μm
在透镜后 d2 = 10.47 cm

w01 = 0.5 mm
zR1 = 74 cm

f = 10 cm
几何光学像点

(a) λ = 1064 nm 光束经透镜聚焦（由 ABCD 定律逐点计算）

−6 −4 −2 0 2 4 6
(d1 − f)/f

−2.0
−1.5
−1.0
−0.5

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0

(d
2

−
f)/

f

(b) 束腰"成像"：像距有上限（圆点）

几何光学 (zR1 = 0)
zR1/f = 0.5
zR1/f = 1.0
zR1/f = 2.0

图 5 (a) w01 = 0.5 mm 的光束在束腰后 40 cm 处遇到 f = 10 cm 的透镜，用 ABCD 定律逐点计算的包
络；像方束腰在透镜后 10.47 cm 处，比几何光学“像点”（13.3 cm，绿色虚线）更靠近焦点。(b) 束腰成像
关系式 (7.11) 的无量纲曲线：zR1/f 越大，像距的上限 f2/(2zR1)（圆点）越小。

交互演示：高斯光束经透镜：调节入射束腰、透镜位置与焦距，观察包络与像方束腰；读数给出任一位
置的 q、w、R，并与本节的束腰成像公式比较。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 laser-gauss）。
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7.6 实际光束：M2 因子

实际激光束往往不是纯粹的基模。为了用统一的方式描述，ISO 11146 标准用光强分布的二阶
矩定义光束半径 [17, 18]：

W 2
x (z) ≡ 4

∫
x2I(x, y, z) dxdy∫

I dxdy , (7.14)

其中光束中心取为 x = 0。对基模高斯光束，I ∝ e−2x2/w2，⟨x2⟩ = w2/4，所以 Wx = w，定义是自

洽的。由傍轴方程可以证明（附录 G）：对任何傍轴光束，W 2
x (z) 都严格是 z 的二次函数，可写成

W 2
x (z) =W 2

0

[
1 +

(z − z0
zR

)2]
,

W0Θ0 =M2λ

π
, Θ0 =

W0

zR
,

(7.15)

形式与式 (7.5) 相同，只是束腰与发散角的乘积是基模的 M2 倍。M2 ≥ 1，等号当且仅当光束是

基模高斯光束（这是傅里叶分析中“宽度 × 频谱宽度”不等式的推论 [18]，本讲不证）。

注：一个可以算到底的例子

TEM00 与 TEM10（第 8.5 节）的非相干叠加（功率份额 1− p 与 p，两模同 q）：各模光强都

随 w(z) 等比例缩放，TEM10 的 ⟨x2⟩ = 3w2/4（附录 C），于是 W 2
x = w2(1 + 2p)，zR 不变，

M2
x = 1 + 2p。

8 谐振腔的本征模

8.1 模从哪里来：重做 Fox–Li 的数值实验

在讨论高斯光束之前，先看一个不依赖任何假设解的“实验”。两块宽 2a、在另一方向无限长

的条形平面镜相距 b。在镜 1 上放一个初始场 u0(x)，用一维菲涅耳积分（第 5.4 节）算出它到达
镜 2 时的场，截去镜面以外的部分（那部分光从镜边漏掉了），再算回镜 1⋯⋯如此反复。这正是
Fox 与厉鼎毅 1961 年在 IBM 704 上做的事 [2]。

定义：菲涅耳数

N ≡ a2/(bλ)。它的含义是：从镜 2 中心看镜 1，镜面半宽 a 内包含的菲涅耳半波带数（到镜

边与到镜心的光程差为 a2/(2b)，以 λ/2 为单位就是 N）。N 越大，镜面相对衍射越“大”，漏

光越少。

图 6 是我们按 Fox–Li 原文的参数（2a = 50λ，b = 100λ，N = 6.25）、从均匀平面波出发

重做的结果。第 1 次渡越后，振幅与相位上有许多涟漪——均匀照明的镜面边缘衍射出的菲涅耳
条纹；随着渡越次数增加，涟漪逐渐减弱，场在镜边变小、中间变大；约 200–300 次以后（原文
的判据是相邻两次渡越的场分布之差小于 0.03%），每次渡越的功率损耗收敛到一个常数，相对分
布不再改变。这个不再改变的分布就是模：它满足“传播一次 = 乘一个复常数 Γ”，即积分方程

Γu(x) =
∫ a
−aK(x, x′)u(x′)dx′ 的本征解（K 是一维衍射积分的核），|Γ|2 是每次渡越保留的功率比

例，argΓ 是相对几何相移 kb 的附加相位。



8 谐振腔的本征模 24
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)

本征值给出 0.685%（Fox–Li: 0.688%）

(c) 损耗收敛到常数

图 6 重做 Fox–Li 数值实验（条形平面镜，2a = 50λ，b = 100λ，N = 6.25；与原文一样使用含精确距离与
倾斜因子的二维惠更斯积分，核为 K(x, x′) =

√
k/(2πiρ) eik(ρ−b) 1+b/ρ

2 ，ρ =
√
b2 + (x− x′)2，ρ ≈ b 时退

化为一维菲涅耳核；300 点高斯求积）。(a)(b) 第 1 次与第 300 次渡越后镜面上的振幅与相位；(c) 每次渡越
的功率损耗收敛到 0.685%，与积分算子最大本征值给出的值一致；原文为 0.688%，相位超前 1.59°（我们
得 1.589°）。若改用傍轴（菲涅耳）核，损耗为 0.673%，相差约 2%，因为本例的 N = 6.25 与 (b/a)2 = 16

并不悬殊，傍轴条件只是勉强满足（见脚本 fig_foxli.py）。

交互演示：Fox–Li 迭代：选择平面镜或共焦球面镜，调节菲涅耳数 N，从均匀平面波出发逐次计算衍
射，观察场分布收敛为模、每次渡越的损耗收敛为常数。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 laser-foxli）。

几点观察，后面会一一得到解释：模的振幅在中心最大、向镜边单调减小，与高斯光束相似，

但平面镜腔的模由镜边衍射决定，不是严格的高斯函数；每次渡越的相位比 kb 超前 1.59°，这是有
限横向尺寸带来的附加相位，与第 7.2 节的 Gouy 相位同源；换成曲面镜组成的稳定腔，模的光斑
远小于镜面，衍射损耗可以低几个数量级（Fox–Li 原文对共焦腔的计算即如此 [2]；演示中可以切
换验证），这样的模可以用解析的高斯光束描述。

8.2 自洽条件：往返后 q 不变

在稳定腔中，镜面足够大（光斑远小于镜面，镜边衍射可忽略），腔内的光可以用高斯光束描

述。一束高斯光束成为“模”的条件是：在腔内往返一次后，它的 q 参数复原。由 ABCD 定律，这
就是

q =
Aq +B

Cq +D
, (8.1)

其中 M =

(
A B

C D

)
是以某参考面为起点的往返矩阵。

推导：解自洽方程

去分母：Cq2 + (D − A)q − B = 0。两边除以 q2，得关于 1/q 的二次方程 B(1/q)2 + (A −
D)(1/q)− C = 0，解为

1

q
=
D −A

2B
±
√
(A−D)2 + 4BC

2B
.

用 AD −BC = 1 化简根号内：(A−D)2 + 4BC = (A+D)2 − 4(AD −BC) = 4(h2 − 1)。在

|h| < 1 时它为负，平方根为纯虚数 2i
√
1− h2。取使 Im(1/q) > 0 的那个根（第 7.2 节：只有
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这样光束才在横向有限）：
1

q
=
D −A

2B
+ i

√
1− h2

|B|
. (8.2)

对照 1/q = 1/R+ iλ/(πw2)，在参考面上

1

R
=
D −A

2B
, w2 =

λ |B|
π
√
1− h2

. (8.3)

要点：光线稳定 ⇔ 存在高斯模

式 (8.3)给出有限正值的 w2 当且仅当 |h| < 1——与第 6.3节光线稳定的条件完全相同。|h| > 1

时 1/q 的两个根都是实数，“自洽光束”退化为没有横向限制的球面波。两个边界要分开看：

• h→ +1（g1g2 → 1：平行平面或同心）：B 有限而
√
1− h2 → 0，两镜光斑都 → ∞，光

斑铺满镜面，必须像 Fox–Li 那样考虑镜边衍射。

• h→ −1（g1g2 → 0）：B = 2g2L也可能→ 0，w2 是 0/0型，结果取决于逼近方式：g1 → 0

而 g2 固定时 w1 → ∞、w2 → 0（例题 3 的窗口边缘即此情形）；沿对称线 g → 0 时光斑

有限。恰在共焦点 M = −I，式 (8.1) 对任意 q 都成立，模不能由它确定，而要由“镜面

= 波前”（下一小节）确定；对称共焦腔的镜面光斑是有限的
√
λL/π，衍射损耗很小。

除这些边界外，几何光学的光线是否被关住，与波动光学的光束是否被关住，是同一件事。

8.3 两镜腔的模：镜面就是波前

高斯光束的等相位面是曲率半径 R(z) 的球面；一块球面镜要把光束原样反射回去，镜面必须

与到达那里的波前重合（否则反射波的波前与入射波不同，往返后就不是同一束光）。这给出两镜

腔模的直接求法。

推导：由“镜面 = 波前”求束腰

设束腰在 z = 0，镜 1 在 z = −z1，镜 2 在 z = z2，z1 + z2 = L。由式 (7.6)，要求

z1 +
z2R
z1

= R1, z2 +
z2R
z2

= R2.

两式都改写成 z2R = z1(R1 − z1) = z2(R2 − z2)，代入 z2 = L− z1 后 z21 项相消，得到 z1 的一

次方程 z1(R1 +R2 − 2L) = L(R2 − L)。用 g 参数表示（Ri = L/(1− gi)，通分化简，代数细

节见附录 A）：

z1 =
g2(1− g1)

g1 + g2 − 2g1g2
L, (8.4)

z2 =
g1(1− g2)

g1 + g2 − 2g1g2
L,

z2R =
g1g2(1− g1g2)

(g1 + g2 − 2g1g2)2
L2. (8.5)
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束腰 w2
0 = λzR/π；镜面光斑 w2

i = w2
0(1 + z2i /z

2
R)，化简（附录 A）得

w2
1 =

λL

π

√
g2

g1(1− g1g2)
,

w2
2 =

λL

π

√
g1

g2(1− g1g2)
.

(8.6)

与自洽解对照：取式 (6.3)（参考面在镜 1 反射之后），D−A
2B = −4g2(1−g1)

4g2L
= − 1

R1
，即刚离开镜

1 的波前是半径 R1 的会聚球面，正好贴合镜 1；再用 1 − h2 = 4g1g2(1 − g1g2) 代入式 (8.3)，得
到同一个 w2

1。两种方法一致（g1, g2 同号时 |g2| /
√
g1g2 =

√
g2/g1）。

检验：对称腔、共焦腔与极限

(i)对称腔 g1 = g2 = g：z1 = z2 = L/2，w2
0 = λL

2π

√
1+g
1−g，镜面 w2 = λL

π
1√
1−g2
。(ii)共焦腔 g = 0：

zR = L/2（束腰到镜面恰为一个瑞利长度），w0 =
√
λL/(2π)，镜面 w =

√
2w0 =

√
λL/π——

这是给定 L 时对称腔镜面光斑的最小值。(iii) g → ±1（平行平面或同心）：镜面光斑 → ∞，
与第 8.2 节的结论一致。(iv) 量纲：λL 是面积。(v) 平凹腔 g1 = 1（镜 1 为平面）：z1 = 0，束

腰在平面镜上，z2R = L(R2 − L)。

−10 0 10 20 30
z (cm)（原点在束腰）

−3
−2
−1

0
1
2

x/w
0

w0

镜 1：R1 = 1.00 m 镜 2：R2 = 0.75 m

z1 = 16.7 cm z2 = 33.3 cm

He–Ne 腔基模：w0 = 274μm，w1 = 300μm，w2 = 368μm（蓝虚线：波前；镜面与波前的矢高按同一比例放大）

图 7 He–Ne 激光腔（λ = 633 nm，L = 0.50 m，R1 = 1.00 m，R2 = 0.75 m，g1 = 0.5，g2 = 1/3）的基
模：束腰靠近曲率半径较大（较平）的镜 1。为便于观察，横向坐标以 w0 为单位放大，镜面与波前的矢高
按同一比例再放大，所以图中两端的波前（蓝虚线）与镜面（黑线）重合是真实的几何关系。脚本中还核对
了：往返一次后 q 精确复原；式 (8.6) 与 w2

0(1 + z2i /z
2
R) 一致。

8.4 谐振频率

模的横向形状由 q 决定；它的频率由“往返一次相位增加 2π 的整数倍”决定（第 4.3 节的共
振条件）。与平面波相比，高斯光束的轴上相位多了 −ψ(z)（式 (7.4)）。

推导：往返相位

从镜 1（z = −z1）到镜 2（z = z2），轴上相位增加 kL− [ψ(z2)− ψ(−z1)] = kL−∆ψ，其中

∆ψ ≡ arctan z2
zR

+ arctan z1
zR

(8.7)
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是单程的 Gouy 相位（用了 ψ 是奇函数）。反射后的光束是同一束高斯光束反向传播，回程同

样增加 kL−∆ψ。由于镜面与波前重合，反射在整个横截面上引入相同的相位（并入整数），横

向各处的相位关系保持不变。于是共振条件为

2kL− 2∆ψ = 2πj, j 为整数.

用 k = 2πν/c 解出 ν：

νj =
c

2L

(
j +

∆ψ

π

)
. (8.8)

接下来要把 ∆ψ 用 g1, g2 表示。可以把式 (8.4)、(8.5) 代入 cos∆ψ =
z2R−z1z2√

(z21+z
2
R)(z22+z

2
R)
硬算

（附录 A）；下面给出一个更有启发的推导，它把 Gouy 相位与光线的往返相位 Φ 联系起来。

推导：往返的 Gouy 相位与光线的往返相位

(i) 这里的“前因子”指式 (7.1) 中的 a(z)（不是 1/q 本身：经过透镜时 1/q 跳变而 a 不变）。

自由空间中 a ∝ 1/q（式 (7.2)）。自由传播 d 时 q → q + d，前因子乘以 q
q+d = 1

1+d/q = 1
A+B/q

（A = 1，B = d）；经过薄透镜，前因子不变，而 A + B/q = 1。两段系统级联时：第一段

(A1, B1, C1, D1) 把 q1 变成 q2 =
A1q1+B1

C1q1+D1
，第二段 (A2, B2, C2, D2) 再作用。两段因子之积为(

A1 +
B1

q1

)(
A2 +

B2

q2

)
=
A2(A1q1 +B1) +B2(C1q1 +D1)

q1

= (A2A1 +B2C1) +
A2B1 +B2D1

q1
,

（第一步把 1/q2 = C1q1+D1

A1q1+B1
代入并通分）右边恰是总矩阵 M2M1 的 A+ B/q1。所以对任何由

透镜与自由空间组成的系统，前因子乘以 1/(A+B/q)。(ii) 对往返矩阵与自洽的 q（式 (8.2)），
B
q = D−A

2 + i B|B|
√
1− h2，所以

A+
B

q
= h+ iσ

√
1− h2 = eiσΦ, σ ≡ B

|B|
= ±1,

其中 cosΦ = h（0 < Φ < π）正是第 6.3 节光线每次往返的相位。往返一次，包络前因子乘以
e−iσΦ：往返的 Gouy 相位 2∆ψ 等于 Φ（B > 0）或 2π − Φ（B < 0，即 −Φ 加上 2π）。对两

镜腔，B = 2g2L，σ 就是 g2 的符号。无论哪种情形，往返 Gouy 相位与光线往返相位的余弦
相等：cos 2∆ψ = cosΦ = h。

(iii)由 cos 2∆ψ = 2 cos2∆ψ−1 = h = 2g1g2−1，得 cos2∆ψ = g1g2。∆ψ在 (0, π)内：g1, g2 > 0

时 2∆ψ = Φ < π，∆ψ < π/2，cos∆ψ > 0，取正号；g1, g2 < 0 时 2∆ψ = 2π − Φ > π，取负

号（附录 A 由 cos∆ψ 的显式表达式再次确认）。

于是基模的谐振频率为

νj =
c

2L

[
j +

1

π
arccos

(
±√

g1g2
)]
, (8.9)

其中 g1, g2 > 0 时取 +，g1, g2 < 0 时取 −。对 TEM00 模，第二项只是让整个频率梳平移，相邻

纵模仍相隔 c/(2L)。它的真正作用在下一小节的高阶横模中显现。
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8.5 高阶横模：厄米–高斯模

傍轴方程还有其他解。最低的一个可以直接验证：

推导：TEM10：代入验证

设 u00 = 1
q eikr2/(2q) 是基模解。试探 u10 = x

qu00。记 v = u00/q，则 u10 = xv。由 dq/dz = 1，

∂zv = ∂zu00/q − u00/q
2，∇2

⊥v = ∇2
⊥u00/q。于是

∇2
⊥(xv) + 2ik ∂z(xv)

= x
[∇2

⊥u00 + 2ik∂zu00
q

− 2ik u00
q2

]
+ 2

∂v

∂x
.

方括号第一项为零（u00 是解）；而 2∂xv = 2 · ikx
q · u00q = 2ikxu00

q2
，与方括号第二项抵消。所以

u10 是解。

u10 比基模多了因子 x/q。由第 7.2 节，1
q = i e−iψ

zR
w0
w ，所以

x
q ∝ x

we−iψ（略去常数）：横向形

状多了一个过零点的因子 x/w，积累的相位再少一个 ψ（即再超前 ψ）。一般地，

umn ∝ w0

w
Hm

(√2x

w

)
Hn

(√2y

w

)
e−r2/w2

× exp
[
ikr

2

2R
− i(1 +m+ n)ψ(z)

]
,

(8.10)

叫厄米–高斯模 TEMmn。这里Hm是厄米多项式：H0 = 1，H1(ξ) = 2ξ，H2 = 4ξ2−2，H3 = 8ξ3−12ξ，

一般由递推 Hm+1 = 2ξHm − 2mHm−1 生成；Hm 有 m 个实零点，所以 TEMmn 的光强在 x 方

向有 m 条暗线、y 方向有 n 条（图 8(a)）。式 (8.10) 满足傍轴方程的证明见附录 C：代入后归结
为 H ′′

m − 2ξH ′
m + 2mHm = 0（厄米方程），而这个方程只有当 m 为非负整数时才有不在无穷远处

“压倒”高斯因子的多项式解。三点要记住：

1. 所有 TEMmn 共用同一个 q，即同样的 w(z) 与 R(z)——所以同一个稳定腔的镜面同时与它

们的波前重合，它们都是这个腔的模。

2. 高阶模的光斑更宽：TEMm0 在 x 方向的二阶矩宽度为 Wx = w
√
2m+ 1（附录 C）。在腔内

放一个光阑可以挡掉高阶模、只留基模，这是激光器选模的常用办法。

3. Gouy 相位乘以 (1 +m+ n)。对旋转对称的拉盖尔–高斯模（另一组完备的模），对应的因子

是 (1 + 2s+ |l|)（s、l 为径向与角向指数）；本讲不展开。

把式 (8.9) 的推导中 ∆ψ 换成 (1 +m+ n)∆ψ：

νjmn =
c

2L

[
j + (1 +m+ n)

arccos(±√
g1g2)

π

]
(8.11)

这就是 Kogelnik 与厉鼎毅给出的两镜腔谐振频率公式 [8]。同一纵模序数 j 下，横模阶数 m + n

每增加 1，频率升高
∆νT = νFSR

arccos(±√
g1g2)

π
, (8.12)

称为横模间隔。它总是小于 νFSR，所以横模频率夹在纵模之间（图 8(b)）。
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TEM00

TEM01

TEM02

TEM10

TEM11

TEM12

TEM20

TEM21

TEM22

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
ν/νFSR（零点取在某个基模）

01
23
45
6

横模
阶数

 m+
n

j = 0 j = 1 j = 2

(b) 一般腔 g1 = g2 = 0.6：各阶横模频率互不重合

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
ν/νFSR（零点取在某个基模）

01
23
45
6

横模
阶数

 m+
n

j = 0 j = 1 j = 2

(c) 共焦腔 g1 = g2 = 0：m + n 奇偶相同的模频率重合

(a) 厄米–高斯模的光强（x 向 m 个零点，y 向 n 个零点）

图 8 (a) 厄米–高斯模的光强（在束腰处，按各自最大值归一）。(b)(c) 两镜腔各横模的谐振频率（纵轴为
横模阶数 m+ n，横轴以 TEM00 的某个纵模为零点、以 νFSR 为单位；红点为 TEM00 的相邻纵模 j）：一
般腔中各阶频率互不重合；共焦腔中 m+ n 为偶数的模都与 TEM00 同频，奇数的模都落在两纵模正中间。
脚本还用有限差分验证了 TEM00、TEM10、TEM21 满足傍轴方程。

8.6 频率简并

若 ∆ψ/π 是有理数，不同 (j,m, n) 的频率可以完全重合，称为频率简并。

• 共焦腔（g1 = g2 = 0）：∆ψ = π/2，νjmn = c
2L

(
j+ 1+m+n

2

)
。m+n为偶数的所有模与 TEM00

的频率重合；奇数的模恰好落在两个 TEM00 共振的正中间。若入射光没有与腔模严格匹配

（同时激发了各阶横模），透射峰每隔 c/(4L) 出现一次，“有效自由光谱区”减半，但峰的位

置与入射光的横向形状、对准误差无关。这正是“共焦扫描干涉仪”用来测激光光谱的原理

（例题 3）。它与第 6.4 节“共焦腔 M = −I、光线两次往返复原”是同一事实的两面：光线两
次往返（光程 4L）回到原状态，对应频率间隔 c/(4L)。

• 平行平面腔（g = 1）：∆ψ = 0，按式 (8.11) 所有横模都与基模简并。实际上平面镜腔不满足
“光斑远小于镜面”的前提，简并由镜边衍射解除：Fox–Li 算出的 1.59° 相位超前就是衍射给
出的“Gouy 相位”，不同横模的这一相位不同，频率也就略有不同 [2]。

• 一般的再入条件：若 Φ = 2πj1/j2（j1, j2 为互质整数），光线往返 j2 次后回到原状态；相应

地 m+ n = j2 的横模与基模的频率相差 j1 个自由光谱区，二者简并。设计激光器时通常要

避开低阶简并，否则高阶模容易与基模同时起振；而“Herriott 多次反射池”等器件反过来
利用再入条件让光在两镜间走很多次。

交互演示：横模图样与频率梳：选择横模指数 m,n 查看光强分布；调节对称腔的 g，观察各阶横模在
频率轴上的位置，在 g = 0 处看共焦简并的出现。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 laser-modes）。

8.7 模式匹配

实验中常需要把一束外来的激光“送进”一个无源腔（参考腔、模式清洁器——一种只让 TEM00

共振透过、借此滤掉光束中高阶模成分的短腔——以及 LIGO 臂腔）。只有入射光与腔的 TEM00

模在形状和位置上都吻合，共振时才能全部耦合进去。
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定义：模式匹配效率

同一 q 的厄米–高斯模两两正交（附录 C：
∫∫

U∗
mnUm′n′dA = 0，(m,n) ̸= (m′, n′)），并且构成

完备组（类似傅里叶级数中的正弦、余弦），任何入射场都可以展开成 Uin =
∑
cmnUmn。由正

交性，交叉项积分为零，总功率等于各模功率之和
∑

|cmn|2
∫∫

|Umn|2 dA；所以进入 TEM00

的功率比例是投影系数的模平方：

η =

∣∣∫∫ U∗
inU00 dA

∣∣2∫∫
|Uin|2 dA

∫∫
|U00|2 dA

, (8.13)

积分在垂直于轴的任一平面上进行。两束光都满足傍轴方程时，结果与平面的选择无关：与附

录 G 中功率守恒的论证相同，∂z(U∗
inU00) 可以写成对 x, y 的全导数，积分后为零。η = 1 当且

仅当两者形状相同（匹配）。

推导：两束同轴、束腰在同一平面的高斯光束

在束腰面上两者都是实的高斯函数：Uin = e−r2/w2
1，U00 = e−r2/w2

2。用
∫∞
0 e−αr22πr dr = π/α：

交叠积分为 π/(w−2
1 + w−2

2 )，两个归一化积分为 πw2
1/2 与 πw2

2/2。于是

η =
π2/(w−2

1 + w−2
2 )2

π2w2
1w

2
2/4

=
4

(w1/w2 + w2/w1)2
.

光斑大小差 10%（w1/w2 = 1.1）时 η = 0.991：匹配对尺寸的要求并不苛刻。束腰位置相差 ∆

时（附录 D）
η =

4

(w1/w2 + w2/w1)2 +
(
λ∆/(πw1w2)

)2 . (8.14)

同理可得：同样大小的两束光横向错开 ∆x 时 η = e−∆x2/w2
0；在束腰处相对倾斜 α 时 η =

e−(α/θ0)2。

推导：用一块透镜实现匹配

把束腰 w1 变成束腰 w2：在式 (7.12) 中令 w02 = w2，解出 (d1 − f)2 = f2w2
1/w

2
2 − z2R1。注意

zR1w2/w1 = πw1w2/λ，定义

f0 ≡
πw1w2

λ
,

则 (d1 − f)2 =
w2

1

w2
2
(f2 − f20 )。再代入式 (7.11)：(d2 − f) = (d1 − f) f2

f2w2
1/w

2
2
= (d1 − f)

w2
2

w2
1
。所以

d1 = f ± w1

w2

√
f2 − f20 ,

d2 = f ± w2

w1

√
f2 − f20 ,

(8.15)

两式同取上号或同取下号。单透镜能实现匹配的必要条件是 f ≥ f0[8]；焦距太短的透镜把光束
“压”得太狠，无论放在哪里都得不到 w2。d1、d2 还必须为正（透镜在两个束腰之间），这会

排除一部分解（例题 2）。
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激光1064 nm 输入模式清洁器 125 W

PRM
T = 3%

约 5.2 kW
BS ITM

T = 1.4%
ETM

T ≈ 5 ppm

约 4 km，腔内约 750 kW（设计值）ITM

ETM

约 4 km臂腔

SRM（信号循环镜）

输出模式清洁器
光电探测器：引力波读出

示意图，不按比例；功率与透射率取自设计文献图 1 与表 1

图 9 Advanced LIGO 光路示意图（据文献 [10] 图 1 与表 1 的文字信息重绘，不按比例）。激光经输入模式
清洁器与功率循环镜（PRM）进入分束器（BS），两条约 4 km 的臂各由输入镜 ITM 与端镜 ETM 组成法
布里–珀罗腔；SRM 为信号循环镜，引力波信号在输出端由光电探测器读出。图中功率与透射率为设计值。

9 应用：LIGO 的法布里–珀罗臂腔

引力波使两条臂的长度发生方向相反的微小变化（相对长度变化即“应变”约 10−21，两条 4
km 臂的长度差变化约 4 × 10−18 m），迈克耳孙干涉仪把它转换成输出端的光强变化。法布里–珀
罗臂腔在这里起两个作用：放大“臂长变化 → 光相位变化”的转换系数，以及把有限的激光功率

堆积起来（图 9）。

9.1 为什么用法布里–珀罗臂腔：相位放大

推导：臂腔反射光的相位灵敏度

把 ETM 近似为全反射镜（r2 = 1），ITM 无损耗。由第 4.4 节，臂腔的反射系数为

ρ(δ) ≡ Er
Ein

=
eiδ − r1
1− r1eiδ , |ρ| = 1.

臂长变化 ∆L使往返相位改变 ∆δ = 2k∆L。在共振点 δ = 0附近求反射光相位 arg ρ对 δ 的导

数：分子 eiδ− r1 的辐角导数为 Im ieiδ

eiδ−r1

∣∣
0
= 1

1−r1；分母 1− r1eiδ 的辐角导数为 Im −ir1eiδ

1−r1eiδ

∣∣
0
=

− r1
1−r1。相减：

d arg ρ
dδ

∣∣∣
δ=0

=
1 + r1
1− r1

≈ 4

T1
≈ 2F

π
. (9.1)

（近似用了 1− r1 ≈ T1/2 与式 (4.8) 的 F ≈ 2π/T1。）

于是同样的臂长变化，在臂腔中产生的反射光相位变化是普通迈克耳孙臂（光在臂中往返一

次，相位变化 2k∆L）的 2F/π 倍。LIGO 臂腔 T1 = 1.4%，放大约 4/0.014 ≈ 286 倍，相当于

让光在 4 km 臂中往返约 280 次（等效光程约 2000 km）。注意光子在腔内的平均往返次数只有
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1/Λ ≈ 71（式 (4.8)），多出的 4 倍来自各次往返光的相干叠加。这个结论只对比储能时间慢的信号
成立：信号频率高于腔极点 δν/2（式 (4.9)）时，光在腔内来不及累积，放大倍数下降。

9.2 设计参数的逐项核对

表 3 Advanced LIGO 臂腔（输入参数见导读：L = 3994.5 m，λ = 1064 nm，R1,2 = 1934/2245 m，
T1,2 = 1.4%/5 ppm；往返总损耗目标 75 ppm 在文献中已含 ETM 透射，下表取 T2 与 75 ppm 另计，两种
口径的臂腔功率只差 0.1%）：设计值（文献 [10] 表 1、表 3）与本讲公式的计算值。计算脚本 examples.py、
fig_ligo.py。

量 设计文献 本讲计算 公式

g1；g2；g1g2 g1g2 = 0.83 −1.065；−0.779；0.830 (6.1)
镜面光斑 w1；w2 5.3 cm；6.2 cm 5.30 cm；6.20 cm (8.6)
束腰 w0；距 ITM — 1.20 cm；1834 m (8.4)(8.5)
瑞利长度 zR — 428 m (8.5)
单程 Gouy 相位 ∆ψ — 155.7° (8.9)
自由光谱区 c/2L — 37.53 kHz (4.6)
横模间隔（模 νFSR） — 5.07 kHz (8.12)
精细度 F 450 443（近似式 446） (4.5)
线宽；腔极点 — 85 Hz；42 Hz (4.7)
腔内功率增益 G — 281（4/T1 = 286） (4.10)
臂腔功率 750 kW 730 kW（入射 2.6 kW） —

表 3 中，镜面光斑与 g1g2 的计算值与设计值完全一致——这说明 LIGO 的镜面曲率半径正是
按照第 8.3 节的公式、为得到指定光斑而选的。几个说明：

• 由于 g1, g2 < 0，∆ψ = arccos(−
√
0.83) = 155.7° > 90°。由式 (8.11)，TEM10 比 TEM00 高

0.865νFSR，即比下一个 TEM00 纵模低 0.135νFSR = 5.07 kHz。远大于 85 Hz 的线宽，高阶
横模不会与基模同时共振，臂腔起到“模式过滤”的作用。

• 分束器处 5.2 kW 由两臂平分，每臂入射 2.6 kW，乘以增益 281 得 730 kW，比设计值 750
kW 小 3%。设计文献正是按 75 ppm 往返损耗算出 5.2 kW 与 750 kW 的 [10]，所以差别不
来自损耗：由式 (4.10)，即使臂腔完全无损，G ≤ T1/(1−

√
1− T1)

2 = 283.7，2.6 kW 入射

也只有约 738 kW。这 2–3% 的出入属于设计表中 5.2 kW、1.4%、750 kW 等数值的取整，不

宜在 1% 量级上比较。（设计文献另按实测镜面形貌估计往返损耗约 44 ppm，好于 75 ppm
的目标。）

• 实际运行中，第三期观测的平均臂腔功率约为 200–240 kW（文献 [13]），低于设计值，限制
来自热效应与“参量不稳定性”（腔内高阶光学模与镜子的声学振动模通过光压相互放大）等

高功率问题，下面会讨论其中的热透镜。
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9.3 光斑尺寸的取舍：热噪声、截断损耗与稳定性边缘

为什么要大光斑 镜面镀膜内部的微观热运动使镜面位置随机起伏（布朗热噪声）。激光读出的是

光斑范围内镜面位置的加权平均。粗略地说，若镜面由许多尺度为 ℓc 的独立起伏小块组成，光斑

覆盖 ∼ (w/ℓc)
2 块，平均后的起伏按 1/

√
块数 ∝ 1/w 减小。Levin 的严格计算 [19] 与 Harry 等对

镀膜的分析 [20] 给出同样的结论，设计文献明确说明“镀膜热噪声引起的位移噪声与光斑尺寸成
反比”[10]。

大光斑的代价之一：截断损耗 镜面直径 34 cm，半径 a = 17 cm。按第 7.2 节，高斯光束落在半
径 a 以外的功率比例为 e−2a2/w2。ETM 上 w2 = 6.2 cm 时为 e−15.0 = 2.9× 10−7，远小于 75 ppm
的损耗预算；若光斑增大到 9 cm，则为 e−7.1 = 8× 10−4，已超出预算十倍。（这只是简单截断的

估计，真实的衍射损耗还与镜面边缘的形状有关。）

代价之二：靠近稳定性边缘 对固定的 L 与 λ，由式 (8.6)，要让两块镜子上的光斑同时远大于共
焦腔的

√
Lλ/π = 3.68 cm，只能 g1g2 → 1（只让 g1 → 0 会使 w1 → ∞ 而 w2 → 0；图 10(a)）。

LIGO 的 g1g2 = 0.83 就是为此付出的代价：

1. 对曲率半径误差敏感。两镜曲率半径同时增大 50 m（2.5%），g1g2 从 0.83 降到 0.75，光斑
缩小约 9%（图 10(b)）。第 9.4 节会看到，热变形恰好会造成几十米的曲率变化。

2. 对失准敏感。腔的光轴是两镜曲率中心的连线（只有沿这条线，光才垂直打在两镜上并原路
返回）。镜 i绕其顶点转过小角 ϑi，曲率中心横移 Riϑi；新光轴与两镜的交点（光斑中心）随

之移动。由几何关系可得（例题 4 推导）(
x1

x2

)
=

L

1− g1g2

(
g2 1

1 g1

)(
ϑ1

ϑ2

)
. (9.2)

因子 1/(1 − g1g2) 在稳定边缘发散。LIGO 的 L/(1 − g1g2) = 23.5 km：ETM 倾斜 1 nrad，
ITM 上的光斑就移动 24µm。
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光斑

半径
 w (

cm
)

共焦最小值 √Lλ/π = 3.68 cm

近同心（LIGO 选择） 近平面

(a) L = 3995 m 对称腔：光斑越大越靠近稳定边缘
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(b) aLIGO 臂腔：曲率半径变化对光斑的影响
ITM 光斑
ETM 光斑

100
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失准
灵敏

度因
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/(1
−
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)

图 10 (a) 臂长 3995 m、λ = 1064 nm 的对称腔：镜面光斑（红，左轴）与失准灵敏度因子 1/(1− g2)（绿
虚线，右轴）随 g 的变化。要得到 LIGO 量级的光斑（约 6 cm），g 必须接近 ±1；近平面与近同心两种设计
光斑相同（蓝点）。(b) 真实的不对称臂腔：两镜曲率半径同时改变 ∆R 时光斑尺寸的相对变化，∆R = +50

m 使光斑缩小约 9%。
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近同心还是近平面 式 (8.6)只依赖于 g1g2 与 g2/g1，把 (g1, g2)换成 (−g1,−g2)光斑不变：LIGO
的近同心设计有一个光斑相同的“孪生”近平面设计。设计文献选择近同心，理由是辐射压力矩

[10, 11]：光斑偏离镜心时光压（750 kW 时 2P/c ≈ 5 mN）产生力矩，而式 (9.2) 说明光斑位置又
由镜子倾斜决定，两者构成反馈。例题 4 将算出：近平面设计中光学刚度大的那个模式是反恢复
的，近同心设计中它是恢复的。

9.4 热透镜

镀膜对 1064 nm 光的吸收虽只有约 0.5 ppm（设计上限；实测 0.2–0.4 ppm[10]），乘以 750
kW 的腔内功率，每块测试质量的高反射面要吸收约 375 mW。热量从镜面中心（光斑处）向四周
传导，中心比边缘热；熔石英的折射率随温度升高（dn/dT > 0），于是 ITM 基底变成一块中心光
程更长的“正透镜”——热透镜。

假设：热透镜的简化模型

(i) 镜子看作半径无限大、厚度 ds 的圆柱，前后两面与外界的辐射换热忽略（绝热）；(ii) 吸收
功率 P 按光强的高斯分布 2P

πw2 e−2r2/w2（单位面积）沉积，深度分布任意；(iii) 稳态；(iv) 只
考虑折射率随温度的变化（热光效应），不考虑热膨胀引起的表面变形与应力双折射。熔石英

的热导率 kth = 1.38 W/(m · K)[21]；1 µm 附近、室温下 dn/dT ≈ 8× 10−6 K−1（由 Leviton
与 Frey 的表：1.0 µm 处 275 K 与 300 K 的折射率 1.45066、1.45086 求差分 [22]；aLIGO 文
献表 5 对镀膜中的低折射率层 SiO2 也取此值 [10]；Vinet 的综述取 1.1× 10−5 K−1[21]，下面
两个值都用）。

推导：沿厚度积分的温度分布

光经过基底的光程变化只依赖于温度沿厚度的积分 Θ(r) ≡
∫ ds
0 T (r, z) dz。热量只能沿径向流

走（两端面绝热）。由傅里叶导热定律，单位面积的径向热流为 −kth ∂T/∂r；穿过半径 r、厚

ds 的圆柱侧面的总热流为 −2πr kth
∫ ds
0 ∂rT dz = −2πrkthΘ

′(r)。稳态时它等于圆柱内吸收的

总功率（不论吸收发生在哪个深度）：

−2πr kth Θ
′(r) =

∫ r

0

2P

πw2
e−2r′2/w2

2πr′dr′

= P
(
1− e−2r2/w2)

.

（等价地，可从导热方程 kth∇2T = −s 沿厚度积分得到。）所以 Θ′(r) = − P
2πkth

1−e−2r2/w2

r 。再

从 0 积到 r，令 u = 2r′2/w2（dr′/r′ = du/(2u)）：

Θ(0)−Θ(r) =
P

4πkth
Ein
(2r2
w2

)
,

Ein(x) ≡
∫ x

0

1− e−u
u

du.
(9.3)

Ein(x) = x− x2/4 + · · ·（小 x），大 x 时 ≈ lnx+ 0.577（附录 E）。
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推导：等效焦距

光程（相对于中心）为 OPD(r) = dn
dT [Θ(r)−Θ(0)]。在轴附近 Ein(x) ≈ x：OPD ≈ − dn

dT
P

4πkth
2r2

w2。

薄透镜引入的光程是 −r2/(2f)（第 7.4 节），比较系数得

fth =
πkthw

2

P (dn/dT ) . (9.4)

正号：会聚的正透镜。fth 与吸收功率成反比、与光斑面积成正比。

检验：与 LIGO 设计文献比较

ITM 上 w = 5.3 cm，P = 0.375 W：dn/dT = 8× 10−6 时 fth ≈ 4.1 km，取 1.1× 10−5 时约

3.0 km。设计文献表 8 给出 375 mW 吸收在测试质量基底中产生的光程畸变（光束直径内峰

谷值）为 190 nm[10]。由式 (9.3)，中心到 r = w 的光程差为 dn
dT

P
4πkth

Ein(2)，Ein(2) = 1.319，

得 230 nm（dn/dT = 8× 10−6）或 310 nm（1.1× 10−5），与 190 nm 同量级、大 20%–60%。
偏大是预料之中的：模型略去了镜子的有限半径（34 cm 直径）与端面辐射散热，二者都会减
小径向温差。注意若用近轴抛物线外推到 r = w 会得到 350–480 nm，高估更多（图 11）：热
透镜并不是理想透镜，它在光斑边缘偏离抛物线，这部分偏差是像差，无法用一块普通透镜补

偿。
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/2
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th
)

r = w：0.660

高斯加热下沿厚度积分的温度分布（中心最热）
精确：Ein(2r2/w2)/2
近轴抛物线：r2/w2

光强 I/I0 = e−2r2/w2

图 11 高斯加热下沿厚度积分的温度分布（式 (9.3)，以 P/(2πkth) 为单位）与其近轴抛物线近似。脚本
fig_thermal.py 用常微分方程数值积分独立核对了解析解，并给出 aLIGO 参数下的数值。

热透镜对 LIGO 的影响要分开看：

• ITM 基底热透镜：臂腔内 750 kW 的光不穿过 ITM 基底（只在其高反射面上反射），所以它
主要影响的是穿过 ITM 基底、在功率循环腔与信号循环腔中传播的光——这两个腔的模与
臂腔模的匹配被破坏（第 8.7 节）。设计文献指出这是最主要的热畸变 [10]。

• 表面热变形：吸热使镜面中心微微鼓起（热膨胀），设计文献估计未补偿时会使 ITM与 ETM
的曲率半径增大几十米、光斑缩小约 10%[10]——与图 10(b) 中 ∆R = +50 m 时光斑缩小
9% 的计算一致。光斑变小会增大镀膜热噪声，并降低臂腔与循环腔之间的模式匹配。

• 补偿：环形加热器从镜子侧面加热，产生与吸收热透镜符号相反的折射率分布与表面变形；
CO2 激光照射补偿板，按需要的空间分布“写入”光程修正；波前传感器监测热透镜 [12]。1

1Brooks 等给出：环形加热器每瓦约改变 1 µD 的屈光度（D = m−1），曲率半径改变 ∆R ≈ −∆S R2；40 W 的最
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10 决赛风格例题

四道例题都要求在正文没有直接给出的情境中建立模型。数值答案由 scripts/examples.py
重算并交叉核对。

例题 1：固体激光器中的热透镜与“两个稳定区”

二极管侧面泵浦的 Nd:YAG 激光棒（λ = 1064 nm）吸收泵浦光后中心变热，形成热透镜；
把棒看作位于一点的薄透镜，其光焦度 x ≡ 1/f 与泵浦功率 Pp 成正比：x = βPp，题设

β = 0.05 m−1/W。谐振腔由两块平面镜 M1、M2 组成，棒距 M1 为 d1 = 10 cm，距 M2 为
d2 = 30 cm。

1. 写出从 M1 到 M2 的单程矩阵 H 与从 M2 回到 M1 的单程矩阵 H′，证明往返矩阵的半

迹为 h = 2(1− d1x)(1− d2x)− 1，并由此写出稳定条件。把结果与两镜空腔比较，说出

“等效 g 参数”。

2. 求腔稳定时 x与 Pp 的取值范围。你会发现有两个稳定区，证明它们的宽度（以 x计）相

等。

3. 以棒所在处（透镜后、朝 M2 方向）为参考面，求基模在棒处的光斑 wrod。证明：记

p1 ≡ 1/d1、p2 ≡ 1/d2，有( λ

πw2
rod

)2
=
x(p1 − x)(p2 − x)(p1 + p2 − x)

(p1 + p2 − 2x)2
.

4. 在每个稳定区内，wrod 随 x 先减后增。求极小值的位置与大小，证明两个稳定区的极小

值相同，为 wmin =
√

2λd2/π，与 d1 无关。在极小值附近工作有什么好处？

5. 想让基模充满半径 2 mm 的激光棒（取 wrod ≈ 1.5 mm），稳定区（以泵浦功率计）有多
宽？由此说明“模体积大”与“对泵浦功率不敏感”之间的矛盾。

解答：例题 1

(1) 按“先经过的写在右边”：

H = Td2FfTd1 =

(
1− d2x d1 + d2 − d1d2x

−x 1− d1x

)

≡

(
A B

C D

)
,

H′ = Td1FfTd2 =

(
D B

C A

)
.

大加热可使 ITM（R = 1934 m）的曲率半径改变约 150 m。监测用的哈特曼传感器用小孔阵列板把探测光分成许多细
束，由各细束的偏折测出波前形状。



10 决赛风格例题 37

（H′ 只是把 d1、d2 对调，即 A、D 对调。）平面镜的矩阵是单位阵，往返矩阵 M = H′H。其迹
= (DA+BC)+ (CB+AD) = 2(AD+BC)。由 det H = AD−BC = 1 得 BC = AD− 1，故

h = 1
2 tr M = 2AD − 1 = 2(1− d1x)(1− d2x)− 1.

稳定条件 −1 ≤ h ≤ 1 即 0 ≤ (1− d2x)(1− d1x) ≤ 1。与两镜空腔的 h = 2g1g2 − 1 对比，可定

义等效参数 g∗1 = 1− d2x、g∗2 = 1− d1x。

(2) 设 d1 < d2，即 p1 > p2。AD = (1− x/p1)(1− x/p2) ≥ 0 要求 x ≤ p2 或 x ≥ p1；AD ≤ 1

展开为 x2/(p1p2)− x(p1 + p2)/(p1p2) ≤ 0，即 0 ≤ x ≤ p1 + p2。两者的交集：

稳定区 I: 0 ≤ x ≤ p2 =
1

d2
,

稳定区 II: p1 =
1

d1
≤ x ≤ p1 + p2.

两区宽度都是 p2 = 1/d2。数值：区 I 为 0–3.33 m−1，对应 Pp = 0–66.7 W；区 II 为 10.0–

13.3 m−1，对应 200–267 W；中间 66.7–200 W 腔不稳定，激光器会熄灭或输出极差（图 12）。
(3) 以棒处为参考面，往返依次为：传播 d2、M2、传播 d2、透镜、传播 d1、M1、传播 d1、透

镜，Mrod = FfT2d1FfT2d2。只需右上元素：逐个相乘得 Brod = 2(d1 + d2 − 2d1d2x)。半迹与

参考面无关，仍为 h。由式 (8.3)， λ
πw2

rod
=

√
1−h2

|Brod| ，而 1− h2 = 4Π(1−Π)，Π ≡ AD。代入 di

用 p1, p2 表示：

Π =
(p1 − x)(p2 − x)

p1p2
, 1−Π =

x(p1 + p2 − x)

p1p2
,

d1 + d2 − 2d1d2x =
p1 + p2 − 2x

p1p2
,

于是 λ
πw2

rod
=

2
√
x(p1−x)(p2−x)(p1+p2−x)/(p1p2)

2|p1+p2−2x|/(p1p2) ，平方即得所证。（薄透镜两侧光斑相同，所以“透

镜后”的参考面给出的就是棒内光斑。）

(4) 关键的一步是注意到 x(p1 + p2 − x) 与 (p1 − x)(p2 − x) 都只依赖于 s ≡ x(p1 + p2 − x)：

(p1 − x)(p2 − x) = p1p2 − s，(p1 + p2 − 2x)2 = (p1 + p2)
2 − 4s。所以( λ

πw2
rod

)2
= F (s) ≡ s(p1p2 − s)

(p1 + p2)2 − 4s
.

s 关于 x ↔ p1 + p2 − x 对称，这就解释了两个稳定区的“镜像”关系：区 I 的 x 与区 II 的
p1 + p2 − x 给出相同的光斑。求 wrod 的极小即求 F 的极大。F ′(s) = 0 给出（分子求导后化

简）

4s2 − 2(p1 + p2)
2s+ p1p2(p1 + p2)

2 = 0

⇒ s∗ =
(p1 + p2)

2 − (p1 + p2)(p1 − p2)

4
=
p2(p1 + p2)

2

（另一根 s = p1(p1 + p2)/2 > p1p2，不在稳定区内：区 I 中 s ≤ p2 · p1）。代回：p1p2 − s∗ =

p2(p1 − p2)/2，(p1 + p2)
2 − 4s∗ = (p1 + p2)(p1 − p2)，所以

F (s∗) =
p2(p1 + p2)/2 · p2(p1 − p2)/2

(p1 + p2)(p1 − p2)
=
p22
4
,

λ

πw2
min

=
p2
2
, wmin =

√
2λd2
π

.
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数值 wmin = 0.451 mm。极小点由 x(p1 + p2 − x) = p2(p1 + p2)/2 解出：区 I 中 x∗ =
(p1+p2)−

√
(p1+p2)(p1−p2)
2 = 1.95 m−1（Pp = 39.1 W），区 II 中 x∗ = p1 + p2 − 1.95 = 11.38 m−1

（227.6 W）。脚本用数值求自洽 q 的方法独立得到同样的位置与 wmin（相对差 < 10−5）。在极

小点，dwrod/dPp = 0：泵浦功率（从而热透镜）的起伏只在二阶上改变棒内光斑，输出模式稳

定。这样的工作点称为“动态稳定”[23]。
(5) 由 (4)，w2

min · ∆x = 2λ
π ，其中 ∆x = p2 是稳定区宽度。要 wmin = 1.5 mm，需 ∆x =

2λ
πw2

min
= 0.30 m−1（即 d2 = 3.3 m 的长腔），对应泵浦功率范围只有 ∆x/β = 6.0 W。模体积

越大，稳定的泵浦功率范围越窄：w2
min 与稳定区宽度的乘积是一个只依赖波长的常数。这是设

计大功率基模固体激光器的核心矛盾。

0 50 100 150 200 250
泵浦功率 Pp (W)（热透镜光焦度 1/f = βPp，β = 0.05m−1/W）

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5

棒处
光斑

 w ro
d (m

m)

不稳定

wmin = √2λd2/π

稳定区 I 稳定区 II
例题 1：d1 = 10 cm、d2 = 30 cm 的平平腔，两个稳定区等宽

图 12 例题 1：棒处基模光斑随泵浦功率的变化（由往返矩阵数值求自洽 q，与 (3) 的闭式逐点一致）。两
个稳定区等宽，极小值都等于

√
2λd2/π = 0.451 mm。

例题 2：把激光模式匹配进参考腔

一台 1064 nm激光器的输出光束在某处有束腰 w1 = 0.20 mm。要把它耦合进一个平凹参考腔：
输入镜为平面镜（基底厚度忽略），另一块镜曲率半径 R = 50 cm，腔长 L = 20 cm。

1. 求腔的基模束腰 w0 及其位置。

2. 用一块 f = 25 cm 的透镜做模式匹配。求透镜到激光束腰的距离 d1 与到平面镜的距离

d2。式 (8.15) 的两组解是否都可用？

3. 若透镜沿光轴装偏了 1 cm（向腔的方向），匹配效率降为多少？由此评价这种匹配对装
调的要求。

4. 若手边只有 f = 15 cm 的透镜，能否完全匹配？在只用这一块透镜的条件下，最多能把
多少比例的功率耦合进 TEM00？

5. 扫描腔长观察透射，除 TEM00 的峰外还看到一些小峰。若小峰出现在距 TEM00 峰

0.218 νFSR 处，问题更可能出在光斑大小/束腰位置不匹配，还是光束偏离或倾斜？若
出现在 0.436 νFSR 处呢？说明理由。

解答：例题 2

(1)平凹腔 g1 = 1，g2 = 1−L/R = 0.6。由第 8.3节的 (v)：束腰在平面镜上，zR =
√
L(R− L) =

√
0.2× 0.3 = 0.245 m，w0 =

√
λzR/π = 288µm。（与通用公式 (8.5) 交叉核对一致。）
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(2) f0 = πw1w0/λ = π × 0.20× 10−3 × 288× 10−6/(1.064× 10−6) = 0.170 m < f，可以匹配。√
f2 − f20 = 0.183 m。由式 (8.15)：

(+) : d1 = 0.25 + 0.20
0.288 × 0.183 = 0.377 m,

d2 = 0.25 + 0.288
0.20 × 0.183 = 0.514 m;

(−) : d1 = 0.123 m, d2 = −0.014 m.

第二组 d2 < 0，意味着透镜要放在平面镜之后（腔内），不可用。所以透镜放在激光束腰后

37.7 cm、平面镜前 51.4 cm。脚本用 ABCD 定律从 q = −iπw2
1/λ 出发验证：到达平面镜时

q = −izR，精确吻合。

(3) 透镜向腔移 1 cm：d′1 = 0.387 m，d′2 = 0.504 m。用式 (7.11)、(7.12) 重算：像方束腰
276µm，位于平面镜后 7.8 mm。代入式 (8.14)（w1 → 276µm，w2 → 288µm，∆ = 7.8 mm，
λ∆/(πw1w2) = 0.033）：η = 0.998。1 cm 的装调误差只损失 0.2%：匹配对透镜纵向位置的要
求很宽松，原因是两个束腰都很“长”（zR 分别为 12 cm 与 24.5 cm）。实际中更苛刻的是横
向对准：由第 8.7 节，横向错开 ∆x 时 η = e−∆x2/w2

0，错开 0.1w0 = 29µm 就损失 1%。
(4) f0 = 0.170 m > 0.15 m，式 (8.15) 无实数解，不能完全匹配。物理原因：由式 (7.12)，
w02 = w1f√

(d1−f)2+z2R1
≤ w1f

zR1
= λf

πw1
= 254µm，等号在 d1 = f（激光束腰放在透镜前焦点）时

取得——这块透镜造出的束腰不可能达到 288µm。取这个最大束腰，并把它放在平面镜上（d2
由式 (7.11) 得 d2 = f，即平面镜放在透镜后焦面），η = 4/(254/288 + 288/254)2 = 0.984。脚

本对 (d1, d2) 作二维数值优化，确认这就是单块 f = 15 cm 透镜能达到的最大值。要完全匹配，
可以先用一对透镜扩束，再聚焦。

(5) 平凹腔 ∆ψ = arccos
√
0.6 = 39.2°，横模间隔 ∆ψ/π = 0.218 νFSR（νFSR = c/2L = 750

MHz，即 164 MHz）。所以 0.218νFSR 处的峰属于 m+ n = 1（TEM10、TEM01），0.436νFSR

处属于 m + n = 2。哪些模被激发，取决于入射场在各模上的投影（式 (8.13)）：光斑大小或
束腰位置失配、但光束与腔轴同轴时，入射场关于 x、y 都是偶函数，与 m + n 为奇数的模

（至少在一个方向为奇函数）的投影为零，所以只激发 m+ n = 2, 4, . . .；光束横向偏离 ∆x 时，

e−(x−∆x)2/w2 的一阶展开项 ∝ xe−x2/w2 正是 TEM10 的形状，倾斜同理，所以失准首先激发

m+ n = 1。结论：0.218νFSR 处的峰提示失准，0.436νFSR 处的峰提示尺寸/位置失配。

例题 3：不理想的共焦扫描干涉仪

共焦扫描干涉仪（第 8.6 节）由两块凹面镜组成，功率反射率 r2 = 0.99（无损耗，精细度

F = 313），压电陶瓷微调腔长 L。理想情形 R1 = R2 = R = 5.0 cm、L = R。实际买到的一对

镜子 R1 = 50.0 mm，R2 = 50.4 mm（相差 0.8%，记 ∆R ≡ R2 −R1）。要求：入射光不经模

式匹配，各阶横模（m+ n ≤ n⊥,max = 10）的透射峰仍落在一个线宽之内，透射峰的位置才与

入射光形状无关。

1. 证明此时不存在“共焦”腔长，并求在 L ≈ R 附近腔长在什么范围内腔不稳定。

2. 设 L = R1 − s（0 < s≪ R1）。用 g1g2（不要用对称腔的近似）求 m+ n = n⊥ 的模组相

对于理想简并位置（TEM00 之上 n⊥/2 个 νFSR）的偏移，进而求满足要求的 s 范围。L

在 R2 之外一侧呢？
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3. 与理想镜对（R1 = R2）的可用腔长范围比较。若要求每个可用窗口至少宽 25 µm，两镜
曲率半径之差最多允许多少？

解答：例题 3

(1) 共焦要求 g1 = g2 = 0，即 L = R1 且 L = R2，R1 ̸= R2 时做不到。R1 < L < R2 时

g1 = 1−L/R1 < 0，g2 = 1−L/R2 > 0，g1g2 < 0，落在稳定性图的第二、四象限：腔不稳定。

这一段宽 ∆R = 0.4 mm——正是理想共焦点所在之处。（远离 R 处，L > R1+R2 时 g1g2 > 1，

腔也不稳定，这与本题无关。）

(2) L = R1 − s：g1 = s/R1，g2 = 1− R1−s
R2

= ∆R+s
R2
，两者都为正，且精确地有

g1g2 =
s(∆R+ s)

R1R2
.

由式 (8.11)，∆ψ = arccos√g1g2 = π
2 − arcsin√

g1g2 ≈ π
2 −√

g1g2，所以 m+ n = n⊥ 的模组

在 TEM00 之上

n⊥
∆ψ

π
νFSR =

(n⊥
2

−
n⊥

√
g1g2

π

)
νFSR,

相对理想简并位置偏移 n⊥
√
g1g2 νFSR/π。要求它小于线宽 νFSR/F（n⊥ ≤ n⊥,max）：

√
g1g2 <

π

n⊥,maxF
= 1.00× 10−3,

s(∆R+ s) < R1R2

( π

n⊥,maxF

)2
= 2.53× 10−9 m2.

解这个二次不等式得 s < 6.27µm（s≪ ∆R时近似为 R1R2(π/n⊥,maxF)2/∆R = 6.36µm）。即
可用窗口为 R1−6.27µm < L < R1；再往短处，各阶模分开；越过 R1 进入不稳定区。注意窗口

紧贴稳定边界 g1 = 0：L→ R1时 g1 → 0而 g2不为零，镜 1上的光斑 w1 → ∞（第 8.2节要点）。
L = R2+s

′一侧：g2 = −s′/R2，g1 = −∆R+s′

R1
，两者都为负，∆ψ = arccos(−√

g1g2) ≈ π
2+

√
g1g2，

模组向另一方向偏移，由同样的二次不等式得到宽 6.27µm 的窗口 R2 < L < R2 + 6.27µm。
脚本用精确的 arccos 在窗口边缘核对：n⊥ = 10 模组的偏移恰为 1.00 个线宽。
(3) 理想镜对：∆R = 0，上式变为 s2 < R2(π/n⊥,maxF)2，即 |L−R| < πR/(n⊥,maxF) =

50µm，可用范围是以 L = R 为中心、宽约 100µm 的一整段。不等镜对把它劈成两段，各宽
约 6µm，中间隔着 0.4 mm 的不稳定区。要窗口宽度 smax ≥ 25µm，由 smax(∆R + smax) =

R1R2(π/n⊥,maxF)2 解出

∆R ≤
R1R2(π/n⊥,maxF)2

25µm − 25µm ≈ 0.076 mm

（约 0.15%；此时 smax/∆R ≈ 1/3，不能再用 s≪ ∆R 的近似——若用近似会得到 0.1 mm，而
∆R = 0.1 mm 时窗口实际只有 20.9µm）。所以共焦扫描干涉仪的两块镜子必须“配对”加工。

例题 4：LIGO 臂腔的辐射压力矩与角向失稳

Advanced LIGO 臂腔参数与表 3 的计算值（g1 = −1.065，g2 = −0.779）作为已知；测试质量

为 40 kg 的熔石英圆柱（直径 34 cm、厚 20 cm）。

1. 镜 i 绕其顶点转过小角 ϑi（约定：镜面指向腔内的法线向 +x 偏转为正），推导两镜上光
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斑中心的位移式 (9.2)。ETM 倾斜 1 nrad 时两镜上的光斑各移动多少？

2. 腔内功率 P 的光在镜面上反射，对镜子施加压力 2P/c，作用点在光斑中心。证明光压对

两镜的力矩可写成 τ = 2P
c Sϑ（S为式 (9.2)中的矩阵），即“光学角刚度矩阵”K = −2P

c S。
求 P = 750 kW 时 K 的两个本征值，说明哪个模式是恢复的、哪个是反恢复的。（光学
刚度为负的本征模式称为“软模”，另一个称为“硬模”。）

3. 悬挂系统对每块镜提供机械恢复力矩 −κmϑi。设计文献指出：腔内功率超过约 700 kW
时，光学力矩超过悬挂的机械恢复力矩，“软模”失稳 [10]。据此估计 κm；求 750 kW 时

软模的失稳增长时间（量级）与对应频率，以及硬模的振动频率。

4. LIGO 也可以选用光斑相同的“近平面”设计 (g1, g2) → (−g1,−g2)。求其镜面曲率半径
与光学角刚度，说明为什么设计者选择近同心腔。

解答：例题 4

(1) 腔的光轴必须垂直于两个镜面，而球面的法线都通过其曲率中心，所以光轴就是两曲率中
心 C1、C2 的连线。取镜 1 顶点为原点、腔轴为 z。未倾斜时 C1 = (R1, 0)，C2 = (L−R2, 0)

（坐标写作 (z, x)；LIGO 中 C1、C2 都在腔中部附近）。镜 1 绕顶点转 ϑ1，其法线（顶点指向

曲率中心的方向）转同一角度，C1 → (R1, R1ϑ1)；同理 C2 → (L−R2, R2ϑ2)（一阶小量）。过

这两点的直线在 z = 0、z = L 处的 x 坐标为

x1 = R1ϑ1 + (0−R1)
R2ϑ2 −R1ϑ1
L−R2 −R1

,

x2 = R1ϑ1 + (L−R1)
R2ϑ2 −R1ϑ1
L−R2 −R1

.

（光斑落在镜面上的位置与 z = 0、z = L 处只差二阶小量。）以 x1 为例，通分得

x1 =
R1(L−R2)ϑ1 −R1R2ϑ2

L−R1 −R2
.

代入 Ri = L/(1− gi)：L−R2 = − Lg2
1−g2，L−R1 −R2 = − L(1−g1g2)

(1−g1)(1−g2)，R1R2 =
L2

(1−g1)(1−g2)。

分子分母中的 (1− g1)(1− g2) 相消：

x1 =
L(g2ϑ1 + ϑ2)

1− g1g2
, 同理 x2 =

L(ϑ1 + g1ϑ2)

1− g1g2
,

即式 (9.2)（sympy 核对见 verify_sympy.py；脚本 examples.py 还用直线与球面的精确交点
做了数值核对）。 L

1−g1g2 = 23.5 km，ETM倾斜 ϑ2 = 1 nrad：x1 = 23.5µm，x2 = g1×23.5µm =

−25.1µm。
(2) 镜 1 在 z = 0，光压把它推向 −z，力 F = 2P/c 作用在 (0, x1)。若 x1 > 0，镜面上方被推

向 −z，镜面绕顶点转动，使其指向腔内的法线向 +x 偏——正是 ϑ1 增大的方向。所以以 ϑ1

的正方向计，力矩 τ1 = +2P
c x1。对镜 2 同理（镜面被推向 +z，x2 > 0 使其法线向 +x 偏）：

τ2 = +2P
c x2。代入式 (9.2)：

τ =
2P

c
Sϑ ≡ −Kϑ, S =

L

1− g1g2

(
g2 1

1 g1

)
.
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K 的本征值为正表示恢复力矩（像弹簧），为负表示反恢复（“负刚度”，会把偏转放大）。(
g2 1

1 g1

)
的本征值 µ± =

(g1+g2)±
√

(g1−g2)2+4

2 ，乘积 µ+µ− = g1g2− 1 < 0：总是一正一负，任

何两镜腔都有一个反恢复模式。LIGO：µ+ = 0.0879，µ− = −1.933；乘以 L
1−g1g2 = 23.5 km

与 2P
c = 5.00× 10−3 N，得

Khard = +227.5 N · m/rad (恢复),

Ksoft = −10.3 N · m/rad (反恢复).

近同心腔（g1 + g2 < 0）中，绝对值大的“硬”模式是恢复的，只有一个弱的反恢复（“软”）模

式。

(3)加上悬挂：每块镜受机械恢复力矩 −κmϑi，总角刚度矩阵为 κmI+K。单位矩阵不改变本征
矢，所以两个模式的总刚度为 κm+Khard与 κm+Ksoft，而Ksoft = −2P

c
Lµ+

1−g1g2 ∝ P。软模的总刚

度在 Pc =
κmc(1−g1g2)

2Lµ+
处过零。由文献的 Pc ≈ 700 kW反推：κm = 2Pc

c · Lµ+
1−g1g2 = 4.67×10−3 N×

2067 m/rad = 9.7 N · m/rad。在 750 kW 时软模总刚度 9.65 − 10.34 = −0.69 N · m/rad。镜
子绕水平横轴的转动惯量（圆柱，半径 a = 0.17 m、厚 d = 0.20 m）I = m

12(3a
2 + d2) =

0.42 kg · m2。运动方程 Iϑ̈ = +0.69ϑ 的解按 et/τ 增长，1/τ =
√
0.69/0.42 ≈ 1.3 s−1，即增长

时间 τ ≈ 0.8 s、对应频率约 0.2 Hz。这个数只能取量级（1/τ ∼ 1 s−1）：净刚度是两个相近量

之差，1/τ ∝
√

750/Pc − 1，Pc 在 650–740 kW之间变化时 1/τ 在 1.8–0.6 s−1 之间变化。正因

如此，阈值附近的软模失稳增长很慢，用低带宽控制就能镇住；文献也说不稳定本征频率在满

功率下低于 0.3 Hz[10]——这与我们的结果相容，但由于 κm 本身是用同一文献的 700 kW 反

推的，它不是独立检验。作为对照，硬模总刚度 237 N · m/rad，频率 1
2π

√
237/0.42 = 3.8 Hz，

而单纯悬挂的为 0.76 Hz：光压把硬模“撑硬”了约 25 倍。
(4) 取 g′i = −gi：R′

i = L/(1 − g′i) = L/(1 + gi)，得 R′
1 = −61.1 km（微凸），R′

2 = 18.1 km。

由式 (8.6) 光斑不变。此时
(
−g2 1

1 −g1

)
的本征值为 −µ∓，即 +1.933 与 −0.0879，光学角刚

度变为 −227.5 与 +10.3 N · m/rad：强的那个模式反恢复，需要很强的角度控制才能维持。这
就是设计文献所说的“近同心设计中光学刚度较大的扭转模式静态稳定，而近平面设计中它静

态不稳定”[10, 11]。

11 实验与数据处理：刀口法测光束参数与 M 2

例题：实验题（笔试型，模拟数据）

装置一台 660 nm 半导体激光器的输出经透镜聚焦。一片刀片装在千分尺平移台上，可沿横向
x 推进并逐渐挡住光束；刀片后面放一个大面积光电二极管，测量透过的功率 P（已扣除暗电

流本底，并用不挡光时的功率 P0 归一化；读数噪声约 0.01P0，与 P 无关）。整套刀口–探测器

装在导轨上，可沿光轴 z 移动。这种“刀口法”是测量光斑尺寸的经典方法 [24, 25]。
数据表 4是 z = 118.0 mm处的一次完整扫描；表 6是在 16个位置上分别扫描、用“10%–90%
法”（见第 (1)问）得到的光束半径 w。表 6的每个位置都按约 w/8的步长扫描 41点（步长随光
斑大小调整），用相邻两点线性插值求透过率为 90% 与 10% 的刀口位置，w = d10−90/1.2816。
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两表均为模拟数据：由脚本 scripts/exp_data.py 按上述测量过程生成，随机种子 20261017
在生成前固定、未挑选。表 5 给出误差函数的数值，供求反函数时插值。
问题

1. 设光束在 x 方向的强度分布（对 y 积分后）为高斯型 ∝ e−2(x−xc)2/w2。刀口推进到 x 处

挡住 x′ < x 的部分。证明透过率

P (x)

P0
=

1

2

[
1− erf

(√2(x− xc)

w

)]
,

erf(s) ≡ 2√
π

∫ s

0
e−t2dt,

并证明透过率从 90% 降到 10% 时刀口移动的距离 d10−90 = 1.2816w。

2. 把表 4 的数据线性化，用最小二乘求 w 与光束中心 xc 及其不确定度。哪些点应当舍去

或降低权重？与同一组数据的 10%–90% 法结果比较。

3. 对理想高斯光束，w2 是 z 的二次函数。由表 6 用线性最小二乘求束腰 w0、束腰位置 z0、

瑞利长度 zR 与光束质量因子 M2（式 (7.15)）。说明你的线性化方法与权重的选择。

4. 估计 (3) 中各量的不确定度。拟合系数之间的相关性对结果有多大影响？怎样减小这种
相关性？

5. 讨论系统误差：(a) 若光束不是纯基模（例如含少量高阶模），10%–90% 法给出的宽度
wke 与二阶矩宽度 W（式 (7.14)）不同。设比值 γ ≡ wke/W 不随 z 变，(3) 中哪些结果
会偏、偏多少？(b) 再列举至少三种系统误差来源与改进办法。

表 4 z = 118.0 mm 处的刀口扫描（模拟数据）。x 为千分尺读数，P/P0 为归一化透过功率。

x/mm P/P0 x/mm P/P0 x/mm P/P0 x/mm P/P0

2.400 1.008 2.520 0.927 2.640 0.235 2.760 −0.012

2.420 1.001 2.540 0.874 2.660 0.134 2.780 −0.013

2.440 0.977 2.560 0.773 2.680 0.071 2.800 0.003
2.460 1.000 2.580 0.645 2.700 0.027
2.480 0.986 2.600 0.506 2.720 0.022
2.500 0.980 2.620 0.366 2.740 0.004

表 5 误差函数 erf(s) 的数值（erf(−s) = −erf(s)）。

s 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
erf 0.0000 0.1125 0.2227 0.3286 0.4284 0.5205 0.6039 0.6778 0.7421

s 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6
erf 0.7969 0.8427 0.8802 0.9103 0.9340 0.9523 0.9661 0.9763
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表 6 各位置上用 10%–90% 法得到的光束半径（模拟数据）。z 为导轨读数。

z/mm w/µm z/mm w/µm z/mm w/µm z/mm w/µm

70.0 185 86.0 99 102.0 51 118.0 106
74.0 153 90.0 76 106.0 56 122.0 128
78.0 137 94.0 64 110.0 71 126.0 146
82.0 116 98.0 55 114.0 87 130.0 170

解答：实验题

(1) 透过功率是 x′ > x 部分的积分：P/P0 =
∫∞
x e−2(x′−xc)2/w2dx′

/ ∫∞
−∞ e−2(x′−xc)2/w2dx′。令

t =
√
2(x′−xc)/w，分母为 w√

2

√
π，分子为 w√

2

∫∞
s e−t2dt = w√

2

√
π
2 [1−erf(s)]，s =

√
2(x−xc)/w。

相除即得。P/P0 = 0.9 与 0.1 分别对应 erf(s) = −0.8 与 +0.8，即 s = ∓erf−1(0.8) = ∓0.9062；

两点相距 ∆s = 1.8124，换回 x：d10−90 =
w√
2
× 1.8124 = 1.2816w。

(2) 由 (1)，Y ≡ erf−1(1 − 2P/P0) =
√
2
w x −

√
2xc
w 是 x 的线性函数，斜率 k1 =

√
2/w。两端

P/P0 → 0 或 1 的点：erf−1 在 ±1 附近发散，0.01P0 的噪声会被放大成巨大的 Y 误差，甚至

使 1 − 2P/P0 超出 (−1, 1)（如 P/P0 = 1.008 或 −0.012）；所以只用 0.05 < P/P0 < 0.95 的

9 个点，并按误差传递给权重：σY = |dY /dP |σP =
√
π eY 2 × 0.01。加权直线拟合（公式见附

录 F）得
k1 = (1.303± 0.023)× 104 m−1,

w =

√
2

k1
= 108.6± 1.9µm,

xc = 2.6007± 0.0006 mm, χ2 = 1.0 (ν = 7).

（Y 值由表 5 线性插值求反函数得到，插值误差 ≲ 0.003，小于噪声引起的 σY ≥ 0.018；用查

表值拟合得 w = 108.4µm，与用精确反函数的 108.6 µm 相差 0.1σ，以下用后者。）χ2 = 1.0

对 7 个自由度偏小（期望 7 ± 3.7，见附录 F）：χ2 分布给出 P (χ2 ≤ 1.02) ≈ 0.5%。种子是
事先固定、未挑选的，所以这要么是一次少见的涨落，要么说明误差模型高估了 σY——例如

0.01P0 是“读数噪声上限”而非标准差。两种情况下，按已知噪声给出的 ±1.9µm 都是偏保守
的上限；若改用残差估计（乘

√
χ2/ν = 0.38）会得到 ±0.7µm，但只有 7 个自由度时，残差

本身的估计也很不可靠（相对误差约 1/
√
2ν ≈ 27%）。同一组数据用线性插值找 10% 与 90%

点：d10−90 = 140.6µm，w = 109.7µm，与上面相差 0.6σ。表 6 中同一位置的另一次扫描给出
106µm，差 1.4σ，在统计涨落之内。图 13(a) 显示线性化后的数据确实落在直线上。
(3) 由式 (7.15)，w2 =W 2

0 +Θ2
0(z− z0)

2 是 z 的二次多项式。关键的观察是：它对未知系数是

线性的。为减小系数间的相关性（见 (4)），以表的中部 zc = 100 mm 为参考点，令 u = z− zc，

拟合

w2 = α0 + α1u+ α2u
2.

权重：10%–90% 法得到的 w 的误差大致与 w 成正比（扫描步长与 w 成比例，噪声的影响按

相对量计），故设 σw = εrw，σw2 = 2wσw = 2εrw2，权 ∝ 1/w4；εr 未知，由拟合残差估计
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（εr =
√
χ2/ν，此处 ν = 16− 3 = 13）。加权线性最小二乘得

α0 = (2.585± 0.068)× 10−9 m2,

α1 = (−6.33± 0.81)× 10−8 m,

α2 = (3.042± 0.055)× 10−5, εr = 2.2%.

配方：α0 + α1u+ α2u
2 = α2(u− u0)

2 +
(
α0 −

α2
1

4α2

)
，u0 = − α1

2α2
。与式 (7.15) 逐项对照：

z0 = zc −
α1

2α2
, W 2

0 = α0 −
α2
1

4α2
,

Θ0 =
√
α2, zR =

W0

Θ0
, M2 =

πW0Θ0

λ
.

代入：
W0 = 50.5± 0.7µm, z0 = 101.04± 0.13 mm,

zR = 9.16± 0.18 mm, M2 = 1.326± 0.016.

残差无系统趋势（图 13(c)），说明二次模型是恰当的。
(4) 不确定度由系数的协方差矩阵 Vα（附录 F）经雅可比矩阵传递：Vout = JVαJT，Jik =

∂(结果i)/∂αk。上面的不确定度就是这样算的，并用蒙特卡洛重抽样核对：按拟合曲线与估计

的 εr 人为生成 4000 组“假数据”，每组重新拟合，统计结果的标准差（差别 < 4%）。若忽略
协方差（只用对角元），zR 的不确定度变为 ±0.15 mm、M2 变为 ±0.022——分别低估 16%、
高估 34%，可见相关性不可忽略。即使以 zc = 100 mm 为参考点，α0 与 α2 的相关系数仍为

−0.45；若直接用导轨读数 z 作自变量（参考点在 z = 0，远离数据），三个系数两两相关系数

的绝对值都超过 0.98，数值上几乎退化。把参考点放在数据中部（最好在束腰附近）是减小相
关性的简单办法。

(5) (a) 若 wke = γW（γ 为常数），则 w2
ke = γ2W 2

0 [1 + (z − z0)
2/z2R]：拟合出的 z0 与 zR 不

变，束腰变为 γW0，M2 = πW 2
0 /(λzR) 变为 γ2M2，即二阶矩意义下的 M2

2nd = M2/γ2。对

“基模 + 少量高阶模”的非相干混合（同一 q），各模光强都随 w(z) 等比例缩放，γ 确实不随

z 变；高阶模的光强分布比高斯更“平肩宽尾”，10%–90% 宽度对尾部不敏感，一般 γ 略偏离

1（需用实测光强分布计算）。按 W/8 的步长做线性插值还会带来同样与 z 无关的小偏差。结

论：10%–90% 法对接近基模的光束只造成 γ2 − 1 量级（几个百分点以内）的 M2 偏差，对明

显多模的光束应改用二阶矩（例如相机测光强分布）或 ISO 11146 规定的方法。(b) 其他系统
误差与改进：标度误差——z 标度误差 ϵz 使 zR 同比例偏、M2 ∝W 2

0 /zR 偏 −ϵz，x 标度误差
ϵx 使 W0 偏 ϵx、M2 偏 2ϵx，应标定导轨与千分尺；刀口倾斜——刀口与扫描方向不垂直（夹

角偏离 ϕ）时宽度按 1/ cosϕ 量级变化；探测器——面积不够大会截掉刀口衍射光，接近饱和
时非线性，应换大面积探测器或加衰减；测点分布——远场点决定 Θ0、近场点决定 W0，ISO
11146 建议约一半测点在 |z − z0| < zR 内、一半在 2zR 之外 [17]，本题为 5 个与 7 个，可在
束腰附近再加密；透镜像差——使传播偏离二次型，M2 偏大且残差出现系统趋势。
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注：命题人说明：模拟数据的核对（不属于学生应答）

数据由 TEM00 与 TEM10 功率比 0.85:0.15 的非相干混合生成（第 7.6 节，二阶矩 M2 = 1.30，

W0 = 50 µm，z0 = 101.3 mm，zR = 9.154 mm）。用相同的扫描与插值流程处理无噪声数据得
γ = 1.0135（模式成分 1.0088 × 插值约 1.0047）。于是 M2

2nd = 1.326/γ2 = 1.291± 0.016，与

1.30 差 0.6σ；zR 与生成值一致；z0 比生成值小 2.0σ，属统计涨落的边缘，未发现对应的系统

机制。生成脚本的读数噪声恰为 σP = 0.01，所以第 (2) 问的小 χ2 属于“少见涨落”而非误差

模型高估。
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刀口位置 x (mm)
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−
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0)

(a) 表 1 线性化：w = 108.6 ± 1.9μm
数据 (0.05 < P/P0 < 0.95)
直线拟合
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)
(b) w0 = 50.5μm，zR = 9.16 mm，M 2 = 1.33

表 2 数据
拟合 w2 = α0 + α1u + α2u2
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−4

−2

0

2

4

相对
残差
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)

(c) 残差（rms 2.2%）

图 13 实验题的数据处理（模拟数据）。(a) 表 4 线性化后的加权直线拟合；(b) 表 6 与加权二次拟合；(c)
相对残差，无系统趋势。脚本 exp_fit.py。

12 小结：推导链

光线：折射/反射定律 傍轴−−→ ABCD 矩阵（式 (3.1)–(3.4)，逆序相乘，同介质 det = 1）→ 往返
矩阵（式 (6.3)）凯莱–哈密顿−−−−−−−→ 二阶递推（式 (6.6)）→稳定条件 0 ≤ g1g2 ≤ 1（式 (6.8)），光线往返相
位 cosΦ = 2g1g2 − 1。干涉：等比级数 → Airy 函数（式 (4.4)）→ 自由光谱区、精细度、线宽、储

能时间（式 (4.6)–(4.9)）、腔内增益与阻抗匹配（式 (4.10)）。波动：亥姆霍兹方程 慢变包络，小参量θ20−−−−−−−−−−−−→
傍轴方程（式 (5.5)）→ dq/dz = 1的高斯光束（式 (7.4)–(7.8)）→ ABCD定律（式 (7.10)）→聚焦
与束腰成像（式 (7.11)–(7.13)）。腔模：往返后 q 不变（式 (8.1)）⇔光线稳定（共焦边界除外）；“镜
面 = 波前”给出束腰与光斑（式 (8.4)–(8.6)）；往返 Gouy 相位与 Φ 同余弦 → cos2∆ψ = g1g2

→ 谐振频率（式 (8.11)），横模因子 1 + m + n 给出横模间隔与共焦简并；正交性 → 模式匹配

（式 (8.14)、(8.15)）。LIGO：相位放大 2F/π（式 (9.1)），光斑与稳定边缘、失准矩阵（式 (9.2)），
热透镜（式 (9.4)）。
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A 两镜腔模的代数细节

束腰位置 由正文，z1(R1 +R2 − 2L) = L(R2 − L)。代入 Ri = L/(1− gi)：

R2 − L =
Lg2

1− g2
,

R1 +R2 − 2L = L
(1− g2) + (1− g1)− 2(1− g1)(1− g2)

(1− g1)(1− g2)

= L
g1 + g2 − 2g1g2
(1− g1)(1− g2)

.

相除得 z1 =
g2(1−g1)

g1+g2−2g1g2
L。由对称性得 z2；可验证 z1 + z2 = Lg2−g1g2+g1−g1g2g1+g2−2g1g2

= L。

瑞利长度 z2R = z1(R1 − z1)。R1 − z1 = L
1−g1 − g2(1−g1)L

Dg
，其中 Dg ≡ g1 + g2 − 2g1g2。通分：

R1 − z1 =
L[Dg−g2(1−g1)2]

(1−g1)Dg 。分子 Dg − g2(1− 2g1 + g21) = g1 − g21g2 = g1(1− g1g2)。所以

z2R =
g2(1− g1)L

Dg
· g1(1− g1g2)L

(1− g1)Dg
=
g1g2(1− g1g2)

D2
g

L2.

https://arxiv.org/abs/0805.0091
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镜面光斑 w2
1 = w2

0(1 + z21/z
2
R) = λ

πzR
(z2R + z21)。z

2
R + z21 = L2g2

D2
g
[g1(1 − g1g2) + g2(1 − g1)

2] =

L2g2
D2
g
Dg = L2g2

Dg
（方括号展开后恰为 Dg）。于是 w2

1 = λ
π

L2g2/Dg

L
√
g1g2(1−g1g2)/|Dg |

。稳定腔中 g2/Dg > 0

（g1, g2 同号时 Dg = g1(1− g2) + g2(1− g1) 与它们同号，因为 gi ≤ 1），化简即得式 (8.6)。

cos∆ψ 的显式计算 由 tanψi = zi/zR，

cos(ψ1 + ψ2) =
z2R − z1z2√

(z2R + z21)(z
2
R + z22)

.

分子：z2R − z1z2 = L2

D2
g
[g1g2(1− g1g2)− g1g2(1− g1)(1− g2)] =

L2g1g2
D2
g
Dg =

L2g1g2
Dg
。分母：由上一

段，
√

L2g2
Dg

· L2g1
Dg

=
L2√g1g2

|Dg | 。所以

cos∆ψ =
g1g2√
g1g2

· |Dg|
Dg

= ±√
g1g2,

符号与 Dg 相同，即与 g1, g2 相同。这确认了式 (8.9) 的符号规则。（verify_sympy.py 对多组 g

值做了数值核对，含 LIGO 参数。）

B 复参数的高斯积分与菲涅耳积分

对实数 α > 0，
∫∞
−∞ e−αx2dx =

√
π/α（换元 x = t/

√
α）。正文多次用到 α 为复数、Reα > 0

的情形。论证如下：记 I(α) =
∫

e−αx2dx。当 Reα > 0时被积函数的模 e−(Reα)x2 可积，积分收敛，

并且可以在积分号下对 α 求导：I ′(α) = −
∫
x2e−αx2dx。分部积分（xe−αx2dx = − 1

2αd(e−αx2)）得
I ′ = − 1

2αI。这个一阶方程的解是 I = Cα−1/2；在正实轴上 I =
√
π/α 定出 C =

√
π。所以对一

切 Reα > 0，I(α) =
√
π/α，其中 √ 取实部为正的那一支。

二维轴对称形式
∫∞
0 e−αr22πr dr = π/α 可直接积出（2r dr = d(r2)），对 Reα > 0 同样成立。

菲涅耳积分：
∫∞
−∞ eiax2dx（a > 0）相当于 α = −ia，Reα = 0，处在收敛边界上。取 α = ϵ− ia

再令 ϵ → 0+（物理上相当于给场一点点横向衰减），得
√
π/(−ia) =

√
πi/a =

√
π/a eiπ/4。由此

可验证式 (5.6) 的前因子：u0 = 1 时二维积分为
(√

πi · 2z/k
)2

= 2πiz/k，乘以 k/(2πiz) 恰为 1。

C 厄米–高斯模

分离变量 傍轴方程 ∂2xu+∂
2
yu+2ik∂zu = 0中 x、y地位独立。若 u = X(x, z)Y (y, z)，且 X 满足一

维方程 ∂2xX+2ik∂zX = 0、Y 也满足同样的方程，则代入得 Y (∂2xX+2ik∂zX)+X(∂2yY +2ik∂zY ) =

0。所以只需求一维解。一维基模为 X0 = q−1/2eikx2/(2q)（与正文的推导相同，只是一维时 ∇2
⊥ 只

给出 ik/q 一项，前因子变为 q−1/2）；其 Gouy 相位为 ψ/2，两个方向合起来恰为正文的 ψ。

高阶解 试探 Xm = H(ξ) e−imψ(z)X0，ξ ≡
√
2x/w(z)。计算中要用到三个关系：∂xX0 = ikx

q X0；

∂xξ =
√
2/w，∂zξ = −ξw′/w；以及由式 (7.5)–(7.7) 直接求导得到的 w′

w = z
z2+z2R

= 1
R、ψ

′ =
zR

z2+z2R
= 2

kw2。代入 ∂2xXm + 2ik∂zXm，利用 X0 本身满足方程消去 H 不求导的项，剩下（公共因

子 e−imψX0 略去）：
2

w2
H ′′ +H ′

[
2 ·

√
2

w
· ikx
q

− 2ik ξw
′

w

]
+ 2kmψ′H.



D 两束高斯光束的匹配效率 50

用 x = ξw/
√
2，方括号 = 2ikξ

(
1
q −

1
R

)
= 2ikξ · iλ

πw2 = − 4ξ
w2（用了 1

q −
1
R = i λ

πw2 与 kλ = 2π）。末

项 2km · 2
kw2 = 4m

w2。合起来：
2

w2

[
H ′′ − 2ξH ′ + 2mH

]
= 0,

即厄米方程。用幂级数 H =
∑

k akξ
k 代入，同次幂系数给出递推 ak+2

ak
= 2(k−m)

(k+1)(k+2)。若级数不截

断，k 很大时比值 → 2/k，与 eξ2 =
∑
ξ2j/j! 的相邻系数比相同，于是 H ∼ eξ2，乘上场的高斯因

子 e−ξ2/2 后仍发散，不是物理解。递推只联系 ak 与 ak+2，奇次项与偶次项是两条独立的级数。级

数截断（得到多项式）当且仅当 m = 0, 1, 2, . . .，此时与 m 同奇偶的那一支在 k = m 处截断，另

一支必须取其首项系数为零；解就是厄米多项式 Hm（可用递推 Hm+1 = 2ξHm − 2mHm−1 逐个

验证，例如 H2 = 4ξ2 − 2：H ′′
2 − 2ξH ′

2 + 4H2 = 8− 16ξ2 + 16ξ2 − 8 = 0）。每个方向的 Gouy 相位
为 (m+ 1

2)ψ，二维合起来为 (1 +m+ n)ψ，即式 (8.10)。

正交性 厄米方程可写成 (e−ξ2H ′
m)

′ = −2m e−ξ2Hm（展开左边即得）。对 Hn 写同样的式子，两

式分别乘 Hn、Hm 后相减并对 ξ 积分；左边分部积分后为 [e−ξ2(HnH
′
m − HmH

′
n)]

∞
−∞ = 0，于

是 2(n −m)
∫
HmHne−ξ2dξ = 0。所以 m ̸= n 时

∫
HmHne−ξ2dξ = 0；m = n 时可用递推求得∫

H2
me−ξ2dξ = 2mm!

√
π（例：m = 1 时

∫
4ξ2e−ξ2 = 2

√
π）。由于场的横向部分为 Hm(ξ)e−ξ

2/2，

模的正交性
∫
u∗mundx = 0 就是这条关系（相位因子 eikx2/2R 在 u∗mun 中相消）。

二阶矩 TEMm0 在 x 方向的光强 ∝ H2
m(ξ)e−ξ

2。利用厄米多项式的正交关系与 ξHm = 1
2Hm+1+

mHm−1（由递推式改写），可得 ⟨ξ2⟩ = m+ 1
2，即 ⟨x2⟩ = w2

2 (m+ 1
2) =

(2m+1)w2

4 ，故二阶矩宽度

Wx = 2
√

⟨x2⟩ = w
√
2m+ 1。m = 1 时 ⟨x2⟩ = 3w2/4，可直接用

∫
ξ4e−ξ2dξ

/ ∫
ξ2e−ξ2dξ = 3/2 核

对。

D 两束高斯光束的匹配效率

两束同轴基模高斯光束，束腰分别为 w1（在 z = 0）与 w2（在 z = ∆）。在 z = 0 面上计算

式 (8.13)：U1 = e−r2/w2
1；U2 ∝ 1

q2
eikr2/(2q2)，q2 = −∆ − izR2。交叠积分

∫
U∗
1U2 2πr dr = 1

q2
· πα，

α = 1
w2

1
− ik

2q2
（Reα > 0，附录 B）。|U2|2 的积分为 1

|q2|2
πw2

2(−∆)
2 ，其中 w2

2(−∆) = w2
2(1+∆2/z2R2)。

利用 |q2|2 = z2R2 +∆2，后者化为 πw2
2/(2z

2
R2)；|U1|2 的积分为 πw2

1/2。于是

η =
π2/ |αq2|2
πw2

1
2 · πw

2
2

2z2R2

=
4z2R2

w2
1w

2
2 |αq2|

2 ,

|αq2|2 =
∣∣∣−∆− izR2

w2
1

− ik
2

∣∣∣2
=

∆2

w4
1

+
(zR2
w2
1

+
k

2

)2
.

代入 zR2 = kw2
2/2：

zR2
w2

1
+ k

2 = k
2

(
1 +

w2
2

w2
1

)
，分子分母同乘 4w2

1

k2w2
2
，并用 2/k = λ/π，得

η =
4(

w1
w2

+ w2
w1

)2
+
(

λ∆
πw1w2

)2 .
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∆ = 0 时回到正文结果；w1 = w2 = w0 时 η = 1/[1 + (∆/2zR)2]：束腰错开一个瑞利长度损失

20%。verify_sympy.py 在一组数值上核对了上式与直接积分一致，examples.py 用数值积分在
三组参数上核对（差别 < 10−6）。

E 热透镜模型中的函数 Ein

Ein(x) =
∫ x
0

1−e−u
u du。把 1− e−u = u− u2

2! +
u3

3! − · · · 逐项除以 u 再积分：

Ein(x) = x− x2

2 · 2!
+

x3

3 · 3!
− · · · ,

所以小 x 时 Ein(x) ≈ x（温度分布在轴附近是抛物线，热透镜近似为理想透镜）。大 x 时，∫ x
0

1−e−u
u du = lnx+ γE +E1(x)，其中 γE = 0.5772 为欧拉常数，E1(x) =

∫∞
x

e−u
u du ≈ e−x

x 很快趋

于零，所以远离光斑处温度随 ln r 变化——这正是无限长线热源的二维导热解。Ein(2) = 1.3193。

fig_thermal.py 用数值求积核对了这些值，并直接数值积分径向导热方程验证了式 (9.3)。

F 加权线性最小二乘与协方差

模型 y =
∑p

k=1 αkφk(u) 对参数 αk 是线性的（φk 是已知函数，如 1, u, u2）。有 nd 个数据点

(ui, yi)，各自的标准差 σi。令

χ2(α) =

nd∑
i=1

[
yi −

∑
k αkφk(ui)

]2
σ2i

.

对每个 αk 求偏导并令其为零，得到 p 个线性方程（正规方程）。用矩阵写：设 Aik = φk(ui)，

W = diag(1/σ2i )，则
(ATWA)α = ATWy, Vα = (ATWA)−1.

若误差模型正确（σi 是真实的标准差、模型无系统偏差），最小的 χ2 是一个随机量，期望值为

ν = nd − p（自由度），标准差为
√
2ν；它所服从的分布叫自由度为 ν 的 χ2 分布，χ2 落在某一范

围内的概率可查表或由软件算出。χ2 远大于 ν 说明误差低估或模型不对，远小于 ν 说明误差高估

或是少见的涨落。Vα 是参数的协方差矩阵：对角元是各参数的方差，非对角元 Vjk 描述 αj 与 αk

的误差是否“一起偏”；相关系数 Vjk/
√
VjjVkk。若只知道 σi 的相对大小（如实验题中 σi ∝ w2

i），

先用相对权重求解，再把 Vα 乘以 χ2/ν（ν = nd − p）。直线拟合是 p = 2、φ1 = 1、φ2 = u 的特

例，此时 2× 2 的正规方程可手算。

由参数算出的量 f(α)（如束腰、M2）的方差为 σ2f =
∑

j,k
∂f
∂αj

Vjk
∂f
∂αk
；只用对角元等于假设

参数间无相关，在参数强相关时会严重高估或低估（实验题第 (4) 问）。

G 二阶矩宽度严格按二次函数传播

只看 x 方向（对 y 积分后的问题与一维相同）。u(x, z) 满足 ∂2xu+2ik∂zu = 0，即 ∂zu = i
2ku

′′

（撇号表示 ∂x），共轭为 ∂zu
∗ = − i

2ku
∗′′。设 u 及其导数在 |x| → ∞ 时足够快地趋于零（有限光

束），以下分部积分的边界项都为零。
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第一步：功率守恒 ∂z |u|2 = u∗∂zu+ u∂zu
∗ = i

2k (u
∗u′′ − uu∗′′) = i

2k∂x(u
∗u′ − uu∗′) 是全导数，所

以 P =
∫
|u|2 dx 不随 z 变。同理，u′ 也满足同一方程，所以 Q ≡

∫
|u′|2 dx 也不随 z 变。

第二步：Σ =
∫
x2 |u|2 dx 的一阶导数 用第一步的全导数并分部积分一次：

dΣ
dz =

i
2k

∫
x2∂x(u

∗u′ − uu∗′)dx =
1

k
J,

J ≡ −i
∫
x (u∗u′ − uu∗′)dx (实数).

第三步：J 的导数 对 J 求导，含 (∂zu)
′ 与 (∂zu

∗)′ 的两项各分部积分一次，再代入 ∂zu = i
2ku

′′，

整理得
dJ
dz =

1

2k

∫ [
− 2x ∂x

∣∣u′∣∣2 − (u∗u′′ + uu∗′′)
]
dx

=
1

2k

[
2Q+ 2Q

]
=

2Q
k
,

其中用了 u′u∗′′ + u∗′u′′ = ∂x |u′|2 与
∫
(u∗u′′ + uu∗′′)dx = −2Q（各分部积分一次）。

结论 d2Σ
dz2 = 2Q

k2
是常数，所以 Σ(z)、从而 W 2

x = 4Σ/P 严格是 z 的二次函数。配方即得式 (7.15)
的形式。检验：基模 u ∝ e−x2/w2

0（束腰处）有 Q/P = 1/w2
0，

d2

dz2
W 2
x
4 = 2

k2w2
0
；而由式 (7.5)，

d2

dz2
w2

4 =
w2

0

2z2R
= 2

k2w2
0
（用 zR = kw2

0/2），一致。
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