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1 导读

背景：从“转子”到“酒杯”：陀螺技术的三代演进

机械转子陀螺。1851 年，傅科（L. Foucault）先在巴黎天文台、后在先贤祠用一根约 67m 长
的钢丝悬挂约 28 kg 的摆锤，演示了摆动平面相对地面缓慢转动，从而“看见”了地球自转 [1]；
1852年他又用高速旋转的转子做了同类演示，并把这种装置命名为 gyroscope（陀螺仪）[2, 3]。
20 世纪初出现了以高速转子为核心的陀螺罗经：Anschütz-Kaempfe 1906 年发明、1908 年试
验成功；Sperry 1908 年做出实用系统（美国专利 1,242,065），1911 年被美国海军采用 [4]。转
子陀螺精度可以很高，但有轴承、有磨损、怕冲击。

光学陀螺。1913 年萨尼亚克（G. Sagnac）发现：在转动的闭合光路中沿相反方向传播的两束
光有光程差 [5]。1963 年 Macek 与 Davis 做出了环形激光陀螺 [6]，1976 年 Vali 与 Shorthill
提出了光纤陀螺 [7]。光学陀螺没有运动部件，至今仍是飞机、潜艇导航的主力。
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振动陀螺。本讲的主角。它的物理原型是傅科摆：一个振动的物体，其振动方向（或振动图样）
在转动参考系中会因科里奥利力而“进动”。1890 年，剑桥的布赖恩（G. H. Bryan）发现：敲
响一只绕自身轴旋转的酒杯（或圆柱、钟），声音会出现“拍”；他解释为：杯壁振动图样的波

节虽跟着杯子转，但角速度低于杯体（相对杯体反向滑动）；酒杯的最低音“每转一圈约 2.4
拍”，由此推断“波节的角速度约为杯体的 3

5”[8]。1965 年前后，美国通用汽车 Delco 研究中
心的 D. Lynch 等人依据 Bryan 的理论开始研制半球谐振陀螺（hemispherical resonator gyro，
HRG），1984 年发表了首批试验结果 [9–11]。

• 手机里的 MEMS 陀螺：1991 年 Draper 实验室做出第一个硅微机械陀螺 [12]。今天
手机里的微机电（MEMS）陀螺是一块毫米见方的硅片，内含工作频率在 3–30 kHz 量
级的振动质量块 [13]；典型消费级器件的速率噪声密度约 0.003–0.01 (◦/s)/

√
Hz（TDK

ICM-42688-P为 2.8m◦/s/
√

Hz，Bosch BMI270为 0.007 ◦/s/
√

Hz）[14, 15]，这种单位的
含义见第 2.5 节。汽车电子中也在使用“振动圆环”式 MEMS 陀螺（如 Silicon Sensing
公司的产品），它让硅环工作在 cos 2θ 振型 [16]——这正是本讲第 5 节的模型。

• 航天器里的 HRG：半球谐振子是一只带柄的熔融石英“小碗”（直径约 30mm 量级，品
质因数可达 107 量级，工作频率数 kHz）[17, 18]。1996 年 2 月发射的 NEAR 小行星探
测器首次在太空使用 HRG[19, 20]；此后卡西尼号、信使号以及詹姆斯·韦布空间望远镜
（JWST）都使用了基于 HRG 的惯性参考单元 [21, 22]。截至 2022 年底，诺斯罗普·格
鲁曼公司的 HRG 在太空累计工作超过 6500 万小时而无一次任务失效 [21]。其太空惯性
参考单元的指标为：零偏稳定性优于 0.0015 ◦/h，角随机游走优于 0.00015 ◦/

√
h[23]（这

些单位的含义见第 7 节）。

表 1给出业界常用的陀螺性能分级。注意从手机到潜艇，零偏稳定性跨越了 6–7个数量级；同
一条物理原理（科里奥利力 + 振动）覆盖了其中相当大的一段。

表 1 陀螺按零偏稳定性分级（据文献 [3] 表 1 译出，各行照录；末列括号中的 HRG 为本讲补充，依据为
上文所引的 SIRU 指标）

等级 零偏稳定性 典型应用 典型技术

消费级 30–1000 ◦/h 人机交互、手机 MEMS
工业级/低端战术级 1–30 ◦/h 弹药、火箭制导 MEMS
战术级 0.1–30 ◦/h 平台稳定 光纤/激光陀螺
高端战术级 0.1–1 ◦/h 导弹导航 激光/光纤陀螺
导航级 0.01–0.1 ◦/h 航空导航 激光/光纤陀螺
战略级 0.0001–0.01 ◦/h 潜艇导航 激光/光纤陀螺（及 HRG）

本讲主线。 三种看似不同的装置——傅科摆、MEMS 陀螺、酒杯/半球陀螺——共享同一个数学
结构：一个二维简并振子（两个频率相同的振动模式）放在转动参考系中，科里奥利力把两个模式

耦合起来，使两个反向“转圈”的分量频率劈裂，于是振动方向进动。我们按下面的链条展开：

1. 转动参考系中的牛顿定律 → 科里奥利力（第 2.1 节）；
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2. 二维各向同性振子：简并、反向圆运动分解、“频率差导致进动”引理（第 2.2 节）；

3. 傅科摆：振动面进动率 Ω sinλ（第 3 节）；

4. MEMS 陀螺：受迫振动 + 科里奥利耦合，灵敏度–带宽折中与热噪声极限（第 4 节）；

5. 振动圆环：振型进动的 Bryan 因子 K = 2/(n2 + 1)，推广到半球 K ≈ 0.277（第 5 节）；

6. 工作模式与制造缺陷：全角模式、阻尼不对称导致的锁定、频率裂分导致的椭圆化（第 6节）；

7. 陀螺噪声的度量：Allan 方差（第 7 节）；然后是例题与笔试型实验题。

学习目标。 学完本讲，应能：(1) 从 d/dt|惯性 = d/dt|转动 +Ω× 推出科里奥利力，并用复坐标解
转动系中的二维振动；(2) 推出傅科摆进动率与 MEMS 陀螺检测振幅，解释模态匹配时“灵敏度
∝ Q、带宽 ∝ 1/Q”的折中；(3) 用拉格朗日方程推出圆环的 Bryan 因子，并能用数值方法独立检
验；(4) 用慢变包络方程分析频率裂分与阻尼不对称；(5) 由 Allan 偏差曲线读出角随机游走与零
偏不稳定性。

前置知识与学时。 需要：普通物理力学（牛顿定律、简谐振动、受迫振动）、微积分、矢量叉乘、

复数指数。拉格朗日方程、白噪声与能量均分、功率谱、傅里叶级数只需最低限度，均在用到之前

（第 2、5.1 节）和附录中补充。建议按 1.5–2 学时授课：第 2–5 节与第 7 节为主线（约 1.5 学时，
前置模块可布置预习）；第 6.3–6.4 节、例题三、例题四、附录 C 为选讲；例题与实验题供课后练
习或另开习题课。

1.1 名词与符号表

本讲用到的主要符号列于表 2 与表 3；术语的中英对照与一句话定义见附录 G。

2 前置模块

2.1 转动参考系中的牛顿定律

定义：惯性系与转动系

惯性系 S：牛顿第二定律 ma = F 成立的参考系（对本讲而言，以遥远恒星为参照的参考系足

够好）。转动系 S′：与 S 共原点、相对 S 以角速度 Ω(t) 绕原点转动的参考系（地面、手机芯

片、陀螺壳体）。S′ 中固定的单位基矢记为 ê′1, ê
′
2, ê

′
3；它们在 S′ 中不动，但在 S 中看是随 S′

转动的。

推导：同一矢量在两个参考系中的时间导数

第一步：转动基矢的导数。以 Ω = Ωẑ 为例（Ω 为常量），S′ 的基矢在 S 中为 ê′1 =

(cosΩt, sinΩt, 0)、ê′2 = (− sinΩt, cosΩt, 0)。直接求导：

dê′1
dt = Ω(− sinΩt, cosΩt, 0) = Ωẑ × ê′1,

dê′2
dt = Ωẑ × ê′2. (2.1)
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表 2 主要符号（一）：转动、振动与陀螺

符号 含义 单位

Ω, Ω 参考系（地球、芯片、壳体）相对惯性系的角速度 rad/s
Ωz Ω 沿竖直（或对称轴）方向的分量 rad/s
ΩE 地球自转角速度 2π/(恒星日) = 7.292× 10−5 rad/s
λ 地理纬度 rad 或 ◦

ω0, ωn 固有角频率；圆环第 n 阶弯曲振动的角频率 rad/s
ωd, ωx, ωy MEMS 驱动频率；驱动、检测模态的固有频率 rad/s
∆ω, ∆f 频率失配 ωy − ωd；∆f = ∆ω/2π rad/s；Hz
Q 品质因数 Q = mω0/b 1
b 粘滞阻尼系数（阻力 −bẋ） kg/s
τr 振幅衰荡时间 τr = 2Q/ω0 s
γ, γ1,2 振幅衰减率 1/τr（两个主轴各自的） s−1

ξ = x+ iy 平面位置的复坐标 m
X0, Y 驱动振幅；检测振幅 m
A(t), c1,2(t) 慢变复包络（振动 = Re[c eiωt]） m
n 圆环/壳体振型的周向波数（cosnθ） 1
θ 圆环上材料点的周向坐标（随壳体转动） rad
u, v 环上材料点的径向（向外为正）、切向位移 m
q1, q2 两个简并振型 cosnθ、sinnθ 的模态坐标 m
R, µ, EI 环半径；线密度 ρA；弯曲刚度 m；kg/m；N·m2

M , G, β 模态质量；陀螺耦合系数；β = G/M = nKΩ kg；kg/s；s−1

K Bryan 因子（振型相对壳体以 −KΩ 转动） 1
ϕ, ψ 振型（波腹）相对壳体的方位角；q 平面中的方位角 ψ = nϕ rad
Θ 壳体相对惯性系转过的角度 rad
δ, ∆γ 两主轴频率的半裂分 ω1,2 = ω0 ± δ；阻尼不对称 γ1 − γ2 s−1

p MEMS 包络方程的复衰减率 1/τr − i∆ω s−1

S, ωbw 直流灵敏度 X0/ |p|；平坦带宽（角频率） m·s；s−1

D(t), αref 同相解调输出；解调参考相位 m；rad
U , Vθ, Z 壳体振型的水平径向、周向、竖直振幅（例题四） 1
H(ν) 解调输出对角速度变化（角频率 ν）的归一化频率响应 1
κ, T , V 模态刚度；动能（第 2.4、5 节）；势能 N/m；J；J
W , TA 频率裂分解中的

√
β2 + δ2；Adler 方程中振型转过 π 的时间 s−1；s

η, θe 图 1(c) 中两圆分量的频率偏移；解调相位误差 s−1；rad
ζ 壳体振型竖直与水平径向运动的均方根之比（例题四） 1
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表 3 主要符号（二）：噪声与数据处理

符号 含义 单位

kB, T 玻尔兹曼常数 1.381× 10−23；热力学温度 J/K；K
Ta, Tm 时间平均的长度（式 2.18）；相敏解调的平均时间 s
W(t), Ξ(t) 白噪声的积分（随机游走）；一般的平稳随机信号 —

S, S1 双边、单边功率谱密度（S1 = 2S，第 2.5 节） 量 2/Hz
r, J , nc Allan 方差：每段采样点数；总点数；段数 1
Nd 拟合用的数据点数 1
f(t), SF 随机力；白噪声强度 ⟨f(t)f(t′)⟩ = SF δ(t− t′) N；N2·s
N 角随机游走（ARW）系数：角度误差 σϑ = N

√
t rad/

√
s，◦/

√
h

B 零偏不稳定性（闪烁噪声）系数 ◦/h
Krw 速率随机游走系数 ◦/h/

√
s

τ Allan 方差的平均时间（第 7 节） s
σ(τ) Allan 偏差（Allan 方差的平方根） ◦/h
E , ε 全角模式读出量：总能量指标 |c1|2 + |c2|2；椭圆度 m2；1

几何意义：单位矢量刚性地绕 Ω 转动，其端点作圆周运动，速度就是 Ω × ê′。一般情形（Ω

方向任意、可随时间变化）在每一瞬时同样成立： ˙̂e′i = Ω× ê′i。

第二步：任意矢量。把任意矢量写成 A =
∑

iA
′
iê

′
i，其中 A′

i 是 S′ 中的分量。在 S 中求导，用

乘积法则，再用第一步：

dA
dt

∣∣∣∣
S

=
∑
i

Ȧ′
iê

′
i︸ ︷︷ ︸

S′ 中看到的变化率

+
∑
i

A′
iΩ× ê′i =

dA
dt

∣∣∣∣
S′

+Ω×A. (2.2)

第三步：速度。取 A = r（位矢在两个参考系中是同一个矢量），记 v′ = dr/dt|S′：

vS = v′ +Ω× r. (2.3)

第四步：加速度。再对 vS 用一次式 (2.2)，并把 vS 换成式 (2.3)：

aS =
d
dt

∣∣∣∣
S′

(
v′ +Ω× r

)
+Ω×

(
v′ +Ω× r

)
= a′ + Ω̇× r +Ω× v′ +Ω× v′ +Ω× (Ω× r)

= a′ + 2Ω× v′ +Ω× (Ω× r) + Ω̇× r. (2.4)

第二行对 Ω× r 在 S′ 中求导用了乘积法则，得 Ω̇× r 与 Ω× v′ 两项（Ω 的分量在两系中相

同，其导数 Ω̇ 也相同）。

把 maS = F 用式 (2.4) 改写成 S′ 中的形式：

ma′ = F − 2mΩ× v′ −mΩ× (Ω× r)−mΩ̇× r (2.5)
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右边后三项依次称为科里奥利力、离心力与欧拉力。

要点：科里奥利力的特点

(1)它们是“惯性力”：不是别的物体施加的，而是在转动系里记账时多出来的项；(2)科里奥利
力 ∝ v′ 且垂直于 v′，不做功，只改变运动方向；(3) 它与 Ω 成一次方，离心力与 Ω2 成正比。

陀螺里 Ω 远小于振动角频率（手机 MEMS：Ω/ωd ≲ 3× 10−4，HRG 测地球自转：∼ 10−9），

所以一阶效应只有科里奥利力，离心力属于二阶小量。

检验：一个自洽检验

在 S 中静止的自由质点（F = 0），在 S′（Ω恒定）中看以 −Ω作匀速圆周运动：v′ = −Ω×r，

所需向心加速度 a′ = −Ω×v′ = Ω× (Ω×r)。式 (2.5)右边：−2Ω× (−Ω×r)−Ω× (Ω×r) =

Ω× (Ω× r)，与左边一致：科里奥利力的一半抵消了离心力，另一半提供向心力。

2.2 二维各向同性振子：简并与“频率差导致进动”

定义：二维各向同性振子与简并

质点在平面内受指向原点、大小正比于距离的回复力 F = −kr，方程为 ẍ = −ω2
0x，ÿ = −ω2

0y，

ω0 =
√
k/m。沿 x的振动与沿 y 的振动是两个独立的“模式”（又称模态，normal mode：系统

各部分以同一频率、固定的振幅比与相位关系一起振动的方式），频率相同——这叫简并。简并
的直接后果是：它们的任意线性组合仍是同频率的振动，因此振动方向不由系统本身决定，而

由初始条件决定。

一般解 x = A cosω0t，y = B cos(ω0t+χ) 消去 t 后是一个椭圆（图 1(a)）：χ = 0 时退化为过

原点的直线，χ = ±π/2 且 A = B 时为圆。

-1 0 1
x/A

-1

0

1

y/A

(a) x = Acosω0t, y = 0.8Acos(ω0t + χ)

χ = 0
χ = π/4
χ = π/2

-1 0 1
x

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

y

a+ e iω0t a− e−iω0t

|a+ | = |a− | 时合成为直线

(b) ξ = x + iy：反向圆运动的叠加

-1 0 1
x

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

y

振动方向以 (ω+ − ω− )/2 转动

(c) ω± = ω0 ± η：振动方向进动

图 1 二维各向同性振子。(a)不同相位差的轨道：直线、椭圆。(b)复坐标中，一个直线振动是两个等大、反向
转动的圆运动之和。(c)若两个圆分量频率略有不同（ω± = ω0±η），合成的直线振动方向以 (ω+−ω−)/2 = η

缓慢转动；脚本数值读出的转速与 η 的相对差 < 10−6。

推导：复坐标与反向圆运动分解

令 ξ = x+ iy，两个方程合成一个：ξ̈ = −ω2
0ξ。其通解为

ξ(t) = a+eiω0t + a−e−iω0t, a± ∈ C. (2.6)
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a+eiω0t 在复平面上以半径 |a+| 逆时针匀速转圈，a−e−iω0t 以半径 |a−| 顺时针转圈。写 a± =

|a±| eiα±。若 |a+| = |a−| = a，提出公共相位：

ξ = a ei(α++α−)/2
[
ei(ω0t+(α+−α−)/2) + e−i(ω0t+(α+−α−)/2)

]
= 2a cos

(
ω0t+

α+−α−
2

)
eiψ, ψ =

α+ + α−
2

.
(2.7)

即：两等大反向圆运动之和是沿方向角 ψ 的直线振动；|a+| ̸= |a−| 时是椭圆。

要点：引理：两个圆分量的频率差使振动方向进动

若由于某种原因，逆时针分量的角频率变为 ω+、顺时针分量变为 ω−（ω+ ̸= ω−），则把式 (2.7)
中的 ω0t 分别换成 ω+t 与 ω−t，重复同样的提取公共相位的步骤，得方向角

ψ(t) = ψ0 +
ω+ − ω−

2
t. (2.8)

振动方向以 (ω+ − ω−)/2 匀速转动（逆时针为正，见图 1(c)）。本讲三种陀螺都是这个引理的
实例：转动使两个反向“转圈”分量的频率劈裂，从而使振动方向进动。

前置知识：读出振动方向的公式

设平面直线振动 x = A cosψ cos(ω0t+ α)，y = A sinψ cos(ω0t+ α)。直接代入可验证

ω2
0xy + ẋẏ = 1

2A
2ω2

0 sin 2ψ, ω2
0(x

2 − y2) + ẋ2 − ẏ2 = A2ω2
0 cos 2ψ, (2.9)

两式之比给出 tan 2ψ，且与振动相位 α 无关。只要测得某一瞬时的 x, y, ẋ, ẏ 就能读出方向角

——后面数值核验与 HRG 的“全角读出”都用这一思想。

2.3 受迫阻尼振动：品质因数、带宽与慢变包络

一维阻尼振子在外力 F (t) 作用下：

mẍ+ bẋ+ kx = F (t), ω0 =
√
k/m, Q ≡ mω0

b
. (2.10)

定义：品质因数 Q 与衰荡时间

F = 0、Q≫ 1 时，解为 x ≈ A0e−t/τr cosω0t，其中 τr = 2m/b = 2Q/ω0（代入式 (2.10) 检验，
忽略 O

(
1/Q2

)
的频率修正）。能量 ∝ 振幅 2，按 e−2t/τr 衰减，即 Ė = −(ω0/Q)E；一个周期

2π/ω0 内损失 ∆E = (2π/Q)E，所以

Q = 2π × 储存的能量
每周期损失的能量

.

Q 大意味着“敲一下能响很久”：振幅衰减到 1/e 需要 ω0τr/2π = Q/π 个周期。
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推导：稳态响应、共振与带宽

取 F = F0 cosωt，用复数法：设 x = Re[Xeiωt]，代入得

X =
F0/m

ω2
0 − ω2 + iωω0/Q

, |X| = F0/m√
(ω2

0 − ω2)2 + (ωω0/Q)2
. (2.11)

位移落后于力的相位 α = arg(ω2
0 − ω2 + iωω0/Q) ∈ [0, π]。共振 ω = ω0 时 |X| = QF0/k（静

态位移的 Q 倍），α = 90◦，即速度与力同相。

近共振时令 ω = ω0+δω，小参量 |δω| /ω0 ≪ 1，保留一阶：ω2
0−ω2 = −(2ω0+δω)δω ≈ −2ω0δω，

ωω0/Q ≈ ω2
0/Q（舍去 δω/(Qω0) 项）。于是

|X|2 ≈ (F0/m)2

4ω2
0 [δω

2 + (ω0/2Q)2]
. (2.12)

这是洛伦兹线形。|X|2 降到峰值一半处 δω = ±ω0/2Q，故半功率全宽

∆ω1/2 =
ω0

Q
=

2

τr
. (2.13)

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
驱动频率 ω/ω0

0

5

10

15

20

振
幅

 |X
|/(

F 0
/k)

Δω ≈ ω0/Q

峰值 ≈ Q Q = 5
Q = 20

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
驱动频率 ω/ω0

0

45

90

135

180

位
移

落
后

于
力

的
相

位
 α

 /
 (°

)

Q = 5
Q = 20

图 2 受迫阻尼振子的振幅与相位。Q = 20 曲线上标出的半功率全宽经脚本核对与 ω0/Q 相差 < 1%，峰值
与 Q 相差 < 1%。

陀螺里的振动都是“高频载波 + 缓慢变化的振幅和相位”。下面这个工具在第 4、6 节反复使
用。

推导：慢变包络方程

设驱动力 F (t) = Re[F̃ (t)eiωt]，其复振幅 F̃ (t) 随时间缓慢变化；同样设解为 x = Re[A(t)eiωt]，

A(t) 称为复包络。

1. 求导：ẋ = Re[(Ȧ+ iωA)eiωt]，ẍ = Re[(Ä+ 2iωȦ− ω2A)eiωt]。

2. 代入式 (2.10)（除以 m），比较 eiωt 的系数：

Ä+ 2iωȦ+
ω0

Q
Ȧ+

(
ω2
0 − ω2 + iωω0

Q

)
A =

F̃

m
.

3. 近似：包络变化率远小于载波频率（
∣∣∣Ȧ∣∣∣≪ ω |A|），故 Ä比 2iωȦ小一个因子∼

∣∣∣Ȧ∣∣∣ /(ω |A|)，
舍去；(ω0/Q)Ȧ 比 2iωȦ 小一个因子 1/(2Q)，舍去。并像式 (2.12) 那样取 ω2

0 − ω2 ≈
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2ω(ω0 − ω)。

4. 除以 2iω，记 ∆ ≡ ω0 − ω（固有频率减驱动频率）：

Ȧ = −
( 1

τr
− i∆

)
A− iF̃

2mω
(τr = 2Q/ω0). (2.14)

适用条件：Q≫ 1，|∆| ≪ ω，F̃ 的变化率 ≪ ω。

检验：包络方程的两个推论

(1)稳态（Ȧ = 0）：|A| =
∣∣∣F̃ ∣∣∣ /(2mω√1/τ2r +∆2

)
，与洛伦兹式 (2.12)一致（∆ = −δω）。(2)力

在 t = 0突然接通、∆ = 0：A(t) = A∞(1−e−t/τr)——共振放大 Q 倍，代价是要等 τr = 2Q/ω0

才能建立。若 F̃ ∝ eiνt 缓慢调制，代入得 A ∝ 1/(iν+1/τr− i∆)；∆ = 0时 |A|在 ν = 1/τr 处降

为 1/
√
2，即响应带宽 fbw = 1/(2πτr) = f0/(2Q)。这些结论在 scripts/verify_numeric.py

中用完整二阶方程的数值解核对（时间常数相对误差 < 1%）。

2.4 拉格朗日方程（最低限度）

处理连续弹性体（圆环）时，对每个微元写牛顿方程再求和很繁琐。拉格朗日方程让我们只写

能量，然后机械地求导。

定义：广义坐标与拉格朗日量

广义坐标 q1, . . . , qf：能唯一确定系统位形的一组独立数（例如圆环两个振型的振幅）。每个质

点的位置（在惯性系中）写成 ri = ri(q1, . . . , qf , t)——允许显含 t（例如坐标随转动的壳体一

起转）。动能 T =
∑

i
1
2mi |ṙi|2 于是成为 q, q̇, t 的函数；势能 V (q, t)。拉格朗日量 L = T − V。

要点：拉格朗日方程

若约束力（如保持圆环不伸长的内力）在约束允许的任意微小位移中不做功（理想约束），其

余力有势，则
d
dt
∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= 0, j = 1, . . . , f. (2.15)

它与牛顿第二定律等价（从牛顿定律出发的推导见附录 A）。用法四步：选广义坐标 → 写出各
质元在惯性系中的速度 → 写 T、V → 求导。

例题：用拉格朗日方程重新得到科里奥利力

平面内质点，用随 S′ 转动的坐标 (x, y) 作广义坐标（Ω = Ωẑ 恒定）。由式 (2.3)，惯性系速度
的分量为 (ẋ− Ωy, ẏ +Ωx)，所以

T =
m

2

[
(ẋ− Ωy)2 + (ẏ +Ωx)2

]
=
m

2
(ẋ2 + ẏ2) +mΩ(xẏ − yẋ)︸ ︷︷ ︸

对速度一次

+
m

2
Ω2(x2 + y2).

对 x：∂L/∂ẋ = m(ẋ− Ωy)，其时间导数 m(ẍ− Ωẏ)；∂L/∂x = mΩ(ẏ +Ωx)− ∂V /∂x。代入

式 (2.15)：
mẍ = −∂V

∂x
+ 2mΩẏ +mΩ2x.
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这正是式 (2.5) 的 x 分量：−2m(Ω× v′)x = 2mΩẏ（科里奥利），mΩ2x（离心）。

要点：陀螺项规则

上例说明：动能中对速度一次的项产生科里奥利型的力。一般地，若 L中含 G (q1q̇2− q2q̇1)（G
为常数），对 q1：∂/∂q̇1 给出 −Gq2，其时间导数 −Gq̇2；∂/∂q1 给出 +Gq̇2。两者相减，在 q1

方程中贡献 −2Gq̇2；同理在 q2 方程中贡献 +2Gq̇1：

L ∋ G(q1q̇2 − q2q̇1) =⇒ 方程q1 : · · · − 2Gq̇2 = 0, 方程q2 : · · ·+ 2Gq̇1 = 0. (2.16)

2.5 涨落与耗散（最低限度）

阻尼来自振子与周围环境（气体分子、材料内部的微观自由度）的相互作用。同样的相互作用

在平均之外还有涨落：分子的随机碰撞。热噪声极限的推导需要以下几件事：白噪声、平均与积分、

功率谱、能量均分与涨落–耗散关系。

定义：白噪声

随机力 f(t) 的平均值为零；若不同时刻的取值互不相关，且相关时间（分子碰撞约 ps）远短
于我们关心的一切时间尺度，就可理想化为〈

f(t)f(t′)
〉
= SF δ(t− t′). (2.17)

这里 ⟨· · · ⟩ 是对大量相同实验（系综）取平均；δ 函数满足
∫
g(t′)δ(t− t′)dt′ = g(t)；SF 称为

噪声强度（单位 N2·s）。数值模拟中，时间步长 ∆t 内的力取方差为 SF /∆t 的独立高斯随机数

即可实现式 (2.17)。

推导：平均与积分：两个基本结果

(a) 时间平均：平均时间记为 Ta（与温度 T 区分） ，f̄ = 1
Ta

∫ Ta
0 fdt。

〈
f̄2
〉

=
1
T 2
a

∫ Ta
0

∫ Ta
0 ⟨f(t)f(t′)⟩ dtdt′ = 1

T 2
a

∫ Ta
0 SFdt，即

〈
f̄2
〉
=
SF
Ta

（平均时间越长，涨落越小，按1/
√
Ta 下降）. (2.18)

(b) 积分（随机游走）：W(t) =
∫ t
0 fdt′。同样的计算给出〈

W(t)2
〉
= SF t （积分量的离散程度按

√
t 增长）. (2.19)

陀螺输出的是角速度，导航需要的是角度（角速度的积分），所以白噪声角速度造成的角度误

差按
√
t 增长——这叫角随机游走。

功率谱密度。 数据手册和文献常用“每根号赫兹”的单位描述噪声。这里先把它说清楚，后面的

热噪声（第 4.4 节）和 Allan 方差（第 7 节）都要用。
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定义：功率谱密度：单边与双边约定

设随机信号 Ξ(t)是平稳的（统计性质不随时间推移而改变，例如均值、方差与 ⟨Ξ(t)Ξ(t+ s)⟩只
依赖时间差 s）。把它看成许多频率不同、相位随机的正弦分量之和。频率在 [f, f +df ]（f > 0）

内的分量对 Ξ 的方差的贡献记为 S1(f)df，S1 称为单边功率谱密度。理论推导与 IEEE 陀螺
标准 [24] 常用双边谱 S(f) = S1(f)/2（把同一份方差平分给 ±f），即贡献 2S(f)df；许多实
验文献（如引力波探测）则多用单边谱。本讲统一用双边谱 S。

√
S（或

√
S1）称为幅度谱密

度，单位为“量 /
√

Hz”，例如力噪声 N/
√

Hz、速率噪声 (◦/s)/
√

Hz。

• 白噪声的谱是常数，且 S 就等于强度：对式 (2.17)，S = SF。检验：频率 f 的正弦分量在

Ta 内平均后，振幅乘以 sinπfTa
πfTa

（直接积分可得），故平均值的方差为
∫∞
0 2S sin2 πfTa

(πfTa)2
df =

2S · 1
2Ta

= S
Ta
（用了

∫∞
0

sin2 x
x2

dx = π
2），与式 (2.18) 一致。

• 角随机游走与“速率噪声密度”：若角速度读数含强度为 N2 的白噪声（⟨Ωn(t)Ωn(t′)⟩ =
N2δ(t− t′)），由式 (2.19)，角度误差 σϑ = N

√
t。数据手册的“速率噪声密度”若是双边

√
S，则 N =

√
S；若是单边

√
S1 =

√
2N，则 N =

√
S1/

√
2。单位换算 1 ◦/

√
s = 60 ◦/

√
h

（
√
3600 = 60）。例：BMI270 的 0.007 (◦/s)/

√
Hz 对应 N = 0.42 ◦/

√
h（双边解读）或

0.30 ◦/
√

h（单边解读）。手册多不注明约定，比较时只宜看量级。

前置知识：能量均分

统计物理的结论：温度为 T 的热平衡中，能量里每一个平方项（如 1
2mv

2
x、

1
2kx

2）的平均值为
1
2kBT。对理想气体分子，这就是熟悉的

〈
1
2mv

2
x

〉
= 1

2kBT。

推导：朗之万方程与涨落–耗散关系

一个受阻力 −bv 与随机力 f(t) 的质点：mv̇ = −bv+ f(t)。在 dt 内积分：v(t+ dt) = v(t)(1−
b
mdt) + 1

mdW，其中 dW =
∫ t+dt
t fdt′。平方后取平均：

• ⟨v(t) dW⟩ = 0：dW 由 t 之后的碰撞决定，与此前已确定的 v(t) 无关；

•
〈
dW2

〉
= SFdt（式 (2.19)）。

于是
〈
v2
〉
(t+ dt) =

〈
v2
〉
(1− 2b

mdt) + SF
m2 dt（舍去 dt2）。稳态时

〈
v2
〉
= SF /(2mb)；再由能量

均分 m
〈
v2
〉
= kBT 得

SF = 2b kBT (2.20)

物理意义：阻尼（耗散）越大，热涨落力也越大，两者由同一批分子碰撞产生——这就是涨落–
耗散关系的最简单形式。随机力只与“环境 + 阻尼”有关，与质点是否连着弹簧无关，所以
式 (2.20) 对振子同样适用。

检验：振子的位移涨落

对振子，按式 (2.20) 取随机力，可以证明位移涨落
〈
x2
〉
= kBT/k，恰好是能量均分

〈
1
2kx

2
〉
=

1
2kBT 的要求（频域推导见附录 D）；scripts/verify_numeric.py 用 4000 个振子的系综模
拟得

〈
x2
〉
k/kBT = 0.996。另注：许多文献把力噪声写成单边功率谱 S1 = 4bkBT（与电阻热

噪声 4kBTR 同形），它与本讲的双边 SF = 2bkBT 只是约定不同（第 2.5 节），物理内容相同。
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3 傅科摆：振动面“记住”惯性空间

假设：傅科摆模型

1. 坐标原点取在摆锤的平衡位置，x 指东、y 指北、z 竖直向上；地球系以 Ω =

ΩE(0, cosλ, sinλ) 转动，λ 为纬度。

2. 小振幅：振幅 A ≪ L（摆长）。于是摆锤高度变化 z ≈ (x2 + y2)/2L 是二阶小量，ż 比

ẋ, ẏ 小一个因子 A/L；水平回复力 ≈ −(mg/L)(x, y)，ω0 =
√
g/L。

3. 转动慢：ΩE/ω0 ∼ 10−4，只保留 Ω 的一次项；地球离心力已并入“有效重力”g（它定

义了当地的“竖直”）。

4. 忽略空气阻力（阻力只让振幅衰减，不改变下面的进动率）。

推导：水平运动方程

由式 (2.5)，科里奥利力 −2mΩ× v′ 中 v′ = (ẋ, ẏ, ż)，

Ω× v′ =
(
Ωy ż − Ωz ẏ, Ωzẋ− Ωxż, Ωxẏ − Ωyẋ

)
, Ωx = 0.

水平分量中 Ωy ż 比 Ωz ẏ 小因子 A/L，舍去；竖直分量 2mΩyẋ 只使绳中张力有 O(Ω/ω0) 的相

对变化，对水平回复力的影响是 Ω× (A/L) 级别的高阶量，舍去。于是

ẍ = −ω2
0x+ 2Ωz ẏ, ÿ = −ω2

0y − 2Ωzẋ, Ωz = ΩE sinλ. (3.1)

只有 Ω 的竖直分量进入水平运动。

推导：复坐标求解

令 ξ = x+ iy，把第二式乘 i 加到第一式：ξ̈ = −ω2
0ξ + 2Ωz(ẏ − iẋ) = −ω2

0ξ − 2iΩz(ẋ+ iẏ)，即

ξ̈ + 2iΩz ξ̇ + ω2
0ξ = 0. (3.2)

试探 ξ ∝ est：s2 + 2iΩzs+ ω2
0 = 0，s = −iΩz ± iω′，ω′ =

√
ω2
0 +Ω2

z。通解

ξ(t) = e−iΩzt
(
a+eiω′t + a−e−iω′t

)
. (3.3)

地面系中逆时针圆分量的频率为 ω+ = ω′ − Ωz，顺时针分量为 ω− = ω′ + Ωz。由引理 (2.8)，
振动方向以

ψ̇ =
ω+ − ω−

2
= −Ωz = −ΩE sinλ (3.4)

转动：北半球（λ > 0）从上往下看顺时针进动，进动一周需时 TF = 2π/(ΩE sinλ)。式 (3.3)
中的因子 e−iΩzt 直观地表明：整个振动图样在以 −Ωz 旋转。

要点：“振型记住惯性空间”的确切含义

在北极，地面在摆下以 ΩE 逆时针转，振动面相对恒星不动，于是相对地面以 −ΩE 转。在纬

度 λ，地球自转可分解为绕当地竖直轴的 ΩE sinλ 与绕当地水平（南北）轴的 ΩE cosλ。后者
只是让“竖直方向”在空间中倾斜，而摆总是跟随当地重力方向，所以它不引起水平面内的进
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动。准确地说：振动方向绕当地竖直轴不转动（相对惯性系），所以相对地面以 −Ωz 转。这正

是“简并 + 转动”的结果——振动方向本来就不受回复力约束，只服从惯性。

检验：数值、极限与独立核对

• 量纲：Ωz 为 rad/s，与 ψ̇ 一致。极限：λ = 90◦ 时 TF 为一个恒星日（地球相对遥远恒
星自转一周的时间，23 h 56 min 4 s = 23.93h，比以太阳为参照的 24 h 短约 4 分钟）；赤
道 λ = 0 不进动。

• 巴黎先贤祠（λ = 48.85◦，L = 67m）：ω0 = 0.382 s−1，周期 16.4 s；TF = 31.8h。每个
摆动周期振动面只转 0.052◦，振幅 3 m 时摆锤端点每周期横移约 2.7 mm——几分钟就能
看出来。

• 广州（λ = 23.13◦[25]）：Ωz = 5.91 ◦/h，TF = 23.93h/ sin 23.13◦ = 60.9h，约两天半转一
圈（北京约 37.3 h）。

• 静止释放（ξ(0) = A，ξ̇(0) = 0）给出 a+ − a− = (Ωz/ω
′)A：轨迹是很扁的椭圆、整体形

成“玫瑰线”（图 3(a)，为看清而夸大了 Ωz/ω0）。先贤祠摆的短/长轴比仅 1.4× 10−4。

• scripts/verify_numeric.py用三维“硬弦摆”在转动地球系中的完整方程（含 Ω 的水

平分量、离心项、竖直运动）积分，在 λ = 90◦ 与 23.13◦ 得到的进动率与 −Ω sinλ 相差
< 0.2%（取夸大的 Ω/ω0 = 0.01）。

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
x（东）/ 振幅

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

y（
北

）
/ 

振
幅

释放点

北半球：振动面
顺时针进动

(a) 地面系轨迹（夸大 Ωz/ω0 = 0.025）

0 20 40 60 80
纬度 λ / (°)

0

20

40

60

80

100

120

140

进
动

一
周

的
时

间
 T

F
=

2π
/(Ω

sin
λ)

 /
 h

广州 23.1°：60.9 h

北京 39.9°：37.3 h
巴黎 48.9°：31.8 h

北极 90.0°：23.9 h

(b) 傅科摆进动周期（Ω = 2π/恒星日）

图 3 (a)由式 (3.1)数值积分得到的地面系轨迹（Ωz/ω0 被夸大到 0.025，画出振动面转过 90◦ 的过程）；脚
本核对数值解与解析解 (3.3) 之差 < 10−6。(b) 进动周期与纬度的关系，标出广州、北京、巴黎、北极。

交互演示：傅科摆在地面系中的轨迹：拖动纬度 λ 与“转速放大倍数”，观察振动面进动的方向与快慢；
读数给出真实地球上的进动周期 TF = 23.93h/ sinλ。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 gyro-foucault）。
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4 科里奥利振动陀螺（MEMS）

傅科摆用“自由振动 + 长时间等待”测量地球自转。手机要在毫秒内测出每秒几度到几千度
的转动，于是改用受迫振动：持续驱动一个方向的振动，测量科里奥利力在垂直方向激起的振动。

4.1 模型与运动方程

检验质量 m
kx

ky

驱动：x = X0cosωdt

FC = −2mΩ × ̇x ̂x
（随 ̇x 正负交替）

检测电容
（测 y）

Ω = Ω ̂z

（垂直纸面向外）

x

y

图 4 最简单的 MEMS 振动陀螺示意：质量块 m 由弹簧 kx, ky 支在芯片上，被静电力沿 x 驱动；芯片绕
z 轴转动时，科里奥利力沿 y 激起振动，由电容极板检测。

假设：双模振子模型

1. 质量块在芯片平面内运动；芯片（转动系）以 Ω = Ω(t)ẑ 转动，Ω 的变化远慢于振动。

2. 驱动模态 x：固有频率 ωx，被闭环电路维持在 x = X0 cosωdt，ωd = ωx。这里的闭环叫

自动增益控制：电路实时测量驱动振幅，偏大就减小驱动力、偏小就加大，使 X0 恒定。

3. 检测模态 y：固有频率 ωy，品质因数 Q（阻尼系数 b = mωy/Q）；频率失配 ∆ω ≡ ωy−ωd
满足 |∆ω| ≪ ωd。

由式 (2.5)，Ω× v′ = Ω(−ẏ, ẋ, 0)，Ω× (Ω× r) = −Ω2(x, y, 0)，Ω̇× r = Ω̇(−y, x, 0)，得

mẍ+ bxẋ+ kxx = Fd(t) + 2mΩẏ +mΩ2x+mΩ̇y, (4.1)

mÿ + bẏ + kyy = −2mΩẋ+mΩ2y −mΩ̇x. (4.2)

量级与取舍：(i) 离心项与弹簧力之比 (Ω/ω)2，即使 Ω = 2000 ◦/s、fd = 20 kHz 也只有 8× 10−8，

舍去；(ii) 欧拉项与科里奥利项之比 ∼ Ω̇/(2Ωωd)，在 Ω 的变化比振动慢得多时可略；(iii) 式 (4.1)
中科里奥利反作用 2mΩẏ 因 Y ≪ X0 且驱动振幅被闭环稳住而可略。于是检测方程为

ÿ +
ωy
Q
ẏ + ω2

yy = −2Ωẋ = 2ΩX0ωd sinωdt. (4.3)
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它就是式 (2.10)：一个被“科里奥利力”FC = 2mΩX0ωd sinωdt 驱动的阻尼振子。注意 FC 与驱动

速度 ẋ 同相（与位移 x 差 90◦）。

4.2 检测振幅：灵敏度

把 F0/m = 2ΩX0ωd 代入式 (2.11)：

Y =
2ΩX0ωd√

(ω2
y − ω2

d)
2 + (ωdωy/Q)2

≈ ΩX0√
∆ω2 + (ωd/2Q)2

, (4.4)

近似号用了与式 (2.12) 相同的近共振展开（小参量 ∆ω/ωd）。两个极限：

模态匹配(∆ω = 0) : Y =
2Q

ωd
ΩX0; 大失配(|∆ω| ≫ ωd/2Q) : Y =

ΩX0

|∆ω|
. (4.5)

数值感受（fd = 20 kHz，X0 = 5µm，Ω = 1 ◦/s）：匹配且 Q = 104 时 Y = 13.9nm；失配
∆f = 100Hz 时 Y = 0.14nm——只有原子尺度！图 5(a) 给出 Y 随失配的变化。相位上，匹配时

y 落后 FC 90◦，因而与 x 同相（或反相）；大失配时 y 与 FC 同相（或反相），与 x 差 90◦。读出

电路必须按相应的参考相位解调——把检测信号乘以与驱动同频、选定相位的参考正弦，再在许多
周期上取平均，只留下与参考同相的分量（定量写法见第 4.4 节）。

4.3 模态匹配的代价：带宽

推导：检测振动的包络方程

科里奥利力可写成 FC/m = 2Ω(t)X0ωd sinωdt = Re[−2iΩ(t)X0ωd eiωdt]，即复振幅 F̃/m =

−2iΩX0ωd。设 y = Re[A(t)eiωdt]，代入包络方程 (2.14)（其中 ∆ = ωy − ωd = ∆ω）：

Ȧ = −
( 1

τr
− i∆ω

)
A−X0Ω(t), τr =

2Q

ωy
. (4.6)

推导：解调输出对变化角速度的频率响应

令 p ≡ 1/τr − i∆ω，式 (4.6) 写成 Ȧ = −pA−X0Ω(t)。

1. 恒定 Ω：稳态 A = −X0Ω/p，|A| = X0Ω/ |p|。定义直流灵敏度 S ≡ |A| /Ω = X0/ |p|，即
式 (4.4) 的近共振形式。

2. 解调输出：读出电路把 y 与参考正弦 2 cos(ωdt+ αref) 相乘，在若干载波周期 T 上平均：

1

T

∫
Re
[
Aeiωdt

]
· 2 cos(ωdt+ αref) dt = Re

[
A e−iαref

]
（含 e±2iωdt 的项平均为零），即复包络在参考相位 αref 上的投影，记为 D(t)。取 e−iαref =

−p/ |p|，使恒定 Ω 时 D = X0Ω/ |p| > 0 最大。注意 D 对 A 是线性的，而 |A| 不是。

3. 正弦变化的角速度 Ω = Ω0 cos νt = Ω0
2 (eiνt + e−iνt)。方程是线性的，对每个复指数分别

求特解：输入 e±iνt 时 A = −X0e±iνt/(p± iν)。代入 D，并用 Re z = Re z∗ 把第二项改
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写成 eiνt 的形式（这里讨论的是没有反馈的读出，称为开环响应）：

D(t) =
X0Ω0

|p|
Re
[
H(ν) eiνt] ,

H(ν) =
1

2

[
p

p+ iν +
p∗

p∗ + iν

]
.

(4.7)

显然 H(0) = 1。我们把 |H| 保持在 [1/
√
2,
√
2]（即 ±3dB）之内的最高频率称为平坦带

宽。

4. 模态匹配（∆ω = 0，p = 1/τr）：H = 1/(1+ iντr)，|H| = 1/
√
1 + ν2τ2r，与 RC电路的输

出一样随频率单调下降，称为一阶低通；|H| = 1/
√
2处 ν = 1/τr，带宽 fbw = 1/(2πτr) =

fd/(2Q)。

5. 大失配（∆ωτr ≫ 1）：第一项分母 p+ iν = 1/τr + i(ν −∆ω) 在 ν = ∆ω 处最小，谐振峰

高 |H| ≈ 1
2 |p| τr ≈ 1

2∆ωτr。离峰较远处可令 1/τr → 0（p→ −i∆ω）：

H(ν) ≈ 1

2

[
∆ω

∆ω − ν
+

∆ω

∆ω + ν

]
=

∆ω2

∆ω2 − ν2
. (4.8)

增益随 ν 增大而上升，到 ν = ∆ω
√
1− 1/

√
2 = 0.54∆ω 时已达

√
2（+3 dB）。所以平

坦带宽只有约 0.54∆f。

要点：灵敏度与带宽此消彼长

直流灵敏度 S = X0/ |p|，平坦带宽 ωbw 与 |p| =
√
τ−2

r +∆ω2 同量级（匹配时 ωbw = |p|，大
失配时 ωbw ≈ 0.54 |p|），因此有量级关系

S · ωbw ∼ X0. (4.9)

模态匹配把灵敏度提高约 |∆ω| τr倍，带宽就窄同样的倍数。fd = 20 kHz、Q = 104时 τr = 0.16 s，
匹配带宽 fd/(2Q) = 1Hz，对手机太慢。失配 ∆f = 100Hz 时灵敏度降为 X0/∆ω，平坦带宽

约 54 Hz，但在 100 Hz 处有约 ∆ωτr/2 = 50 倍的谐振峰，必须用低通滤波（让低频通过、衰减

高频的电路）或闭环反馈把它压下去。注意：失配并不缩短暂态的衰减时间——自由振动部分

总按 τr 衰减。

注：阶跃响应中的“拍”从哪来

阶跃时 A(t) = −X0Ω
p

(
1− e−pt

)
，其中 e−pt = e−t/τrei∆ωt：检测模态的自由振动（频率 ωy）与

被迫振动（频率 ωd）叠加，形成频率 ∆f 的拍，自由部分按 τr 衰减。投影到参考相位上就是

图 5(c) 的 1− e−t/τr cos∆ωt。消费级器件常故意工作在失配状态（∆f 数十到数百赫兹）并加

低通滤波，以换取带宽和对温度、气压变化的鲁棒性。高端器件则用模态匹配 + 力反馈闭环
（见第 6.1 节）兼得灵敏度与带宽：反馈力实时抵消科里奥利力，检测振子不需要“攒”振幅，
带宽由反馈回路决定。
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(a) 直流灵敏度：fd = 20 kHz，X0 = 5μm
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(b) 开环频率响应（Q = 104）

模态匹配
失配 Δf = 20 Hz

失配 Δf = 100 Hz
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τr = 2Q/ω0 = 159 ms

(c) 阶跃响应：未滤波的失配输出以 Δf 振荡、按 τr 衰减（即 (b) 中的谐振峰）

模态匹配：1 − e−t/τr

失配 Δf = 20 Hz：同相解调输出 1 − e−t/τrcosΔωt
失配，再经 1/Δf = 50 ms 线性滑动平均（在 Δf 处陷波）

图 5 (a) 式 (4.4) 给出的直流检测振幅随频率失配的变化，虚线为大失配极限 ΩX0/∆ω。(b) 式 (4.7) 的开
环频率响应。匹配时为一阶低通（−3dB 在 fd/2Q = 1Hz）；失配时在 ν = ∆ω 处有高 ∆ωτr/2 的峰。脚本
核对峰高与 ∆ωτr/2 之差 < 2%，±3dB 平坦带宽 = 0.541∆f（∆f = 100Hz）、0.544∆f（∆f = 20Hz）。(c)
Q = 104、∆f = 20Hz 时角速度阶跃后的同相解调输出 D(t)/D∞ = 1− e−t/τr cos∆ωt：以 ∆f 振荡、按 τr

衰减，就是 (b) 中的谐振峰。长 1/∆f 的线性滑动平均对不衰减的 ∆f 余弦恰为零（陷波），对按 τr 衰减的
余弦则留下约 1/(∆ωτr) ≈ ±4% 的残余振荡；滤波后约 39 ms 进入并保持在 ±10% 带内，最大值 1.04。
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交互演示：驱动/检测双模振子：调节角速度 Ω、频率失配 ∆f 与品质因数 Q，观察直流检测振幅（单
位 nm）、开环频率响应 |H(ν)| 的谐振峰与平坦带宽，以及同相解调输出的阶跃响应。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 gyro-mems）。

注：正交误差：比信号大几百倍的“假信号”

制造误差使弹簧略有倾斜，检测方程多出耦合项 −(kxy/m)x = −(kxy/m)X0 cosωdt。它与 x

同相，而科里奥利力与 ẋ 同相，两者相差 90◦——称为正交误差。两者幅度之比为 kxyX0/m
2ΩX0ωd

=
kxy
k · ωd

2Ω：若 kxy/k = 10−4、fd = 20 kHz、Ω = 1 ◦/s，比值高达 360。只有按正确相位解调（相
敏检测）才能把它们分开；解调参考相位错 1 mrad 就会漏进相当于 0.36 ◦/s 的假角速度。正
交误差在第 6.4 节的频率裂分问题中还会以“椭圆化”的形式出现。

4.4 机械热噪声极限与角随机游走

即使电子学完美，质量块本身的热运动也会被误认为转动。

假设：热噪声模型

检测模态受随机力 f(t)，按式 (2.20)，⟨f(t)f(t′)⟩ = SF δ(t− t′)，SF = 2bkBT = 2mωykBT/Q；

读出用平均时间 Tm 的相敏解调，且 Tm ≫ τr、Tm ≫ 1/ |∆ω|（使机械响应在带宽 1/Tm 内近

似平坦）。

推导：等效角速度噪声

第一步：解调就是“取一个正交分量并平均”。定义作用在检测模态上的力 F (t) 的正弦分量的

解调值

F̂s ≡
2

Tm

∫ Tm

0
F (t) sin(ωdt) dt.

对科里奥利力 FC = 2mΩX0ωd sinωdt，由于 2
Tm

∫
sin2 = 1，得 F̂s = 2mΩX0ωd——解调值正

比于 Ω。

第二步：噪声力的解调值的方差。用式 (2.17)：〈
F̂ 2
s

〉
=

4

T 2
m

∫ Tm

0

∫ Tm

0
sinωdt sinωdt′ SF δ(t− t′) dtdt′ = 4SF

T 2
m

∫ Tm

0
sin2 ωdt dt = 2SF

Tm
.

第三步：折算成角速度。信号力和噪声力经历同一个机械响应（假设中的条件保证这一点），所
以只需比较力：等效角速度误差 Ωn = F̂ 噪声s /(2mX0ωd)，其方差

〈
Ω2
n

〉
=

2SF
Tm(2mX0ωd)2

。

第四步：与“白噪声角速度”对照。若角速度读数含强度为 N2 的白噪声（⟨Ωn(t)Ωn(t′)⟩ =

N2δ(t− t′)），由式 (2.18)，平均 Tm 后方差为 N2/Tm。对照第三步得 N2 = 2SF /(2mX0ωd)
2；

代入 SF = 2mωkBT/Q（取 ωy ≈ ωd ≡ ω）：

N =
1

X0

√
kBT

mωQ
(4.10)

由式 (2.19)，积分得到的角度误差 σϑ(t) = N
√
t，所以 N 叫角随机游走（angle random walk，

ARW）系数，单位 rad/
√

s，工程上常用 ◦/
√

h（1 ◦/
√

s = 60 ◦/
√

h）。
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要点：热噪声极限的物理含义

(1) N 与频率失配 ∆ω 无关：信号和热噪声被同一个机械共振放大，匹配并不改善机械热噪声

极限——它改善的是相对于电子学噪声的信噪比。(2)要降低 N：加大质量 m、驱动振幅 X0 和

Q——这正是 HRG（大振子、Q ∼ 107）比 MEMS 好几个数量级的原因。(3) 式 (4.10) 与文献
[26, 27] 中的双边谱形式一致；与数据手册“速率噪声密度”的换算（可能差

√
2）见第 2.5 节。

检验：独立数值核对

scripts/verify_numeric.py对 4000个独立的检测振子（无量纲m = ω = kBT = 1，Q = 10）

加白噪声力积分，按匹配情形做相敏解调（Tm = 400 ≫ τr = 20），得到的速率估计方差与

N2/Tm 之比为 0.94（偏差来自有限 Tm/τr 与系综统计误差，约 5%）。量纲：kBT/(mωQ) 的

单位为 J/(kg · s−1) = m2/s，开方后除以 X0 得 s−1/2，即 rad/
√

s。

5 环形与酒杯谐振陀螺：Bryan 因子

傅科摆和 MEMS陀螺里振动的是一个“质点”。Bryan的酒杯里振动的是一个连续弹性体，振
动图样（波腹、波节）是一种“波”，它在转动中会怎样？我们用最简单的模型——薄圆环——严

格回答这个问题。

5.1 薄圆环的弯曲振型与不可伸长条件

假设：薄圆环模型

1. 圆环半径 R，截面积 A，截面尺寸 h≪ R；材料密度 ρ，线密度 µ = ρA，弯曲刚度 EI

（E 为杨氏模量，I =
∫
y2dA 为截面对中性轴的惯性矩，y 是截面上一点到中性轴的距

离）。

2. 只考虑环平面内的小振动；用随壳体转动的坐标描述：每个材料点用它静止时的角位置 θ

标记，其位移分解为径向（向外为正）分量 u(θ, t) 和切向（沿 θ 增大方向）分量 v(θ, t)。

3. 壳体（以及环的支撑）以恒定角速度 Ω 绕环的对称轴转动，Ω ≪ ωn。

推导：中线伸长与不可伸长条件

考虑静止时位于 θ 与 θ+ dθ 之间、长为 Rdθ 的一小段。位移后其长度在一阶下有两个变化来
源：

• 径向外移 u：该段所在圆的半径变为 R+ u，长度变为 (R+ u)dθ，伸长 u dθ；

• 切向位移不均匀：两端的切向位移分别为 v(θ) 与 v(θ + dθ)，该段被拉长 ∂v
∂θdθ。

所以中线的相对伸长（应变）为

εθ =
1

R

(
u+

∂v

∂θ

)
. (5.1)

（verify_symbolic.py 由精确弧长展开到一阶核对了此式。）
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要点：为什么可以假设“不可伸长”

拉伸中线的刚度 ∼ EA，而弯曲的等效刚度 ∼ EI/R2；对矩形截面 I = Ah2/12，两者之比

EI/(EAR2) = h2/(12R2) ≪ 1。一个变形若要拉伸中线，所需能量比只弯曲大 (R/h)2 倍，所

以低阶（低频）振型几乎不伸长中线。令 εθ = 0：

u = −∂v
∂θ

（不可伸长条件）. (5.2)

物理意义：哪里向外鼓（u > 0），该处附近的材料就必须沿切向向它“汇拢”（∂v/∂θ < 0）来补

足长度，反之亦然。于是径向运动最大处（波腹）切向位移为零，径向运动为零处（波节）切

向位移最大——图 6 中的红箭头。符号约定：许多文献写作 ur = ∂uθ/∂θ，那是取径向向内为

正（或 θ 反向）的结果，与式 (5.2) 等价。

前置知识：傅里叶级数（最低限度）

• 展开：以 2π 为周期的（足够光滑的）函数 g(θ) 都可以写成 g(θ) = a0 +∑
n≥1 (an cosnθ + bn sinnθ)。这一“完备性”我们只陈述、不证明；直观上，阶数越高的

项描述越细的起伏。

• 正交性：对正整数 n,m，直接积分（用积化和差）可得∫ 2π

0
cosnθ cosmθ dθ =

∫ 2π

0
sinnθ sinmθ dθ = π δnm,

∫ 2π

0
cosnθ sinmθ dθ = 0,

其中 δnm 在 n = m 时为 1、否则为 0。

• 求系数：把展开式乘以 cosmθ 再积分一周，由正交性只剩一项：am = 1
π

∫ 2π
0 g cosmθ dθ

（同理求 bm，a0 为平均值）。

• 在本讲的用处：能量是位移的二次式，积分一周后不同阶 n ̸= m 的交叉项全部为零，所

以各阶振型的能量互不混合、运动方程互不耦合（第 5.2 节的注）。

推导：振型的傅里叶展开

u(θ, t) 是 θ 的周期函数，可展开为 u =
∑

n [q1n(t) cosnθ + q2n(t) sinnθ]。由式 (5.2) 积分得
v = −

∫
u dθ。逐项看：

• n = 0（均匀胀缩，“呼吸”模式）：v = −q10θ 不是周期函数，不允许——呼吸模式必须
拉伸中线，频率高得多，不在我们关心的低频范围内。

• n = 1：u = q1 cos θ + q2 sin θ，v = −q1 sin θ + q2 cos θ。位移矢量 uêr + vêθ = (q1, q2) 与

θ 无关——整环刚体平移，不变形、频率为零。

• n ≥ 2：真正的弯曲振型。对第 n 阶，

u = q1 cosnθ + q2 sinnθ, v =
1

n
(−q1 sinnθ + q2 cosnθ) . (5.3)

（积分常数对应整环刚体转动，已并入“壳体转角”，此处取零。）
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波腹

波节

(a) q1 模式：u = q1cos2θ

波腹

波节

(b) q2 模式：u = q2sin2θ

波腹

波节

ϕ

(c) 叠加：(q1, q2) ∝ (cos2ϕ, sin2ϕ)

虚线圆：静止环；实线：最大形变（振幅放大）；淡线：半周期后
红箭头：材料点位移 u ̂er + v ̂eθ（v = −1

n ∫udθ）

图 6 n = 2 的两个简并振型及其叠加。(c) 的形状与 (a) 完全相同，只是整体转过 ϕ（脚本逐点核对，误差
< 10−12）。脚本还核对了：按式 (5.3) 变形后的周长变化只是振幅的二阶小量（图中振幅放大到 0.22R 时相
对变化 2.7%，而同振幅的呼吸模式会伸长 22%）。

要点：简并与“振型角”

由于圆环轴对称，cosnθ 与 sinnθ 两个振型只差一个转角 π/2n，必然有相同的频率 ωn——又

是简并。取 (q1, q2) = a(cosnϕ, sinnϕ)，则

u = a (cosnϕ cosnθ + sinnϕ sinnθ) = a cosn(θ − ϕ) :

这是把 q1 振型整体转过 ϕ 得到的振型，波腹位于 θ = ϕ。注意“n 倍角”：振型在环上转 ϕ，

对应 (q1, q2) 平面中的矢量转 ψ = nϕ。(q1, q2) 就像一个“二维各向同性振子”的坐标：q 平面

里的直线振动 = 环上的驻波，q 平面里的圆运动 = 环上的行波。

5.2 转动圆环的拉格朗日量

推导：惯性系中材料点的速度

在壳体系中，标记为 θ 的材料点位于 r = (R + u)êr + vêθ，其中 êr, êθ 是该材料点处、随壳

体转动的单位矢量（在壳体系中不动）。由式 (2.3)，惯性系速度为

vS = u̇ êr + v̇ êθ +Ωẑ × [(R+ u)êr + vêθ] .

用 ẑ × êr = êθ、ẑ × êθ = −êr：

vS = (u̇− Ωv) êr + [v̇ +Ω(R+ u)] êθ. (5.4)
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推导：动能按 Ω 的幂次展开

质元质量 dm = µR dθ（用静止长度：质量守恒）。

T =
µR

2

∫ 2π

0

{
(u̇− Ωv)2 + [v̇ +Ω(R+ u)]2

}
dθ

= T0 + T1 + T2, (5.5)

T0 =
µR

2

∫
(u̇2 + v̇2)dθ (Ω 的零次),

T1 = µRΩ

∫
(uv̇ − vu̇) dθ + µR2Ω

∫
v̇ dθ (Ω 的一次),

T2 =
µR

2
Ω2

∫ [
(R+ u)2 + v2

]
dθ (Ω 的二次).

代入式 (5.3)，用
∫ 2π
0 cos2 nθ dθ =

∫ 2π
0 sin2 nθ dθ = π，

∫ 2π
0 sinnθ cosnθ dθ = 0，逐项计算：

• T0：
∫
u̇2 = π(q̇21 + q̇22)，

∫
v̇2 = π

n2 (q̇
2
1 + q̇22)，故

T0 =
M

2
(q̇21 + q̇22), M ≡ πµR

(
1 +

1

n2

)
. (5.6)

M 是模态质量：1 来自径向运动，1/n2 来自切向运动。

• T1：
∫
v̇ dθ = 0（n ≥ 1 的正弦、余弦在整周上积分为零）。又

uv̇ =
1

n
(q1 cosnθ + q2 sinnθ)(−q̇1 sinnθ + q̇2 cosnθ) ⇒

∫
uv̇ dθ = π

n
(q1q̇2 − q2q̇1),

同理
∫
vu̇ dθ = π

n(−q1q̇2 + q2q̇1)。相减：

T1 = G (q1q̇2 − q2q̇1), G ≡ 2πµRΩ

n
. (5.7)

• T2 = O
(
Ω2
)
：
∫
(R+ u)2 = 2πR2 + π(q21 + q22)（交叉项 2R

∫
u = 0），

∫
v2 = π

n2 (q
2
1 + q22)。

所以 T2 = 常数 + 1
2MΩ2(q21 + q22)——对 q1, q2 完全对称，使两个模式的频率一起移动

（ω2
n → ω2

n − Ω2）。离心力在转动环中产生的环向张力也会改变弯曲刚度，同样是对两模

式对称的 O
(
Ω2
)
修正。这些效应的相对大小 ∼ (Ω/ωn)

2，与 T2 同阶，下面一并舍去。

注：不同 n 的振型不会被转动耦合

若 u 中同时含有第 n 阶与第 m 阶（m ̸= n），T0、T1、T2 中的交叉项都含
∫

cosnθ cosmθ 或∫
cosnθ sinmθ 之类的积分，全为零（三角函数正交性）。所以在不可伸长、一阶于 Ω 的模型

中，只保留一个 n 并不是额外近似：各阶的运动方程严格解耦。

势能。 弯曲势能只依赖于环的形状。把振型整体转一个角度（即把 (q1, q2) 在 q 平面中转 n 倍

角）不改变形状，所以二次型 V (q1, q2) 在 q 平面的任意转动下不变，只能是

V =
κ

2
(q21 + q22), ω2

n =
κ

M
. (5.8)
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对称性已足够推出 Bryan 因子；κ 的具体值（由弯曲能 EI
2

∫
δκ2c ds 算出，δκc 为曲率变化）见附

录 B，结果是 Hoppe（1871）的经典公式 [28]

ωn =

√
EI

µR4

n(n2 − 1)√
n2 + 1

. (5.9)

5.3 运动方程与 Bryan 因子

推导：两个模式的耦合方程

L = T0 + T1 − V。由陀螺项规则 (2.16)：

Mq̈1 − 2Gq̇2 + κq1 = 0, Mq̈2 + 2Gq̇1 + κq2 = 0. (5.10)

除以 M，并定义

β ≡ G

M
=

2πµRΩ/n

πµR(1 + 1/n2)
=

2n

n2 + 1
Ω. (5.11)

令 z = q1+iq2，第二式乘 i加到第一式：̈z+2β(−q̇2+iq̇1)+ω2
nz = 0，而−q̇2+iq̇1 = i(q̇1+iq̇2) = iż，

所以

z̈ + 2iβż + ω2
nz = 0. (5.12)

式 (5.12) 与傅科摆方程 (3.2) 形式完全相同，只是 Ωz → β。照搬第 3 节的结果：z =

e−iβt(a+eiω′t + a−e−iω′t)，q 平面中的振动方向以 ψ̇ = −β 转动。由“n 倍角”关系 ψ = nϕ，

振型（波腹）相对壳体的转速为

ϕ̇ = −β
n
= −KΩ, K =

2

n2 + 1
(5.13)

相对惯性系，振型的转速为 Ω+ ϕ̇ = (1−K)Ω。K 称为 Bryan 因子（进动系数）。

要点：结果解读

• n = 2（椭圆振型，酒杯的最低音）：K = 0.4。壳体转过 Θ，振型相对壳体反向转过 0.4Θ，

相对惯性系同向转过 0.6Θ——振型“跟不上”壳体，但也不像傅科摆那样完全留在惯性

空间。n = 3：K = 0.2。

• n = 1：K = 1。n = 1 是整环平移，环等价于一个质点，于是退化为傅科摆——振动方

向完全“留在”惯性空间。式 (5.13) 包含了傅科摆这一特例。

• 进动角只依赖壳体转过的角度 Θ，与转得多快无关（只要 Ω ≪ ωn）：ϕ = −KΘ。所以振

动陀螺可以直接测角度——这是第 6.1 节“全角模式”的基础。

• 行波图像：z̄ 的两个分量对应沿 +θ、−θ 传播的行波 cos(nθ ∓ ω±t)，在壳体系中频率分

别为 ω′ − β 与 ω′ + β：转动使两行波的频率劈裂 2β = 2nKΩ——Bryan 听到的“拍”就
来自这里（例题一）。
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注：K < 1 的物理原因：波的角动量

对壳体系中的行波 u = a cos(nθ−ωt)，波形以角速度 ωp = ω/n 绕环传播。计算它（相对壳体）

的角动量 Lw = µR
∫
(uv̇ − vu̇)dθ = 2πµR

n a2ω 与能量 Ew = 2T0 = Mω2a2（行波的动能与势能

时时相等），得
Lw ωp
Ew

=
2πµR/n2

πµR(1 + 1/n2)
=

2

n2 + 1
= K.

作为对照：一个以同样角速度 ωp 刚性转动、动能同为 T0 的物体，角动量 L刚 = 2T0/ωp =

Ew/ωp。所以 K = Lw/L刚。而波在传播时，材料点只在原地画小椭圆，波形“跑”得比物质快

得多：波携带的角动量只有同样能量的刚体转动的 K 倍。科里奥利效应正比于角动量，所以

振型只被“带着”转了 1−K。n = 1 时整环一起运动，K = 1。（verify_symbolic.py 核对
了此比值。）

检验：量纲、极限与两个独立数值实验

• 量纲：G 的单位为 kg/m · m · s−1 = kg/s，β = G/M 为 s−1，与 Ω 同量纲；K 无量纲。

极限：n = 1 回到傅科摆 K = 1；n→ ∞ 时 K → 0（短波振型几乎完全随壳体转动）。

• 符号：ϕ̇ 与 Ω 反号，即振型相对壳体反向转动，与傅科摆振动面相对地面反向转动一致。

• 模态方程数值积分（verify_numeric.py） ：对式 (5.10)（并保留 Ω2 修正）积分，

用式 (2.9) 的思想读出振型角（在一个振动周期内求
〈
q21
〉
,
〈
q22
〉
, ⟨q1q2⟩，tan 2ψ =

2 ⟨q1q2⟩ /(
〈
q21
〉

−
〈
q22
〉
)） ，n = 1, 2, 3，Ω/ωn = 0.01 与 0.05 时得 K =

1.00000, 0.40000/0.39994, 0.20000/0.19996。

• 离散珠–弹簧环的惯性系模拟（verify_ring_sim.py，图 7）：64 个质点由拉伸弹簧
（EAR2/EI = 3000）和转角弹簧相连，不假设不可伸长、不做模态展开，直接用牛顿

定律在惯性系积分一个自由旋转的环。得 n = 2：K = 0.3998（三种转速），n = 3：

K = 0.1995–0.1997；静止时测得的频率与 Hoppe 公式 (5.9) 相差 0.2%（n = 2）和 0.7%
（n = 3，离散化误差）。

交互演示：转动壳体中 n = 2（或 3）圆环振型的动画：数值积分模态方程 (5.10)，同时画出壳体上的
标记、振型的波腹轴；读数给出振型（惯性系）转角与壳体转角之比，应趋于 1−K。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 gyro-ring）。

5.4 从圆环到酒杯与半球

Bryan 1890年处理的是“转动的圆柱或钟”[8]。对一个长圆柱，若振型沿轴向不变（u = cosnθ），
每一个横截面就是一个圆环，K 仍为 2/(n2 +1)；Bryan 的酒杯“每转约 2.4 拍、波节角速度约为
杯体的 3

5”恰与这一圆柱（圆环）极限 K = 0.4 一致（例题一）：杯口附近的杯壁接近竖直圆柱，

竖直方向的运动很小。他同时报告两只香槟杯约为 2.6 与 2.2 拍/转，并指出后者“与理论不相容”
[8]。下面的一般公式说明了原因（例题四）。

对一般的轴对称壳（酒杯、半球），重复第 5.2 节的推导，只有一处变化：Ωẑ × r 只涉及位移

的水平部分（径向水平分量 Uρ 与周向分量 Vθ），而模态质量包含全部三个分量（再加上竖直分量
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(a) 离散珠–弹簧环（64 质点）惯性系模拟
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理论 −KΘ，K = 2/(n2 + 1) = 0.2
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(b) K 与转速无关

图 7 离散环惯性系模拟。(a) 振型相对环体的转角 ϕrel 与环体转角 Θ 成正比，斜率为 −K（虚线为理论）；
(b) 拟合的 K 与转速无关，分别落在 2/(n2 + 1) = 0.4 与 0.2 上（相对偏差 < 0.3%）。

Uz）。设第 n 阶振型为 (Uρ cosnθ, Vθ sinnθ, Uz cosnθ)，其中 Uρ, Vθ, Uz 是沿母线（壳面与一个过
对称轴的平面的交线，如半球的一条经线）变化的函数，结果为（推导见附录 C）

K = − 2

n

∫
UρVθ dm∫ (

U2
ρ + U2

z + V 2
θ

)
dm

. (5.14)

圆环：Uρ = 1，Vθ = −1/n，Uz = 0，回到 2/(n2 +1)。对薄半球壳，把瑞利（Rayleigh）给出的不
可伸长振型（附录 C，脚本核对其三个中面应变全为零）代入，数值积分得

K半球(n = 2) = 0.2770. (5.15)

这与文献中理想半球谐振子的理论值 0.277 一致 [17, 18]；实测某 30 mm 半球谐振子的进动系数为
−0.2755 至 −0.2764（负号表示相对壳体反向）[17]。半球的 K 比圆环小，是因为半球振动时有相

当一部分动能在竖直方向（Uz）和靠近碗底处，它们对陀螺耦合没有贡献。

6 工作模式与制造缺陷

6.1 力平衡模式与全角模式

圆环/半球陀螺用分布在壳体周围的电极既激励振动又读出振动。对 n = 2 振型，放在 0◦ 的

电极感受 q1（cos 2θ 在此最大），放在 45◦ 的电极感受 q2。有两种基本用法 [9, 29]。

力平衡（速率）模式。 维持 q1 振动 q1 = a cosωt，并用反馈电极施加力 f2 使 q2 始终为零。由

式 (5.10) 的第二式，q2 ≡ 0 要求 f2 =M · 2βq̇1，即反馈力的幅度

|f2| = 2Mβaω = 2nKMaωΩ ∝ Ω. (6.1)
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某一时刻：碗口被挤成椭圆 半周期后：椭圆长、短轴互换

半球壳 n = 2 瑞利不可伸长振型（振幅放大）；虚线为静止碗口；底部黑杆为支撑柄

图 8 半球壳 n = 2 振型（瑞利不可伸长振型，振幅放大）：碗口在两个正交方向之间交替被挤成椭圆，正
是“酒杯振型”。

输出正比于角速度，相当于第 4 节的模态匹配 MEMS 加上力反馈：反馈使检测模态不必“慢慢积
累”振幅，带宽由反馈回路决定。缺点是量程受最大反馈力限制，标度因数依赖 M、a、ω 及电极

增益的稳定性。

全角（速率积分）模式。 不施加反馈，让振型自由进动；读出振型方位 ϕ，壳体转角就是Θ = −ϕ/K。
标度因数是几何常数 K，极其稳定；没有量程上限；直接给出角度。代价是对壳体的各向同性要

求极高（下文）。

推导：全角读出：由两路解调信号求振型角

两路电极经相敏解调得到复包络 c1, c2（qj = Re[cjeiωt]） 。理想驻波 (q1, q2) =

a(cosnϕ, sinnϕ) cos(ωt+ α) 对应 cj = a eiα(cosnϕ, sinnϕ)j。于是

E ≡ |c1|2 + |c2|2 = a2, |c1|2 − |c2|2 = a2 cos 2nϕ,

2Re(c1c∗2) = a2 sin 2nϕ, ε ≡ 2 Im(c1c
∗
2)

E
= 0.

(6.2)

公共相位 α 在 c1c
∗
2 中消去，所以 tan 2nϕ = 2Re(c1c∗2)/(|c1|

2 − |c2|2) 与振动相位无关——这
是式 (2.9) 的复包络版本。若 c1, c2 的相位不同，q 平面里的运动是椭圆（环上驻波混入了行

波），ε ̸= 0 衡量这种“正交分量”：ε = ±1 是纯行波（圆运动）。

6.2 两模慢变方程

假设：有缺陷的谐振子

密度或厚度的微小不均匀使两个振型不再严格简并：沿某一对“主轴”（取为 q1, q2 方向），频

率分别为 ω1,2 = ω0 ± δ，振幅衰减率分别为 γ1,2 = 1/τr,1,2。假设刚度主轴与阻尼主轴重合（一

般情形二者可不同，处理方法相同）；δ, γj , β ≪ ω0；电路已补偿平均损耗（维持总能量），只

留下差别：写 γ1,2 = γ̄ ±∆γ/2（∆γ ≡ γ1 − γ2），平均值 γ̄ 被电路注入的能量抵消，下面的方

程里实际只出现 ±∆γ/2。（能量补充可以用在波腹处施加与速度同相的力，或周期性地调制电

极电压——“参数激励”，HRG 常用后者 [17]。）
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在式 (5.10) 的基础上加入这些缺陷：

q̈1 + 2γ1q̇1 + ω2
1q1 − 2βq̇2 = 0, q̈2 + 2γ2q̇2 + ω2

2q2 + 2βq̇1 = 0. (6.3)

推导：慢变包络

设 qj = Re[cj(t)eiω0t]，与第 2.3 节相同：代入后比较 eiω0t 的系数，舍去 c̈j 及“小量 ×ċj”（γċ、
βċ），并用 ω2

1 − ω2
0 = 2ω0δ + δ2 ≈ 2ω0δ：

2iω0ċ1 + 2ω0δ c1 + 2iω0γ1c1 − 2iω0βc2 = 0.

除以 2iω0（注意 1/i = −i），对 c2 同样处理：

ċ1 = (iδ − γ1)c1 + βc2, ċ2 = (−iδ − γ2)c2 − βc1. (6.4)

检验：δ = γj = 0 时 c = (cosβt,− sinβt)c0，q 平面方向角 ψ = −βt，回到
式 (5.13)。（verify_symbolic.py 用符号运算核对了此推导。）

6.3 阻尼不对称：锁定与不均匀进动

推导：Adler 方程

令 δ = 0。若初始为驻波（c1, c2 同相，取为实数），式 (6.4) 的系数全是实数，cj 保持为实数：
阻尼不对称不产生椭圆化。写 c = a(cosψ, sinψ)，则 ψ̇ = (c1ċ2 − c2ċ1)/a

2；代入：

ψ̇ =
c1(−γ2c2 − βc1)− c2(−γ1c1 + βc2)

a2
= −β + (γ1 − γ2) cosψ sinψ,

即

ψ̇ = −β +
∆γ

2
sin 2ψ (ψ = nϕ, β = nKΩ). (6.5)

这在电子学中称为 Adler 方程，原本描述注入锁定：一个自激振荡器受到频率相近的外来信号
作用时，若频差足够小，它会被“拉”到与外来信号同频同步 [30]。

要点：锁定阈值与平均进动率

• 锁定：若 |β| < |∆γ| /2，方程 ψ̇ = 0 有解 sin 2ψ∗ = 2β/∆γ；其中满足 ∆γ cos 2ψ∗ < 0

的一个是稳定的（对 ψ 求导 ∂ψ̇/∂ψ = ∆γ cos 2ψ < 0）。振型停在那里不再进动——陀螺

“看不见”小于阈值 Ωlock = |∆γ| /(2nK) 的转动。β = 0 时稳定点在低损耗轴：振型被拉

向损耗小的方向。

• 不均匀进动：若 |β| > |∆γ| /2，ψ 持续变化但时快时慢。转过 π 所需时间 TA =∫ π
0

dψ
|β−∆γ

2
sin 2ψ| =

π√
β2−∆γ2/4

（积分见附录 F），平均进动率

〈
ψ̇
〉
= − sgn(β)

√
β2 −∆γ2/4. (6.6)

远离锁定区时
〈
ψ̇
〉
≈ −β(1 −∆γ2/8β2)，但瞬时漂移 ∆γ

2 sin 2ψ 依赖振型方位，折合输

入角速度误差的幅度为 ∆γ/(2nK)。
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6.4 频率裂分：椭圆化与锁定

推导：精确解

令 γ1 = γ2 = 0。式 (6.4) 写成 ċ = Mc，M =

(
iδ β

−β −iδ

)
。直接做矩阵乘法：

M2 =

(
(iδ)2 − β2 iδβ − iδβ
−iδβ + iδβ −β2 + (iδ)2

)
= −W 2 I, W ≡

√
β2 + δ2,

其中 I 为 2× 2 单位矩阵。于是 c̈ = Mċ = M2c = −W 2c：每个分量都满足简谐方程，通解为

c = cos(Wt) c(0) + sinWt
W ċ(0)，而 ċ(0) = Mc0：

c(t) = cos(Wt) c0 +
sinWt

W
Mc0. (6.7)

从主轴 1 上的驻波出发，c0 = (1, 0)：

c1 = cosWt+ i δ
W

sinWt, c2 = − β

W
sinWt.

要点：频率裂分的后果

1. 椭圆化：c1 出现虚部（此处 E = 1 守恒），ε = 2 Im(c1c
∗
2) = −2βδ

W 2 sin2Wt：驻波中混入了

行波（正交分量），它与 MEMS 的正交误差同源。从主轴出发时 |ε|max = 2βδ/W 2，在

δ = β 时最大（= 1）；δ ≫ β 时只有 ≈ 2β/δ。

2. 锁定（钉扎）：|c1|2 − |c2|2 = cos2Wt + δ2−β2

W 2 sin2Wt。若 δ > β，它恒为正，2ψ 永

远在 (−90◦, 90◦) 内——从主轴出发的振型只能在主轴附近摆动，转不过去。δ ≫ β 时

|c2| ≤ β/W ≪ 1，2ψ ≈ − β
W sin 2Wt，摆幅只有 ψ ≈ β/(2δ)：振型几乎就是主轴本征模，

被钉在主轴上，既不明显椭圆化，也几乎不与另一主轴交换能量。

3. 偏离主轴出发：若初始驻波与主轴成角 ψ0（q 平面角），先看 β → 0：c1 = eiδt cosψ0，c2 =

e−iδt sinψ0，ε = sin 2ψ0 sin 2δt——两主轴模式以频率差 2δ 拍，振型以周期 π/δ = 1/∆f

在驻波与行波之间转换（ψ0 = 45◦，即 n = 2时振型角 ϕ0 = 22.5◦，|ε|可达 1）。β ̸= 0（仍有

δ > β）时，把式 (6.7)用于一般的 c0并逐时刻读出振型角（scripts/verify_offaxis.py
数值核对），结果分两种：若 |cos 2ψ0| < β/δ（初始方位落在两主轴正中 q 平面 45◦ 两侧约

±β/(2δ)的窄带内），振型轴在两主轴之间阶梯状跳变、单调卷绕，平均速率 W/n ≈ δ/n，

方向随 β 的符号，大小却与 β 无关——全角读出会给出一个完全错误的“进动速率”；否

则振型绕较近的主轴来回摆动，没有净转动。两种情况都测不出真实转动。

4. 标度误差：δ < β 时（从主轴出发）振型能转过去，但平均进动快于理想值（q 平面方向

角每 π/W 转过 π，平均速率 W > β）。

对测地球自转的 HRG，β 只有 10−5 s−1 量级，而 δ < β 要求频率裂分 2δ/2π 小于约 5µHz
——单靠加工做不到。实际做法是：先通过去除质量（修调）把频率裂分降到很小，再用电极施加

反馈力把正交分量 ε 持续压到零（“正交控制”），从而把振型保持为驻波；残余的阻尼不对称则通

过标定与补偿处理 [9, 29]。
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(b) 频率裂分：振型角（从主轴出发）
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(c) 频率裂分：椭圆度（正交分量）的产生

δ/β = 0
δ/β = 0.5
δ/β = 2

图 9 全角模式中的缺陷效应（n = 2）。实线：完整二阶方程 (6.3) 的数值积分（经一个载波周期滑动平均
解调）；白色细虚线：慢变方程的 Adler 方程数值解或解析解 (6.7)。(a) 阻尼不对称：β < ∆γ/2 时锁定（脚
本核对终态满足 sin 2ψ = 2β/∆γ 且 cos 2ψ < 0）；β > ∆γ/2 时阶梯状进动，平均速率核对式 (6.6)（相对
误差 < 10−4）。(b)(c) 频率裂分：δ/β = 2 时振型角被限制在 ±22.5◦ 内且椭圆度大；δ/β = 0.5 时振型转过
去但更快。完整方程与慢变解的振型角之差 < 0.002 rad。

交互演示：两模慢变方程 (6.4) 的实时积分：调节转动 β、阻尼不对称 ∆γ、频率半裂分 δ 与初始振型
角 ϕ0（0◦ 与 45◦ 为主轴），左图为 q 平面中的轨迹（驻波 = 直线，行波 = 圆），右图为振型角随时
间的变化。试比较 δ > β 时：从主轴（ϕ0 = 0）出发振型被钉住（δ ≫ β，如 β = 0.05、δ = 1 时椭圆
度才小）；从 ϕ0 = 22.5◦ 出发振型阶梯状卷绕，平均速率 W/n 而非 β/n；从 ϕ0 = 15◦ 出发则来回摆
动、无净转动。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 gyro-split）。

7 陀螺噪声的度量：Allan 方差

把一个静止的陀螺放在桌上记录输出：读数在某个“零偏”附近起伏，并缓慢漂移。导航关心

的是：积分成角度后误差怎样增长？哪种噪声在什么时间尺度上主导？Allan 方差（D. W. Allan
1966 年为原子钟提出 [31]，IEEE 将其写入陀螺测试标准 [24]）回答了这些问题。

7.1 定义与计算方法

定义：Allan 方差

设陀螺输出 Ω(t) 以间隔 τ0 采样。取平均时间 τ = rτ0（每段含 r 个采样点），把数据切成相邻

的、长为 τ 的段，第 k 段的平均值为 Ω̄k(τ)。定义

σ2(τ) =
1

2

〈(
Ω̄k+1(τ)− Ω̄k(τ)

)2〉
, σ(τ) 称为 Allan 偏差. (7.1)

实际计算（非重叠估计）：若共有 nc 段，σ̂2(τ) = 1
2(nc−1)

∑nc−1
k=1 (Ω̄k+1 − Ω̄k)

2。更有效的

“重叠”估计先求累积角 ϑj = τ0
∑

i≤j Ωi，再用 Ω̄k = (ϑk+r − ϑk)/τ 让段的起点逐点滑动：

σ̂2 = 1
2τ2(J−2r)

∑
j(ϑj+2r − 2ϑj+r + ϑj)

2，J 为总采样点数。
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注：为什么不用普通方差

(1)常值零偏在差值中抵消，Allan方差只反映“不稳定”的部分；(2)对缓慢漂移类噪声，普通
方差随记录长度不断增大、没有确定值，而相邻段之差只对时间尺度 ∼ τ 的起伏敏感，结果收

敛；(3)改变 τ 就是在不同时间尺度上“扫描”噪声。线性漂移 Ω = Rdt给出 Ω̄k+1− Ω̄k = Rdτ，

σ = Rdτ/
√
2（斜率 +1）。

7.2 三种噪声的特征斜率

推导：白噪声角速度（角随机游走）：斜率 −1/2

设 ⟨Ωn(t)Ωn(t′)⟩ = N2δ(t− t′)。由式 (2.18)，每段平均值方差为 N2/τ；相邻两段互不相关，差

值方差为 2N2/τ。由定义 (7.1)：

σ2(τ) =
N2

τ
, σ(τ = 1 s) = N. (7.2)

双对数图上斜率 −1/2，在 τ = 1 s 处读出 N（σ 用 ◦/h，则 N 的单位为 ◦/h ·
√

s，除以 60 得
◦/
√

h）。

推导：速率随机游走：斜率 +1/2

设角速度本身作随机游走：Ωn(t) =
∫ t
0 w dt′，⟨w(t)w(t′)⟩ = K2

rwδ(t− t′)。把相邻两段平均之差

写成对 w 的加权积分：

Ω̄2 − Ω̄1 =
1

τ

∫ 2τ

τ
Ωndt− 1

τ

∫ τ

0
Ωndt =

∫ 2τ

0
h(s)w(s) ds,

其中权函数 h(s) 是时刻 s 的 w 对两段平均之差的贡献：0 < s < τ 时它进入第二段的全部 τ

和第一段的后 (τ − s)，h = τ−(τ−s)
τ = s

τ；τ < s < 2τ 时只进入第二段的后 (2τ − s)，h = 2τ−s
τ 。

由白噪声的性质，
〈
(Ω̄2 − Ω̄1)

2
〉
= K2

rw
∫ 2τ
0 h2ds = K2

rw
(
τ
3 + τ

3

)
，故

σ2(τ) =
K2

rwτ

3
, σ(τ = 3 s) = Krw. (7.3)

定义：闪烁噪声（1/f 噪声）

用第 2.5 节的双边功率谱密度 S(f) 描述（白噪声 S = N2）。闪烁噪声指 S(f) = B2

2πf：每个

“倍频程”[f, 2f ] 贡献相同的方差
∫ 2f
f 2Sdf = B2

π ln 2，没有特征时间尺度。陀螺中它来自电子

器件与材料中大量弛豫时间分布很宽的缺陷过程，表现为零偏在各种时间尺度上的缓慢游荡。

速率随机游走对应 S = K2
rw/(2πf)

2（白噪声积分后，每个频率分量振幅除以 2πf）。

要点：零偏不稳定性：平台 0.664B

一般地（附录 E），

σ2(τ) = 4

∫ ∞

0
S(f)

sin4(πfτ)

(πfτ)2
df. (7.4)
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代入 S = N2 可复现式 (7.2)。代入闪烁噪声，令 x = πfτ，τ 完全消去：

σ2 =
2B2

π

∫ ∞

0

sin4 x

x3
dx =

2 ln 2

π
B2, σ = 0.664B. (7.5)

Allan 偏差曲线出现与 τ 无关的平台，平台值除以 0.664 即零偏不稳定性 B。 （积分∫∞
0 sin4 x/x3 dx = ln 2 的推导见附录 E。）
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时间 t / min
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模拟数据：静置陀螺输出

原始输出（隔 100 点显示）
10 s 平均
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平均时间 τ / s

0.1

1
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Al
la

n 
偏

差
 σ

(τ
) /

 (°
/h

)

τ = 1 s 处读 N

τ = 3 s 处读 Krw

由模拟数据计算的 Allan 偏差
三种噪声方差相加（理论）

N/√ τ：斜率 −1/2
0.664B：斜率 0

Krw√ τ/3：斜率 +1/2

图 10 模拟数据（scripts/gen_allan_data.py，随机种子 43）：静置陀螺 100 Hz采样约 2.9 h的输出（左）
及其重叠 Allan 偏差（右）。真值 N = 0.25 ◦/

√
h，B = 10 ◦/h，Krw = 0.25 ◦/h/

√
s。由 τ ≤ 0.2 s 段拟合得

斜率 −0.494、N = 0.257 ◦/
√

h；最小值 6.9 ◦/h 给出 B = 10.4 ◦/h。长 τ 端点数少、统计起伏大。

要点：读图规则与可信度

双对数 Allan 偏差图上：斜率 −1 为量化噪声（数字输出把累积角取整到最小量化单位所造成

的误差），−1/2为角随机游走（读 τ = 1 s），0为零偏不稳定性（读最小值 /0.664），+1/2 为速

率随机游走（读 τ = 3 s），+1 为速率斜坡 [24, 32]。几种噪声同时存在时方差相加，最小值处
总会混入相邻噪声，故“最小值 /0.664”略高估 B。估计值本身有统计误差：用 nc 个不重叠

段时，σ 的相对不确定度约为 1/
√
2(nc − 1)[32]；τ 接近记录长度的 1/10 时，误差已达 25%。

交互演示：在浏览器中生成模拟陀螺数据（白噪声 + 闪烁噪声 + 速率随机游走），实时计算 Allan 偏
差并画出双对数曲线；调节 N、B、Krw，观察三段斜率的出现与读数。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 gyro-allan）。

8 决赛风格例题

例题一：旋转酒杯的“拍”——重做 Bryan 1890 年的观察

1890 年 Bryan 报告：敲响一只绕自身竖直对称轴转动的酒杯，最低音“每转一圈约 2.4 拍”，
并据此推断“波节的角速度约为杯体角速度的 3

5”[8]。把杯口附近的杯壁看作半径 R 的薄圆

环，最低音为 n = 2 振型，频率 f0 ≈ 660Hz；杯以恒定角速度 Ω（Ω ≪ 2πf0）转动。

1. 在随杯转动的参考系中，由式 (5.12)写出 z = q1+iq2的通解。证明杯壁径向位移 u(θ, t) =
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Re[z̄ einθ]（z̄ 为 z 的复共轭），并由此把 u 写成两个沿相反方向传播的行波之和，求两行

波在杯体系中的角频率。

2. 变换到实验室系（实验室中的方位角 θL = θ + Ωt），求两行波在实验室系中的角频率及

其差。

3. 实验室中固定一只紧靠杯壁的传声器，其信号正比于正对它的杯壁的径向速度。证明信
号的响度以频率 fbeat = 2n(1−K)Ω/2π 起伏；再用“驻波振型在实验室中以 (1−K)Ω

转动”的图像独立地得到同一结果。

4. 由 Bryan 的“每转 2.4 拍”求 K，与圆环理论比较，并说明“波节角速度为杯体的 3
5”指

的是哪个参考系中的角速度。若杯子是理想薄半球（K = 0.277），每转几拍？为什么酒

杯更接近圆环而不是半球？

5. 若把传声器粘在杯上随杯转动，每转几拍？

6. 转台转速为 0.5 r/s 时，实验室中的拍频是多少？两行波的频率差与 f0 之比是多少？为

什么这样小的频率差仍容易被听出来？

解答

(1)（2 分）式 (5.12) 的通解 z = e−iβt(a+eiω′t + a−e−iω′t)，ω′ =
√
ω2
2 + β2，β = nKΩ。由

式 (5.3)，u = q1 cosnθ + q2 sinnθ = Re[(q1 − iq2)(cosnθ + i sinnθ)] = Re[z̄einθ]。代入：

u = Re
[
ā+ei[nθ−(ω′−β)t] + ā−ei[nθ+(ω′+β)t]

]
.

第一项的等相位面 nθ− (ω′ − β)t = 常数，沿 +θ（与杯转动同向）传播，角频率 ωco = ω′ − β；

第二项沿 −θ 传播，ωcounter = ω′ + β。两者差 2β = 2nKΩ。

(2)（2分）把 θ = θL−Ωt代入：第一项相位 nθL−(ω′−β+nΩ)t，第二项 nθL+(ω′+β−nΩ)t。
实验室角频率 ωco,L = ω′ − β + nΩ，ωcounter,L = ω′ + β − nΩ，差

ωco,L − ωcounter,L = 2nΩ− 2β = 2n(1−K)Ω.

（转动系 → 实验室系相当于“多普勒频移”±nΩ，它与科里奥利劈裂 ∓β 部分抵消。）
(3)（3分）传声器在固定的 θL 处，接收两个频率 ωco,L、ωcounter,L 的振动（初始为驻波时 |a+| =
|a−|）。两个等幅、频率相近的振动叠加，合振动的振幅按 |cos[(ωco,L − ωcounter,L)t/2 +常数]|
起伏，响度（振幅平方）的起伏频率为两频率之差：fbeat = 2n(1 − K)Ω/2π。驻波图像：由

式 (5.13)，振型（波腹）在实验室中以 ϕ̇I = (1−K)Ω 转动；固定点的振幅 ∝ |cosn(θL − ϕI)|，
响度 ∝ cos2 n(θL − ϕI)，后者对 ϕI 的周期为 π/n。ϕI 每增加 2π 响度起伏 2n 次（2n 个波腹

依次扫过传声器），所以 fbeat = 2nϕ̇I/2π，与上面一致。

(4)（2 分）杯每转一圈用时 2π/Ω，拍数 = fbeat · 2π/Ω = 2n(1 −K)。令其等于 2.4，n = 2：

K = 1− 2.4/4 = 0.4，与圆环（长圆柱）极限 2/(n2 +1) = 0.4 一致。“波节角速度为杯体的 3
5”

指实验室（惯性）系中的振型转速 (1−K)Ω = 0.6Ω。理想半球：4× (1− 0.277) = 2.89 拍/圈。
半球的振动中有大量竖直运动（以及碗底附近的运动），它们增加模态质量却不参与科里奥利

耦合，于是 K 降低、拍数增多（例题四定量证明：任何不可伸长的轴对称壳都有 K ≤ 0.4，拍



8 决赛风格例题 34

数 ≥ 2.4）。酒杯的振动集中在近乎竖直、接近圆柱的杯壁上部，竖直运动很小，所以接近圆环

值；Bryan 的另一只香槟杯 2.6 拍/转则说明它的竖直运动不可忽略。
(5)（1 分）随杯转动的传声器看到振型以 −KΩ 转（相对杯体），拍数 = 2nK = 1.6 拍/圈。也
可直接由 (1) 的杯体系频差 2β = 2nKΩ 得到。

(6)（2 分）Ω = 2π × 0.5 s−1：fbeat = 2.4 × 0.5 = 1.2Hz；两行波频差与 f0 之比 1.2/660 =

1.8 × 10−3。0.2% 的音高差接近或低于人耳在此频段的音高辨别阈（约 0.2%–0.5%），很难直
接听出；但两个等幅、频差 1.2 Hz 的声音叠加会产生每秒 1.2 次的响度起伏（拍），慢速的响
度变化非常容易察觉——Bryan 正是“听拍”而非“听音高”。

例题二：手机 MEMS 陀螺的参数估算

某 MEMS 陀螺的检测质量 m = 2.0µg，驱动模态频率 fd = 20.0 kHz，驱动振幅（闭环稳定）
X0 = 5.0µm；检测模态 Q = 5000，比驱动模态高 ∆f = 200Hz（故意失配）；检测电容为平
行板，静止间隙 g0 = 2.0µm，电容 C0 = 0.50pF；温度 T = 300K。（参数为示意，量级参考
文献 [13, 33]。）

1. 角速度 Ω = 1 ◦/s 时，科里奥利力的幅度是多少？与质量块重力相比如何？

2. 求检测振幅 Y。若改为模态匹配（∆f = 0），Y 变为多少？

3. 设角速度按 Ω(t) = Ω0 cos νt变化。从式 (4.6)出发，推导同相解调输出的频率响应 H(ν)

（式 (4.7)），并对本例求：匹配时的 −3dB 带宽；失配时谐振峰的位置与高度，以及增益
保持在 ±3dB 内的平坦带宽。为什么消费级器件常选失配？失配器件的读出电路必须加
什么？

4. 失配情形下检测电容的变化 ∆C 是多少？若极板间加 1 V 偏压，对应多少个电子电荷的
变化？

5. 求机械热噪声极限下的角随机游走 N（以 ◦/
√

h 表示）。与 Bosch BMI270 数据手册的噪
声密度 0.007 (◦/s)/

√
Hz[15] 比较，实际器件主要受什么限制？

6. 检验第 4.1 节舍去离心项的合理性：量程上限 2000 ◦/s 时 (Ω/ωd)
2 是多少？

7. 若弹簧耦合使 kxy/k = 1.0× 10−4，正交误差折合多大的“假角速度”？要使解调相位误

差引起的零偏小于 0.01 ◦/s，相位误差须小于多少？

8. 电子学噪声与模态匹配。电容读出电路把检测位移测成 y + xn(t)，xn 是强度为 Sx 的白

噪声（⟨xn(t)xn(t′)⟩ = Sxδ(t− t′)，
√
Sx = 1.0× 10−13 m · s1/2）。仿照第 4.4 节的四步推

导，求它造成的角随机游走 Ne，并分别对失配与匹配情形求值。由此说明第 4.4 节要点
(1) 的含义：模态匹配不改变机械热噪声极限，却能把电子学噪声的贡献压低。

解答

记 ωd = 2πfd = 1.257× 105 s−1，Ω = 1 ◦/s = 1.745× 10−2 rad/s。
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(1)（1 分）
FC = 2mΩX0ωd

= 2× 2.0× 10−9 × 1.745× 10−2

× 5.0× 10−6 × 1.257× 105 N

= 4.4× 10−11 N

（44 pN），约为重力 mg = 2.0× 10−8 N 的 2× 10−3。

(2)（2分）∆ω = 2π×200 = 1257 s−1，ωd/2Q = 12.6 s−1 ≪ ∆ω，由式 (4.4)：Y ≈ ΩX0/∆ω =

6.9 × 10−11 m = 0.069nm（用精确式得 0.0691nm，差 0.5%）。匹配：Y = 2QΩX0/ωd =

6.9× 10−9 m = 6.9nm，大 100 倍。
(3)（5分）推导要点（评分点）：(i)把 cos νt拆成 e±iνt，对线性方程 Ȧ = −pA−X0Ω分别求特解

A = −X0Ω0e±iνt/[2(p± iν)]；(ii)解调输出是线性投影 D = Re[Ae−iαref ]，e−iαref = −p/ |p|；(iii)
用 Re z = Re z∗ 合并，得式 (4.7)。数值：τr = 2Q/ωd = 0.080 s。匹配：H = 1/(1+ iντr)，带宽

fd/2Q = 2Hz——手机需要几十到几百赫兹，太慢。失配：∆ωτr = 100 ≫ 1，谐振峰在 ν = ∆ω

（200 Hz），高 ∆ωτr/2 = 50；由式 (4.8)，平坦带宽 0.54∆f ≈ 108Hz（verify_examples.py 数
值求得 108 Hz、峰高 50.0）。所以失配换来约 100 Hz 的可用带宽，且灵敏度 ≈ X0/∆ω 对随

温度、封装气压变化的 Q 不敏感；代价是直流灵敏度降低 100 倍，并且读出电路必须加截止
频率低于 ∆f 的低通滤波器，压掉 200 Hz 处的谐振峰（否则 200 Hz 附近的振动会被放大 50
倍）。两种情形 Sωbw 分别为 X0 与 0.54X0，符合量级关系 (4.9)。
(4)（2 分）平行板 C = ε0Ap/g（Ap 为极板面积），小位移 ∆C/C0 = Y /g0：

∆C = 0.50pF × 6.9× 10−11

2.0× 10−6

= 1.7× 10−17 F (17 aF).

1 V 下电荷变化 ∆q = 1.7 × 10−17 C，约 110 个电子。检测电路要在 20 kHz 载波上分辨百个
电子量级的电荷——这是 MEMS 陀螺电子学的核心难点。
(5)（3 分）由式 (4.10)：

N =
1

5.0× 10−6

×
√

1.38× 10−23 × 300

2.0× 10−9 × 1.257× 105 × 5000
s−1/2

= 1.15× 10−5 rad/
√

s

= 6.6× 10−4 ◦/
√

s = 0.039 ◦/
√

h.

BMI270 的 0.007 (◦/s)/
√

Hz 按双边约定对应 0.42 ◦/
√

h（若按单边约定则为 0.30 ◦/
√

h，见
第 2.5 节），比本例的机械热噪声极限大约 10 倍：实际器件主要受读出电子学噪声（电荷放大
器噪声、寄生电容）以及更小的质量/驱动振幅限制。注意 N 与 ∆f 无关（第 4.4 节要点）。
(6)（1 分）2000 ◦/s = 34.9 rad/s，(Ω/ωd)

2 = 7.7× 10−8，可略。

(7)（2 分）正交力与 1 ◦/s 科里奥利力之比为 kxy
k

ωd
2Ω = 360，即正交误差相当于 Ωq =

kxy
k

ωd
2 =

6.3 rad/s = 360 ◦/s 的假信号（但相位差 90◦）。解调相位误差 θe 使其中 sin θe ≈ θe 的部分混

入速率通道：θeΩq < 0.01 ◦/s 要求 θe < 2.8 × 10−5 rad。实际器件因此还要用静电力主动抵消
正交误差。
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(8)（4 分）四步照搬：(i) 解调值

ŷs =
2

Tm

∫ Tm

0
(y + xn) sin(ωdt+ α′) dt,

信号部分等于检测振幅 Y = SΩ = X0Ω/ |p|；(ii) 噪声部分方差 4
T 2
m

∫∫
sin sin Sxδ =

2Sx
Tm
；(iii)

折算为角速度：
〈
Ω2
n

〉
= 2Sx

Tm

|p|2
X2

0
；(iv) 与 N2

e /Tm 对照：

Ne =

√
2Sx |p|
X0

.

与热噪声不同，Ne ∝ |p|：位移噪声不经过机械共振放大，而信号经过。失配 |p| ≈ ∆ω =

1257 s−1：

Ne =
1.41× 10−13 × 1257

5.0× 10−6
s−1/2

= 3.6× 10−5 rad/
√

s = 0.12 ◦/
√

h,

是热噪声极限（0.039）的 3 倍，器件受电子学限制。匹配 |p| = 1/τr = 12.6 s−1：Ne =

0.0012 ◦/
√

h，降低 100 倍，总噪声由热噪声主导。这就是高端器件追求模态匹配的原因。

例题三：半球谐振陀螺的全角模式——在广州“看见”地球自转

一只 n = 2 工作的半球谐振陀螺：K = 0.277，f0 = 5.0 kHz，Q = 1.0× 107，敏感轴竖直，放

在广州（λ = 23.13◦），工作于全角模式，电路补偿了平均损耗。

1. 求衰荡时间 τr。若不补偿能量，敲一下后大约能“自由进动”多久？

2. 地球自转使振型相对壳体以多大角速度转动？1 小时转过多少度？

3. 设两主轴的衰荡时间为 τr,1 = 640 s、τr,2 = 630 s（相差 1.6%）。振型会被锁定吗？平均进
动率是理想值的几分之几？与振型方位有关的瞬时漂移折合的输入角速度误差幅度多大？

4. 若要求这一误差小于 0.01 ◦/h（导航级），两主轴衰荡时间的相对差 ∆τr/τr 须小于多少？

5. 若两主轴频率相差 ∆f = 2δ/2π = 1mHz，且没有正交控制，从主轴出发的振型能否测出
地球自转？为使 δ < β，∆f 需小于多少？由此说明正交控制的必要性。

6. 说明：全角模式下，即使壳体的转速时快时慢，只要不锁定，振型相对壳体转过的总角度
只取决于壳体转过的总角度。

解答

(1)（1 分）τr = 2Q/ω0 = 2× 107/(2π × 5000) = 637 s，约 10 分钟；能量按 e−2t/τr 衰减，自

由工作约数十分钟后信号太弱，故需能量补充。

(2)（2 分）
Ωz = ΩE sinλ = 7.292× 10−5 × 0.393 rad/s

= 2.86× 10−5 rad/s = 5.91 ◦/h.

振型相对壳体：KΩz = 1.64 ◦/h（方向与地球自转相反，即从上往下看顺时针），1小时转 1.64◦。
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(3)（4 分）
β = nKΩz = 2× 0.277× 2.86× 10−5 s−1

= 1.59× 10−5 s−1,

|∆γ| =
∣∣ 1
640 − 1

630

∣∣ s−1

= 2.48× 10−5 s−1,

阈值 |∆γ| /2 = 1.24 × 10−5 s−1 < β：不锁定，但很接近。由式 (6.6)，平均进动率 /β =√
1− (∆γ/2β)2 = 0.62——测得的地球自转偏小 38%！瞬时漂移项 ∆γ

2 sin 2ψ 折合振型角速度
∆γ
2n sin 2ψ，幅度 1.28 ◦/h，再除以 K 折合输入角速度误差幅度 ∆γ/(2nK) = 4.6 ◦/h，与被测
信号同量级。

(4)（2 分）要求 |∆γ| /(2nK) < 0.01 ◦/h = 4.85 × 10−8 rad/s，得 |∆γ| < 5.4 × 10−8 s−1。由

∆γ = |1/τ1 − 1/τ2| ≈ ∆τr/τ2r，∆τr/τr < 5.4× 10−8 × 637 = 3.4× 10−5。如此苛刻的阻尼均匀

性很难只靠加工保证，实际 HRG 还要标定这一与振型角有关的漂移并在电路中补偿。
(5)（2 分）δ = π∆f = 3.1 × 10−3 s−1，δ/β ≈ 200 ≫ 1：由第 6.4 节，从主轴出发的振型被
钉在主轴上：q 平面摆幅 β/2δ ≈ 2.5× 10−3 rad，即振型角摆幅 β/(2nδ) ≈ 0.07◦，椭圆度至多

2βδ/W 2 ≈ 2β/δ ≈ 1%——振型静止不动，完全看不到地球自转（本应 1小时转 1.64◦）。若恰从

两主轴正中（振型角 22.5◦ 两侧约 ±β/(2nδ) ≈ ±0.07◦ 的窄带内）出发，振型阶梯状单调卷绕，

读出的平均进动 W/n ≈ δ/n = 1.6 × 10−3 rad/s ≈ 320 ◦/h，是真实值 1.64 ◦/h 的 δ/β ≈ 200

倍（方向倒是对的）；从其他方位出发则绕较近的主轴来回摆动（周期约 1/∆f = 1000 s），没
有净转动。总之都测不出地球自转。δ < β 要求 ∆f < 2β/2π = 5µHz，即相对裂分 10−9——

不可能单靠加工做到。正交控制持续把 ε 压到零，等效地消除了 δ 的一阶效应，使振型保持驻

波并自由进动。

(6)（1 分）不锁定、无缺陷时，ϕ̇ = −KΩ(t)，积分得 ϕ(t)−ϕ(0) = −K[Θ(t)−Θ(0)]，与 Ω(t)

的具体变化无关——全角模式是“速率积分”陀螺，直接测角度，标度因数为几何常数 K。

例题四：Bryan 因子的分步推导——从酒杯到半球

第 5.3 节只算了圆环。本题对一般的薄轴对称壳（酒杯、钟、半球）一步步推出 Bryan 因子，
并解释 Bryan 1890 年的香槟杯数据。
壳以恒定角速度 Ω（Ω ≪ ωn）绕对称轴 z 转动。在随壳转动的柱坐标 (ρ, θ, z) 中，中面上的

材料点用母线弧长 s 与方位角 θ 标记，其静止位置为 r0 = ρ0(s)êρ+ z0(s)ẑ，面质量密度为 σ，

质元 dm = σρ0 ds dθ，记 dm̃ ≡ σρ0 ds。第 n 阶两个简并振型的位移（依次为水平径向、周向、

竖直分量）为

d = q1
(
U cosnθ, Vθ sinnθ, Z cosnθ

)
+ q2

(
U sinnθ, −Vθ cosnθ, Z sinnθ

)
,

U, Vθ, Z 是 s 的函数。

1. 纬线圆不伸长。高度为 z0(s) 的一条纬线圆，静止半径为 ρ0。仿照式 (5.1) 的推导，求变
形后这条纬线上一小段弧的相对伸长 εθ。说明为什么竖直位移在一阶下不改变纬线长度，

并由 εθ = 0 证明 Vθ = −U/n。

2. 陀螺耦合只来自水平运动。写出材料点在惯性系中的速度，证明动能中对 Ω 一次的部分

为 T1 = Ω
∫
ẑ · (d× ḋ) dm+ (全导数)，并说明竖直分量 Z 不出现在 T1 中。
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3. 模态质量与陀螺系数。对 θ 积分，求 T0 = M
2 (q̇

2
1 + q̇22) 与 T1 = G(q1q̇2 − q2q̇1) 中的 M、

G（用
∫
. . . dm̃ 表示），再由式 (2.16)–(5.13) 的同样步骤写出 K。

4. 竖直运动是“死质量”。定义 ζ2 ≡
∫
Z2dm̃

/ ∫
U2dm̃。利用第 1 问证明

K =
2

n2 + 1 + n2ζ2
≤ 2

n2 + 1
,

并说明等号成立的条件。由此证明：不可伸长轴对称壳的 n = 2 振型每转拍数 ≥ 2.4。

5. 半球。由附录 C的瑞利振型 (C.1)求 U、Z（χ为从碗底极点量起的余纬，dm̃ ∝ sinχ dχ）。
已知 I1 =

∫ π/2
0 sin3 χ tan4 χ

2 dχ = 0.2118，I2 =
∫ π/2
0 (1+2 cosχ)2 sinχ tan4 χ

2 dχ = 0.4704，

求 n = 2 时的 ζ 与 K，并与式 (5.15) 比较。

6. Bryan 的香槟杯。两只香槟杯分别测得每转约 2.6 与 2.2 拍。各自推出 K 与 ζ；2.2 拍
说明什么？

7. 两个极限与一个推广。(a) Bryan指出：绕垂直于板面的轴转动的圆板做横向（垂直板面）
弯曲振动时，每转拍数为 2n。用本题的结论解释。(b) 在壳体上沿圆环（第 5 节）外缘
固定一圈径向导轨，每条导轨里有一个小质量块（总线密度 µs），只能沿径向运动，由环

推动；块与环之间可无摩擦地切向相对滑动，所以块不随环材料作切向位移 v，只有径向

位移 u。求新的 K。若质量块直接粘在环上（随环材料一起运动），K 又是多少？

解答

(1)（3 分）纬线上一小段弧，静止长 ρ0dθ。变形后：水平径向外移 dρ 使所在圆的半径变为

ρ0 + dρ，长度增加 dρdθ；周向位移不均匀使弧被拉长 ∂dθ
∂θ dθ。竖直位移 dz 只把这段弧整体抬

高，弧长变化是 (∂dz/∂θ)
2 的二阶量。故

εθ =
1

ρ0

(
dρ +

∂dθ
∂θ

)
,

与圆环的式 (5.1) 同形。对 q1 振型，dρ + ∂dθ/∂θ = q1(U + nV ) cosnθ = 0 对一切 θ 成立，故

Vθ = −U/n（q2 振型给出同一条件）。

(2)（3 分）由式 (2.3)，惯性系速度 vS = ḋ+Ωẑ × (r0 + d)。动能中对 Ω 一次的项为

Ω

∫
ḋ ·
[
ẑ × (r0 + d)

]
dm.

其中 ḋ · (ẑ × r0) =
d
dt
[
d · (ẑ × r0)

]
是全导数，不影响运动方程（对 n ≥ 1 的振型它对 θ 的积

分还恒为零）。剩下 ḋ · (ẑ × d) = ẑ · (d× ḋ) = dρḋθ − dθḋρ。ẑ × ẑ = 0，所以 Z 不出现。物理

上，竖直速度与 Ω 平行，科里奥利力 −2mΩ× v′ 对它为零。

(3)（4 分）用
∫ 2π
0 cos2 =

∫ 2π
0 sin2 = π、交叉项为零：

T0 =
π

2
(q̇21 + q̇22)

∫
(U2 + V 2

θ + Z2)dm̃ ⇒ M = π

∫
(U2 + V 2

θ + Z2)dm̃.
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dρḋθ − dθḋρ 对 θ 积分（cos、sin 均指 nθ 的函数）：∫ 2π

0
(q1U cos+q2U sin)(q̇1Vθ sin−q̇2Vθ cos) dθ = −πUVθ(q1q̇2 − q2q̇1),∫ 2π

0
(q1Vθ sin−q2Vθ cos)(q̇1U cos+q̇2U sin) dθ = +πUVθ(q1q̇2 − q2q̇1),

两者相减得 −2πUVθ(q1q̇2− q2q̇1)，故 G = −2πΩ
∫
UVθdm̃。方程与式 (5.10)同形，β = G/M，

振型相对壳体转速 −β/n ≡ −KΩ：

K = − 2

n

∫
UVθdm̃∫

(U2 + V 2
θ + Z2)dm̃

即正文式 (5.14)。检验：圆环 U = 1，Vθ = −1/n，Z = 0 给出 2/(n2 + 1)。

(4)（3分）代入 Vθ = −U/n：分子 − 2
n · (−

1
n)
∫
U2 = 2

n2

∫
U2；分母 (1+ 1

n2 )
∫
U2+

∫
Z2。分子

分母同除以
∫
U2/n2，即得 K = 2/(n2+1+n2ζ2)。ζ2 ≥ 0，故 K ≤ 2/(n2+1)，当且仅当处处

Z = 0（只有水平运动，如长圆柱）时取等号。n = 2 时 K ≤ 0.4，每转拍数 2n(1−K) ≥ 2.4。

竖直运动和切向运动一样贡献动能（惯性），却不贡献陀螺耦合，相当于“死质量”。

(5)（3 分）由式 (C.1)，U = uχ cosχ + w sinχ = −n sinχ tann χ
2，取 z 轴向上（碗口朝上），

Z = uχ sinχ − w cosχ = (1 + n cosχ) tann χ
2（Z 的符号约定不影响结果，因为只有 Z2 出

现），并验证 Vθ = sinχ tann χ
2 = −U/n。n = 2：

∫
U2dm̃ ∝ 4I1，

∫
Z2dm̃ ∝ I2，所以

n2ζ2 = I2/I1 = 2.22，ζ = 0.745，

K =
2

5 + 2.22
= 0.277,

与式 (5.15) 一致：半球的竖直运动幅度约为水平径向的 3/4。
(6)（2分）每转 2n(1−K)拍。2.6拍：K = 1−2.6/4 = 0.35，n2ζ2 = 2/K−5 = 0.71，ζ = 0.42

——介于圆柱与半球之间，合理。2.2 拍：K = 0.45 > 0.4，要求 ζ2 < 0，不可能：它不能用不

可伸长振型解释。Bryan 本人的结论正是“与理论不相容”，并推测杯口附近不满足不可伸长
条件 [8]。
(7)（2 分）(a) 圆板横向振动只有竖直位移，U = Vθ = 0，相当于 ζ → ∞，K = 0：振型完全

随板转动，固定点听到的拍数就是 2n 个波腹扫过的次数 2n。(b) 滑块只有径向速度 u̇ 与随环

转动的 Ω(R+ u)，其动能中没有对 Ω 一次的耦合项；它只使模态质量增加 πµsR，G 不变：

K =
G

nMΩ
=

2πµRΩ/n

nΩ [πµR(1 + 1/n2) + πµsR]
=

2

n2 + 1 + n2µs/µ
,

与 (4) 同形（ζ2 → µs/µ）。例如 µs/µ = 0.5 时 K = 0.286。若质量块粘在环上，它与环材料有

同样的 u、v，只是线密度变为 µ+ µs，M 与 G 按同一比例增大，K = 2/(n2 +1) 不变。设计

振动陀螺时，凡是不参与“水平径向–周向”耦合的运动质量都会降低 K。

9 实验与数据处理：振动陀螺的标定与噪声评估

本节是一道笔试型实验题，分两部分，数据见表 4 与表 5。
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表 4 振型相对碗体的转角 φrel 与碗体转角 Θ（模拟数据）

Θ/(◦) φrel/(
◦) Θ/(◦) φrel/(

◦)

−180 56.1 30 −7.9

−150 46.3 60 −18.9

−120 37.8 90 −27.8

−90 26.6 120 −35.8

−60 18.0 150 −43.5

−30 8.9 180 −53.3

0 −0.1

表 5 静置陀螺输出的 Allan 偏差（模拟数据）

τ/s σ/(◦/h) τ/s σ/(◦/h) τ/s σ/(◦/h)

0.01 150.2 1 16.31 100 7.09
0.02 106.3 2 12.33 200 6.92
0.05 67.55 5 9.32 500 9.31
0.1 47.95 10 8.10 1000 9.47
0.2 34.18 20 7.48 2000 7.42
0.5 22.21 50 7.10

练习：笔试型实验题（约 60 分钟）

说明：下列两组数据均为按物理模型加噪声生成的模拟数据（生成代码与随机种子见
scripts/exp_bowl.py、scripts/gen_allan_data.py）。

第一部分：旋转金属碗的 Bryan 因子。 一只不锈钢碗固定在精密转台上（转角读数误差可

忽略），碗口 0◦ 与 45◦ 处各粘一个压电拾振片。两路信号经锁相解调（即相敏解调，第 4.2 节）
每 10 ms给出一组 c1, c2。由式 (6.2)，4φrel = atan2

(
2Re(c1c∗2), |c1|

2−|c2|2
)
。这里 atan2(y, x)

是按 x、y 两分量的符号确定象限的反正切（即点 (x, y)的极角）。它的值域只有 (−180◦, 180◦]，

即 φrel 只能在 ±45◦ 内唯一确定（n = 2 振型以 90◦ 为周期），所以程序在转动过程中连续跟

踪并做相位展开：相邻两次读数的 4φ 若跳变超过 180◦，就加减 360◦。每次测量：在 0◦ 拾振

片处敲击（使振型初始方位 ≈ 0），在 3 s 内让转台匀速转过 Θ 后停下，读停转时刻展开后的

φrel。碗的 n = 2 振型频率约 700 Hz，振幅衰荡时间约 8 s；碗经修调，两个 n = 2 振型的频

率差 ∆f ≈ 0.005Hz。（它不能靠“听拍”测：拍周期 1/∆f = 200 s 远长于衰荡时间 8 s，且每
个模式的线宽 1/(πτr) ≈ 0.04Hz 是裂分的 8 倍。实际做法是静止时在两主轴之间——振型角
22.5◦——处敲击，由第 6.4 节，椭圆度按 ε = sin 2δt ≈ 2δt 增长，8 s 内增到约 0.25，由其初
始斜率拟合出 δ。）结果见表 4。

• A1 说明为什么转动必须在几秒内完成，以及为什么碗转得快慢不影响 φrel（只要不太

慢）。
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• A2用第 6.4节的结论估算：(a)为使本实验中转得最慢的那次测量不被频率裂分“钉住”，
碗的两振型频率差 ∆f 至少要小于多少（必要条件，数量级）？（K 可先取 0.3。）(b) 要
使裂分引起的读数偏差远小于读数本身，条件应收紧到什么程度？本实验的碗是否满足？

(c) 停转后应在多长时间内读数？

• A3 以 φrel = a+ bΘ 作最小二乘拟合，写出 a、b 及其标准不确定度的计算公式并求值，

给出 K ± σK。

• A4 将结果与圆环（0.4）、理想半球（0.277）比较，从碗的形状加以解释。

• A5 列举至少三项可能的系统误差及改进办法。

第二部分：静置陀螺的 Allan 偏差。 某手机陀螺静置于恒温台上，以 100 Hz 采样记录约
2.9 h，常值零偏约 0.80 ◦/s。

• B1 说明常值零偏为何不影响 Allan 方差。

• B2 前 9 个 1 s 平均值（单位 ◦/s）为：0.7938，0.7929，0.8010，0.7995，0.7949，0.7909，
0.7974，0.8002，0.7963。用非重叠公式手算 σ(1 s)（8 个差值）和 σ(2 s)（把前 8 个值两
两平均，3 个差值），以 ◦/h 表示，并与表 5 中由全部数据算得的值比较，解释差异。

• B3 表 5 是由全部数据计算的重叠 Allan 偏差。在双对数坐标中作图，划分各噪声区；对
τ ≤ 0.2 s 的 5 个点用最小二乘拟合 lgσ = a0 + b lg τ，求斜率 b 并读出角随机游走 N

（◦/
√

h）；由最小值求零偏不稳定性 B；试由长 τ 端估计速率随机游走 Krw，并评价其可

靠性。

• B4 与表 1 及例题二的热噪声极限比较，评价该陀螺。

解答：实验题

A1（2 分）振幅以 τr ≈ 8 s 衰减，几秒后信号仍足够强；转动过程中振型按 φ̇rel = −KΩ(t) 进

动，积分只与总转角有关（例题三 (6)），所以快慢无关。但转得太慢时，碗的频率裂分/阻尼
不对称引起的钉扎与漂移（第 6.3、6.4 节）会使结果偏离（见 A2）。
A2（4 分）(a) 由第 6.4 节，不被钉住需要半裂分 δ = π∆f 小于转动耦合 β = nKΩ。最慢的

一次是 |Θ| = 30◦ 在 3 s 内转完：Ω = 0.175 rad/s，β = 2× 0.3× 0.175 = 0.105 s−1，故

∆f <
nKΩ

π
≈ 0.033Hz,

即相对裂分 ≲ 5×10−5——普通不锈钢碗（裂分常在 0.1 Hz至数 Hz）必须先修调。这只是“不
被钉住”的边界：恰在边界 δ = β 上，椭圆度最大可达 1（第 6.4 节要点 1），读数会被严重扭
曲。(b) 由要点 1，椭圆度约 2δ/β，读数偏差也随 δ/β 迅速增大。按慢变方程对 3 s、Θ = 30◦

的测量做数值模拟（遍历主轴方位，exp_bowl.py）：∆f = 0.033Hz（δ = β）时偏差可达 1.8◦，

即读数 9◦ 的 20%，椭圆度 0.58；∆f = 0.05Hz 时依主轴方位为 0.2◦–4.3◦。要把偏差压到读数
的约 2%，需 δ ≲ 0.3β，即 ∆f ≲ 0.01Hz。本实验 ∆f = 0.005Hz，δ/β ≈ 0.15，偏差 < 0.04◦，

远小于约 1◦ 的读数噪声，满足。(c) 停转后 β = 0，裂分使振型缓慢向行波转化、方位漂移：
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模拟得停转后 5 s 漂移 < 0.1◦，10 s 约 0.4◦。所以应在停转后约 5 s 内读数（这也与 8 s 的衰荡
时间相适应）。

A3（5 分）最小二乘公式（Nd 个数据点）：

b =

∑
(Θi − Θ̄)(φi − φ̄)∑

(Θi − Θ̄)2
, a = φ̄− bΘ̄, s2 =

∑
(φi − a− bΘi)

2

Nd − 2
,

σb =
s√∑

(Θi − Θ̄)2
, σa = s

√
1

Nd
+

Θ̄2∑
(Θi − Θ̄)2

.

代入：Nd = 13，Θ̄ = 0，
∑

Θ2
i = 1.638 × 105 (◦)2，

∑
Θiφi = −4.961 × 104 (◦)2，φ̄ = 0.49◦。

得 b = −0.3029，a = 0.49◦，s = 0.98◦，σb = 0.0024，σa = 0.27◦。故

K = −b = 0.303± 0.002.

（a 与零相差约 1.8σa，可能来自拾振片安装角度误差，见 A5。）
A4（2 分）K 介于圆环 0.4 与理想半球 0.277 之间、更接近半球。碗比半球浅、口沿较厚（相
当于一圈“环”），也有底座：振动集中在口沿附近，竖直运动占比 ζ 比半球小，由例题四的

K = 2/(n2+1+n2ζ2)，K 向圆环值偏移。由 K = 0.303反推 n2ζ2 = 2/K− 5 = 1.6，ζ ≈ 0.63

（半球为 0.745）。
A5（3 分，答出三项即可）(0) 首要：频率裂分（及阻尼不对称）导致的钉扎、椭圆化与随方
位变化的漂移（A2）：修调碗、加快转速、停转后立即读数，或做正交控制；(i) 拾振片安装方
位误差 → 零位 a ̸= 0 与读出非线性：用转台标定拾振片方位，或用多对电极；(ii) 拾振片与胶
的附加质量破坏轴对称，加大频率裂分、使振型“偏爱”某些方位（锁定、φ 的 sin 4φ 型周期

误差）：用更轻的非接触传感（激光测振、电容）、对称布置；(iii) 衰荡中振幅变小，读出噪声
增大：多次重复取平均；(iv) 敲击位置/力度不一致使初始振型不在 0◦ 并混入行波：用电磁激

励代替敲击；(v) 转台转动引起的碗的晃动、空气流动。
B1（1 分）常值零偏使每段平均值都加上同一常数，在相邻两段之差中抵消。
B2（3 分）8 个差值（10−4 ◦/s）：−9, 81, −15, −46, −40, 65, 28, −39，平方和 1.711× 10−4，

σ2(1 s) = 1.711×10−4

2×8 = 1.07 × 10−5，σ(1 s) = 3.27 × 10−3 ◦/s = 11.8 ◦/h。2 s 平均：0.79335，
0.80025，0.79290，0.79880；差值 0.00690, −0.00735, 0.00590，σ(2 s) =

√
1.364×10−4

2×3 = 4.77×
10−3 ◦/s = 17.2 ◦/h。全数据值为 16.3与 12.3 ◦/h：手算值的偏差在统计误差之内——只有 8个
与 3个差值（nc = 9与 4）时，相对不确定度约 1/

√
2(nc − 1) = 1/

√
16 = 25%与 1/

√
6 ≈ 41%

（第 7.2 节）。这说明 Allan 方差必须用长记录（以及重叠估计）。
B3（6 分）作图得：τ ≲ 2 s 斜率约 −1/2（角随机游走主导）；20–200 s 近似平台（零偏不
稳定性）；τ ≳ 500 s 有上升趋势但点很少。拟合 τ = 0.01, 0.02, 0.05, 0.1, 0.2 s：x = lg τ =

−2,−1.699,−1.301,−1,−0.699，y = lgσ = 2.177, 2.027, 1.830, 1.681, 1.534。用 A3 的公式得
b = −0.494，按残差算得 σb ≈ 0.001，a0 = 1.187。斜率接近 −1/2；它与 −1/2之差 0.006超出
σb，原因是 τ = 0.1–0.2 s 处方差中已混入约 2–4% 的零偏不稳定性贡献，使曲线略为变缓（各
点的统计误差也并不独立，σb 只是粗略估计）。把直线外推到 τ = 1 s：N = 10a0 = 15.4 ◦/h ·

√
s，

即 N = 15.4/60 = 0.26 ◦/
√

h（= 0.0043 (◦/s)/
√

Hz）。注意不宜直接读表中 τ = 1 s 的 16.3：方

差相加，τ = 1 s 处已混入零偏不稳定性的贡献（16.32 − 15.42 ≈ 52，与平台值 6.9 在统计误差
内相当），会使 N 偏大约 6%。最小值 σmin ≈ 6.9 ◦/h（τ ≈ 200 s），B = 6.9/0.664 = 10.4 ◦/h；
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因最小值处仍混有白噪声与随机游走的贡献，此值略偏高（几个百分点）。长 τ 端：扣除平台

(0.664B)2 后，按 σ2 − (0.664B)2 = K2
rwτ/3，τ = 1000 s 给出 Krw ≈ 0.36，τ = 2000 s 给出

0.11 ◦/h/
√

s，两者相差 3 倍。原因：τ = 1000 s 时只有约 10 个不重叠段，相对误差约 24%，
2000 s 时更大，且平台扣除放大了误差。结论：本记录只能给出 Krw ∼ 0.1–0.4 ◦/h/

√
s 的量级

（模拟真值 0.25），要可靠测定需要数十小时的记录。
B4（2 分）B ≈ 10 ◦/h 属表 1 的工业级/消费级边界；N ≈ 0.26 ◦/

√
h 与 ICM-42688-P

（0.0028 (◦/s)/
√

Hz → 0.17 ◦/
√

h）、BMI270（0.42 ◦/
√

h）同量级，比例题二的机械热噪声极
限（0.04 ◦/

√
h）大数倍，说明主要受电子学噪声限制。纯积分 1小时，角随机游走带来 ≈ 0.26◦

的误差，而 10 ◦/h的零偏不稳定性带来可达数度的误差——手机必须用加速度计、磁力计不断
校正姿态。

10 小结：推导链

要点：本讲的逻辑依赖

1. dA/dt|S = dA/dt|S′ +Ω ×A（式 (2.2)）⇒ 科里奥利力 −2mΩ × v′（式 (2.5)）；拉格
朗日形式中对应动能里对速度一次的项（陀螺项规则 (2.16)）。

2. 二维简并振子 =两个反向圆运动之和；两者频率差⇒振动方向以 (ω+−ω−)/2进动（引

理 (2.8)）。

3. 傅科摆：ξ̈ + 2iΩz ξ̇ + ω2
0ξ = 0 ⇒ 进动率 −Ω sinλ（式 (3.4)）。

4. MEMS：受迫振动 + 科里奥利驱动 ⇒ Y = ΩX0/
√

∆ω2 + (ω/2Q)2（式 (4.4)）；包络方
程 + 线性解调 ⇒ 频率响应 (4.7)：匹配时一阶低通，失配时 ∆f 处有谐振峰、平坦带宽

约 0.54∆f，灵敏度 × 带宽 ∼ X0（式 (4.9)）；涨落–耗散 SF = 2bkBT + 相敏解调 ⇒
N = X−1

0

√
kBT/(mωQ)（式 (4.10)）。

5. 圆环：不可伸长 u = −∂v/∂θ ⇒振型 (5.3)；惯性系动能的 Ω一次项 T1 = G(q1q̇2− q2q̇1)
⇒ 与傅科摆同形的方程 (5.12)，β = 2nΩ/(n2 + 1) ⇒ q 平面进动 −β ⇒（n 倍角）振型
进动 −KΩ，K = 2/(n2 + 1)（式 (5.13)）；推广到壳体 ⇒ 半球 K = 0.277（式 (5.15)）。

6. 缺陷：两模慢变方程 (6.4) ⇒ 阻尼不对称给出 Adler 方程 (6.5)（锁定、不均匀进动）；频
率裂分给出精确解 (6.7)（椭圆化、锁定）⇒ 修调与正交控制。

7. 噪声度量：白噪声平均方差 S/Ta（式 (2.18)）⇒ Allan 斜率 −1/2；随机游走 ⇒ +1/2；

频域公式 (7.4) ⇒ 闪烁噪声平台 0.664B。
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A 拉格朗日方程的推导

设 Np 个质点的位置 ri(q1, . . . , qf , t)。

1. 两个恒等式。速度 ṙi =
∑

j
∂ri
∂qj
q̇j +

∂ri
∂t 对 q̇j 是线性的，系数只依赖 q, t，故

∂ṙi
∂q̇j

=
∂ri
∂qj

. (A.1)

又
d
dt

∂ri
∂qj

=
∑

k
∂2ri
∂qk∂qj

q̇k +
∂2ri
∂t∂qj

= ∂ṙi
∂qj
（求导次序可交换）。

2. 把 mir̈i 投影到 ∂ri/∂qj 上。由乘积法则与上面两式：∑
i

mir̈i ·
∂ri
∂qj

=
d
dt

(∑
i

miṙi ·
∂ṙi
∂q̇j

)
−
∑
i

miṙi ·
∂ṙi
∂qj

=
d
dt
∂T

∂q̇j
− ∂T

∂qj
.
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3. 用牛顿定律。mir̈i = Fi +Ni（Ni 为约束力）。δri =
∑

j(∂ri/∂qj)δqj 是约束允许的虚位移；

理想约束意味着
∑

iNi · ∂ri/∂qj = 0。若 Fi = −∇iV，则
∑

i Fi · ∂ri/∂qj = −∂V /∂qj。合

起来： d
dt
∂T
∂q̇j

− ∂T
∂qj

= − ∂V
∂qj
；V 不含 q̇，即得式 (2.15)。

连续体（圆环）可看作极多个质元，求和变为积分；“不可伸长”是理想约束的极限（保持中线长

度的内力在不伸长的位移中不做功）。

B 圆环的弯曲能与 Hoppe 频率

推导：梁的弯曲能

梁弯曲时，距中性层 y 的纤维应变 ϵ = −y δκc（δκc 为曲率的变化），弹性能密度 1
2Eϵ

2。对截

面积分：单位长度弯曲能 1
2Eδκ

2
c

∫
y2dA = 1

2EI δκ
2
c。

推导：曲率的一阶变化

把变形后的中线写成 P (θ) = (R+ u)êr + vêθ。用 dêr/dθ = êθ、dêθ/dθ = −êr 及不可伸长条

件 v′ = −u（撇号表示 ∂/∂θ）：

P ′ = (u′ − v)êr + (R+ u+ v′)êθ = (u′ − v)êr +R êθ, P ′′ = (u′′ + u−R)êr + (u′ − v)êθ.

平面曲线曲率 κc = (P ′ ×P ′′)z/ |P ′|3。保留一阶：(P ′ ×P ′′)z = (u′ − v)2 −R(u′′ + u−R) ≈
R2 −R(u+ u′′)，|P ′| ≈ R，故

κc ≈
1

R
− u+ u′′

R2
, δκc = −u+ u′′

R2
. (B.1)

（verify_symbolic.py 由精确曲率公式展开核对。）

对第 n 阶振型 u+ u′′ = (1− n2)u，

V =
EI

2

∫ 2π

0
δκ2c R dθ = EI

2R3
(n2 − 1)2

∫ 2π

0
u2dθ = πEI(n2 − 1)2

2R3
(q21 + q22),

即 κ = πEI(n2 − 1)2/R3。与 M = πµR(1+ 1/n2) 相除得 Hoppe 公式 (5.9)。n = 1 时 ω1 = 0（刚

体平移），ω3/ω2 = 2.83。

C 一般轴对称壳的 Bryan 因子与半球

推导：K 的一般公式

壳上材料点的静止位置 r0，位移 d，惯性系速度 ḋ + Ωẑ × (r0 + d)。动能中 Ω 的一次项为

Ω
∫
ḋ · [ẑ× (r0 +d)]dm。其中 ḋ · (ẑ× r0) =

d
dt [d · (ẑ× r0)] 是全导数（且对 n ≥ 1 的振型在周

向积分为零），不影响运动方程；剩下 ḋ · (ẑ×d) = ẑ · (d× ḋ) = dρḋθ−dθḋρ，只含水平分量（dρ
为水平径向分量，dθ 为周向分量）。取两个简并振型：d = q1(Uρ cosnθ, Vθ sinnθ, Uz cosnθ) +
q2(Uρ sinnθ, −Vθ cosnθ, Uz sinnθ)（分量依次为水平径向、周向、竖直；第二个振型是第一个
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转过 π/2n）。对 θ 积分（
∫

cos2 =
∫

sin2 = π）：

T0 =
π

2
(q̇21 + q̇22)

∫
(U2

ρ + U2
z + V 2

θ )dm̃, T1 = −2πΩ
(∫

UρVθdm̃
)
(q1q̇2 − q2q̇1),

其中 dm̃ 为沿母线、单位周向角的质量元。于是 M = π
∫
|U |2 dm̃，G = −2πΩ

∫
UρVθdm̃，

β = G/M，振型相对壳体转速 −β/n ≡ −KΩ，得式 (5.14)。圆环：Uρ = 1，Vθ = −1/n

（式 (5.3)），Uz = 0，回到 2/(n2 + 1)。

推导：半球的瑞利不可伸长振型

半径 a 的球面，用从碗底极点量起的余纬 χ ∈ [0, π/2] 与方位角 θ。中面位移的经向、周向、法

向（向外）分量 uχ, uθ, w 产生的三个中面应变为 [34]

εχ =
1

a

(∂uχ
∂χ

+w
)
, εθ =

1

a

(
uχ cotχ+ 1

sinχ
∂uθ
∂θ

+w
)
, γχθ =

1

a

( 1

sinχ
∂uχ
∂θ

+
∂uθ
∂χ

−uθ cotχ
)
.

（εθ 的来源与圆环的式 (5.1) 相同：纬线圆半径 a sinχ 的变化 uχ cosχ+ w sinχ 加上周向位移
的不均匀。）瑞利的不可伸长振型为

uχ = sinχ tann χ
2 cosnθ, uθ = sinχ tann χ

2 sinnθ, w = −(n+ cosχ) tann χ
2 cosnθ, (C.1)

verify_symbolic.py 核对了它使三个应变恒为零。碗底附近（χ→ 0）位移 ∝ χn 很小，所以

这一振型与碗底支撑柄相容。水平径向分量 Uρ = uχ cosχ+w sinχ的振幅函数，dm̃ ∝ sinχ dχ
（等厚壳）。代入式 (5.14) 数值积分：n = 2 得 K = 0.2770，n = 3 得 K = 0.1622。

D 热噪声的频域验证

推导：振子位移涨落等于能量均分的要求

把白噪声力看成许多独立的、随机相位的正弦分量之和；频率在 [f, f + df ] 的分量贡献力
的方差 2SFdf（双边约定，见第 2.5 节的定义）。每个分量驱动振子，位移振幅乘以 |H| =
1/
∣∣k −mω2 + ibω

∣∣（式 (2.11)）；独立分量的方差相加：

〈
x2
〉
=

∫ ∞

0
2SF |H|2 df =

SF
πm2

∫ ∞

0

dω
(ω2

0 − ω2)2 + γ2bω
2
, γb = b/m.

记积分为 I。作代换 ω → ω2
0/ω：被积函数变为

ω2

ω2
0
· 1
(ω2

0−ω2)2+γ2bω
2（积分限不变），故

2I =

∫ ∞

0

(1 + ω2
0/ω

2) dω
(ω − ω2

0/ω)
2 + γ2b

· 1

ω2
0

=
1

ω2
0

∫ ∞

−∞

ds
s2 + γ2b

=
π

γbω
2
0

,

这里用了恒等式 (ω2
0 − ω2)2 + γ2bω

2 = ω2[(ω − ω2
0/ω)

2 + γ2b ] 与代换 s = ω − ω2
0/ω（ds =

(1 + ω2
0/ω

2)dω，s 从 −∞ 增到 ∞）。于是 I = π/(2γbω
2
0)，〈

x2
〉
=

SF
2m2γbω

2
0

=
SF
2bk

=
kBT

k
(用SF = 2bkBT ).
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E Allan 方差的频域公式与 0.664

推导：Allan 方差的频域公式

先看单个正弦分量 Ω(t) = As cos(2πft + φ0)，φ0 随机均匀分布。长 τ 的窗口平均为 Ω̄ =

As
sinπfτ
πfτ cosΦ（Φ 为窗口中心的相位）；下一窗口中心相位多 2πfτ，差值

Ω̄2 − Ω̄1 = As
sinπfτ
πfτ

[cos(Φ + 2πfτ)− cosΦ] = −2As
sinπfτ
πfτ

sin(πfτ) sin(Φ + πfτ).

对随机相位平均
〈
sin2

〉
= 1

2：
1
2

〈
(Ω̄2 − Ω̄1)

2
〉
= A2

s
sin4 πfτ
(πfτ)2

= 2 · A
2
s
2 · sin4 πfτ

(πfτ)2
，其中 A2

s/2 是该

分量的方差。随机信号在 [f, f + df ] 内的方差为 2S(f)df，各分量独立相加，即得 σ2(τ) =

4
∫∞
0 S(f) sin4(πfτ)/(πfτ)2df。

推导：两个积分

记 g(x) = sin4 x = 1
8(3− 4 cos 2x+ cos 4x)，则 g(x) = O

(
x4
)
，g′(x) = 1

8(8 sin 2x− 4 sin 4x) =

O
(
x3
)
，g′′ = 2 cos 2x− 2 cos 4x。

• 白噪声：分部积分一次，边界项为零，
∫∞
0

g
x2

dx =
∫∞
0

g′

x dx = 1
8

(
8 · π2 − 4 · π2

)
= π

4，用了∫∞
0

sin kx
x dx = π

2（k > 0）。代入式 (7.4)：σ2 = 4N2

πτ · π4 = N2

τ ，与式 (7.2) 一致。

• 闪烁噪声：分部积分两次，边界项为零，
∫∞
0

g
x3

dx = 1
2

∫∞
0

g′′

x dx =
∫∞
0

cos 2x−cos 4x
x dx =

ln 4
2 = ln 2。最后一步是 Frullani 积分

∫∞
0

cos ax−cos bx
x dx = ln b

a：因
cos ax−cos bx

x =∫ b
a sin(kx)dk，乘收敛因子 e−ϵx 后交换积分次序，

∫∞
0 e−ϵx sin kx dx = k

k2+ϵ2
→ 1

k，再

对 k 积分得 ln(b/a)。

（verify_symbolic.py 数值核对两积分；gen_allan_data.py 用模拟数据核对平台值。）

F 两个用到的积分

推导：一个三角函数积分

要证明：当 a > |b| 时 ∫ 2π

0

dx
a− b sinx =

2π√
a2 − b2

.

展开为几何级数 1
a−b sinx = 1

a

∑
k≥0

(
b
a

)k sink x（因 |b sinx/a| < 1）。奇次项在一周上平均为零；

sin2j x 的一周平均为
(
2j
j

)
/4j。由二项式级数 (1− 4z)−1/2 =

∑
j

(
2j
j

)
zj，取 z = b2/4a2：∫ 2π

0

dx
a− b sinx =

2π

a

∑
j

(
2j

j

)( b2
4a2

)j
=

2π

a

1√
1− b2/a2

=
2π√
a2 − b2

.

用于 Adler 周期：令 x = 2ψ，TA =
∫ π
0

dψ
|β−∆γ

2
sin 2ψ| =

1
2 · 2π√

β2−∆γ2/4
。
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G 名词解释

本讲术语的中英对照与一句话定义见表 6。

表 6 名词解释（中英对照）

名词 一句话定义

科里奥利力（Coriolis
force）

转动系中的惯性力 −2mΩ× v′，垂直于相对速度、不做功

简并（degeneracy） 两个（或多个）独立振动模式频率相同，其任意组合仍是同频率振

动

品质因数（quality fac-
tor）

Q = 2π× 储能/每周期损耗；共振峰相对宽度的倒数

慢变包络（slowly vary-
ing envelope）

把 x = Re[Aeiωt] 中缓慢变化的复振幅 A 作为未知量的近似方法

模态匹配（mode match-
ing）

使 MEMS 陀螺检测模态与驱动模态频率相同，以获得 Q 倍灵敏度

正交误差（quadrature
error）

与驱动位移同相（与科里奥利力差 90◦）的寄生耦合信号

不可伸长条件（inexten-
sional）

薄环/壳低阶振动中中面不伸长：u = −∂v/∂θ

Bryan因子（Bryan fac-
tor）

振型相对壳体以 −KΩ进动的系数；圆环 2/(n2+1)，半球约 0.277

力平衡模式（force-to-
rebalance）

用反馈力把振型钉住，反馈力正比于角速度（速率陀螺）

全角模式（whole-angle） 振型自由进动，读出振型角得到转角（速率积分陀螺）
锁定（lock-in） 缺陷产生的“恢复力矩”使振型停在某方位，小于阈值的转动测不

出

涨落–耗散关系 热平衡中随机力强度与阻尼成正比：SF = 2bkBT

角随机游走（ARW） 白噪声角速度积分成角度后误差按 N
√
t 增长

零偏不稳定性（bias in-
stability）

闪烁噪声造成的零偏缓慢游荡，Allan 偏差平台 0.664B

Allan 方差 相邻两段平均值之差的均方的一半，随平均时间 τ 变化
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