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1 导读

球是静电学里最好算的形体：均匀带电球的外场与点电荷一样，导体球的电容是 4πε0R，介质

球放进匀强电场，内部场仍然均匀。把球沿三个互相垂直的方向分别拉伸，得到椭球。椭球没有球

那样的旋转对称性，可是上面这些“好算”的性质几乎都还在，只是换了一种更深的形式：

• 二次型。均匀带电椭球内部的电势是坐标的二次多项式 ϕ0 −
∑

iBix
2
i，所以内部电场是坐标

的线性函数。均匀极化相当于两个错开一点的均匀带电椭球之差，于是均匀极化的椭球内部

电场处处相同。反过来，“牛顿定理之逆”（Dive 1931、Nikliborc 1932，据文献 [1] 转述）说：
在适当的正则性条件下（有界、补集连通），内部电势为二次多项式的均匀带电体只能是椭

球。这是“退极化因子”“退磁因子”之所以能定义成三个常数的原因。

• 共焦族。与一个椭球“共焦”的一族椭球面（第 3.2 节）恰好是带电导体椭球外部的等势面。
这族曲面连同与它正交的两族双曲面构成一套正交坐标，在这套坐标里拉普拉斯方程变成常

微分方程。
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• 尖端。细长导体椭球尖端的面电荷密度是赤道处的 c/a 倍（c、a 为长、短半轴），不带电的

细长导体椭球放在沿轴的外电场中，尖端场强是外场的 1/Nz 倍（Nz 为退极化因子，细针时

≈ (c/a)2/[ln(2c/a)− 1]）。避雷针、场发射尖端的场强增强都可以用它估算。

本讲围绕三个问题展开：(1) 导体椭球的电容；(2) 均匀带电椭球的电势；(3) 旋转椭球沿长轴
的极化（介质椭球放在匀强电场中）。它们之间的逻辑关系见图 1：导体问题给出共焦椭球族上的
外部电势和“相似椭球壳”的电荷分布；把实心均匀椭球切成一层层这样的薄壳，叠加就得到均匀

带电椭球的电势；对均匀带电椭球的电势求一次导数，就得到均匀极化椭球的场。同一个结论我们

都会用两三种方法推出，并比较它们各自的妙处。

前置数学（第 3、4 节）
共焦二次曲面族 ∑x2

i /(a2
i + s) = 1：过每点三张、两两正交　　正交曲线坐标与拉梅系数

旋转椭球坐标 z + iρ = fcosh(ξ + iη)（“双曲坐标”）　　勒让德函数 Pn, Qn (n ≤ 2)

导体椭球（第 5 节）
Φ = Q

8πε0
∫ ∞

λ
dt

Δ(t)
C = 8πε0/I(0)

σ = Qh/(4πabc)
A 坐标法　B 焦线电荷

C 相似椭球壳　D 仿射伸缩

均匀带电椭球（第 6 节）
Φin = ϕ0 − ρ

2ε0
∑Nix2

i

∑Ni = 1
一 叠加相似薄壳
二 猜解 + 唯一性

三 射线法　四 P2Q2 坐标法

均匀极化椭球（第 7 节）
Ein = −NzP/ε0（均匀）

Ein = E0
1 + Nz(εr − 1)

一 两个错开的带电椭球
二 分离变量 P1Q1

例题与实验（第 8、9 节）
避雷针尖端增强 1/Nz；共焦椭球电容器；倾斜介质针的力矩；屏上圆孔的漏场；用平行板电容器测退极化因子

壳外势壳内常数 −δ∂z

Q0 Q1λ(x)，∇λ

Ni = −abc∂I/∂(a2
i )，C = 4πε0abc/∑Nia2

i

图 1 本讲的结构。上：前置数学；中：三个主问题及每个问题用到的几种方法；箭头表示前一问题的结果
被后一问题使用；下：例题与实验题。图中 I(0) =

∫∞
0

dt/∆(t)，h 为中心到切平面的距离，Ni 为退极化因
子，均在正文中定义。

注：关于“双曲坐标”这个叫法

本讲的核心工具是旋转椭球坐标（prolate/oblate spheroidal coordinates，长球坐标/扁球坐标）
和一般的椭球坐标（ellipsoidal coordinates）。它们的坐标曲面由共焦的椭球面和双曲面组成，
参数化要用双曲函数 cosh、sinh，例如长旋转椭球坐标 z = f cosh ξ cos η、ρ = f sinh ξ sin η
（第 4.2 节），所以课堂上常把这套做法叫作“双曲坐标法”。本讲沿用这一叫法时，指的就是这
套坐标。数学手册里另有一种平面坐标也叫“双曲坐标”（hyperbolic coordinates，以 xy = 常

数的双曲线为坐标线），与本讲无关。

学习目标 学完本讲，你应当能够：(1) 证明共焦二次曲面过每点三张、两两正交，求椭球参数
λ(x) 的梯度与拉普拉斯；(2) 用复映射 z + iρ = f cosh(ξ + iη) 建立旋转椭球坐标，分离变量构造
Q0, Q1, Q2；(3) 用多种方法求导体椭球的电容与面电荷、均匀带电椭球的内外电势、匀强场中介
质椭球的内部场，并能比较各法的妙处；(4) 用退极化因子分析尖端增强、力矩、漏场等问题，处
理“用平行板电容器测退极化因子”的实验数据。
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前置知识：本讲需要的普通物理与数学

• 电磁学：库仑定律与叠加原理，电势，高斯定理的积分形式，导体静电平衡（导体内部场
为零、导体是等势体、电荷分布在表面、表面外侧场强 σ/ε0），电偶极子，电介质的极化

强度 P 与电位移 D（第 7.1 节会复习）。

• 数学：多元函数的偏导数与链式法则、隐函数求导、重积分与变量代换、泰勒展开、复数
的指数形式 eiθ = cos θ + i sin θ、双曲函数 coshx = (ex + e−x)/2、sinhx = (ex − e−x)/2

及其反函数、高斯积分
∫∞
−∞ e−x2dx =

√
π。

本讲新引入的工具——散度与拉普拉斯算子、泊松方程与唯一性定理、二次曲面与共焦族、正

交曲线坐标与拉梅系数、旋转椭球坐标与椭球坐标、勒让德方程与 Qn、相似椭球壳、退极化

因子、格林互易定理、加权最小二乘——都在首次使用前给出定义与推导。

建议学时 讲授 2 学时（第 3–7 节主线：前置数学 25 分钟，导体椭球 25 分钟，均匀带电椭球与
退极化因子 25 分钟，极化 15 分钟）；例题与实验题另需 2–3 学时；附录供课后研读。

2 名词与符号

几点说明：

• 字母 Q 不带下标时是电荷，带下标 Q0、Q1 时是勒让德函数。λ 不带下标时是共焦参数，线

电荷密度写作 λℓ。

• 一般三轴椭球的公式对 a, b, c 的大小顺序没有要求；只有在讨论“过一点的三张曲面”时约

定 a > b > c。

• 旋转椭球一律以 z 为对称轴：c > a 是长（雪茄形）椭球，c < a 是扁（铁饼形）椭球。

• 斜体 e 是离心率，正体 e 是自然对数的底。

• 例题与实验题中另用的字母（β、τ、K、κ、d、U0 等）在用到时定义；局部推导中的辅助记

号（如 Λ、Θ、Ψ）只在该推导内有效。

3 前置数学 I：二次曲面与共焦族

3.1 椭球与双曲面

定义：二次曲面的三种标准形

设 A,B,C 是非零实数。方程
x2

A
+
y2

B
+
z2

C
= 1 (3.1)

所表示的曲面叫中心二次曲面，其形状由 A,B,C 的正负决定：

• A,B,C 全正：椭球面，半轴为
√
A,

√
B,

√
C；用垂直于任一坐标轴的平面去截，截线都



3 前置数学 I：二次曲面与共焦族 5

表 1 本讲符号表

符号 含义 单位

a, b, c；ai 椭球沿 x, y, z 的半轴；a1 = a, a2 = b, a3 = c m
xi 直角坐标 x1 = x，x2 = y，x3 = z m
ρ，φ 柱坐标：到 z 轴的距离、方位角 m，1
旋转椭球 以 z 为对称轴，赤道半轴 a(= b)，极半轴 c

f 焦距（两焦点间距离的一半）：长椭球
√
c2 − a2，扁椭球

√
a2 − c2 m

e 离心率：长椭球 f/c，扁椭球 f/a 1
s 共焦族参数，曲面

∑
i x

2
i /(a

2
i + s) = 1 m2

λ, µ, ν 过一点的三个共焦参数（椭球坐标），λ > µ > ν m2

∆(t)
√

(a2 + t)(b2 + t)(c2 + t) m3

I(λ)，Ji(λ)
∫∞
λ

dt
∆(t)
，

∫∞
λ

dt
(a2

i+t)∆(t)
m−1，m−3

Γ
∑

i x
2
i /(a

2
i + λ)2，|∇λ| = 2/

√
Γ m−2

h 椭球中心到表面某点切平面的距离 m
ξ, η 旋转椭球坐标；u = cosh ξ，v = cos η（长椭球） 1
H1, H2, H3 拉梅系数（标度因子） 视坐标而定

Pn，Qn 第一、二类勒让德函数（只用 n = 0, 1, 2） 1
Φ 电势 V
Q；σ；ρe 总电荷；面电荷密度；体电荷密度 C；C/m2；C/m3

λℓ 线电荷密度 C/m
C 电容 F
m；k 相似椭球的相似比；相似壳外表面的放大比 1
q 小轴比（短半轴/长半轴，渐近展开用）；§4.1 的 qi 为一般曲线坐标 1
Ni；Nz, Nx 退极化因子；旋转椭球沿对称轴、垂直对称轴的值 1
P，D 极化强度，电位移 C/m2

εr，χ = εr − 1 相对介电常数，极化率 1
E0，Ein 外加匀强电场，椭球内部电场 V/m
α̃i 约化极化率：偶极矩 pi = ε0V α̃iE0,i 1
V 椭球体积 4

3
πabc m3

是椭圆。

• 两正一负（如 C < 0）：单叶双曲面。它是连通的一张曲面，像冷却塔：用 z = 常数去截

得椭圆，用含 z 轴的平面去截得双曲线。

• 一正两负（如 B,C < 0）：双叶双曲面。x2/A = 1+ y2/|B|+ z2/|C| ≥ 1，所以曲面分成

x ≥
√
A 与 x ≤ −

√
A 两叶，像两只相背的碗。

（三个都负时方程无实点。）

定义：旋转椭球、焦点与离心率

a = b 时椭球面
x2 + y2

a2
+
z2

c2
= 1 是椭圆绕 z 轴旋转一周而成，叫旋转椭球面。

• c > a：长旋转椭球。它的子午截线（含 z 轴的平面截出的椭圆）以 z = ±f、f =
√
c2 − a2

为焦点，椭圆上任一点到两焦点距离之和等于长轴 2c。离心率 e = f/c。
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• c < a：扁旋转椭球。子午截线的焦点在赤道面内，到 z 轴的距离 f =
√
a2 − c2；两焦点

绕 z 轴旋转形成半径 f 的焦圆。离心率 e = f/a。

3.2 共焦二次曲面族

定义：共焦二次曲面族

给定 a > b > c > 0。对实参数 s ̸= −a2,−b2,−c2，曲面

x2

a2 + s
+

y2

b2 + s
+

z2

c2 + s
= 1 (3.2)

组成一个单参数曲面族，叫共焦二次曲面族。由上面的分类：

• s > −c2：三个分母全正，是椭球面；s = 0 就是给定的椭球。

• −b2 < s < −c2：一负两正，单叶双曲面（绕 z 方向“开口”）。

• −a2 < s < −b2：两负一正，双叶双曲面（两叶分在 x > 0 与 x < 0）。

“共焦”的含义：族中任意两员的半轴平方之差相同，(a2 + s)− (b2 + s) = a2 − b2 等与 s 无关。

因此族中每个曲面被三个坐标平面截出的二次曲线都有相同的焦点。例如 y = 0 平面上的截线

是
x2

a2 + s
+

z2

c2 + s
= 1，焦点在 x = ±

√
a2 − c2，与 s 无关。

推导：过空间每一点恰有三张共焦曲面

固定一点 (x, y, z)（三个坐标都不为零），考虑 s 的函数

F (s) =
x2

a2 + s
+

y2

b2 + s
+

z2

c2 + s
− 1. (3.3)

过该点的共焦曲面对应 F (s) = 0 的根。

1. 单调性：F ′(s) = −
∑

i x
2
i /(a

2
i + s)2 < 0，所以在每个不含极点的区间上 F 严格递减，每

个区间至多一个根。

2. 区间 (−c2,∞)：s→ −c2+ 时 z2/(c2 + s) → +∞，s→ ∞ 时 F → −1，由连续性恰有一

根 λ。区间 (−b2,−c2)：左端 y2/(b2 + s) → +∞、右端 z2/(c2 + s) → −∞，恰有一根 µ。

区间 (−a2,−b2) 同理恰有一根 ν。区间 (−∞,−a2)：分母全负，F < −1，无根。

另一方面，F (s) = 0 两边乘以 (a2 + s)(b2 + s)(c2 + s) 得到 s 的三次方程，最多三个根。所以

过每一点恰有三张共焦曲面：一个椭球面（λ）、一个单叶双曲面（µ）、一个双叶双曲面（ν），

见图 2。点落在坐标平面上时（某个 xi = 0），相应的极点消失，由连续性 µ 或 ν 退到区间端

点，三个根仍唯一确定。
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推导：三张曲面两两正交

曲面 G(x) = 1 在某点的法向沿梯度 ∇G。对参数为 s1 的曲面，G =
∑

i x
2
i /(a

2
i + s1)，法向

n1 ∝
(

x

a2 + s1
,

y

b2 + s1
,

z

c2 + s1

)
（公共因子 2 已略去）。参数为 s2 的曲面同理。两法向的点积

n1 · n2 ∝
∑
i

x2i
(a2i + s1)(a2i + s2)

.

用部分分式
1

(a2i + s1)(a2i + s2)
=

1

s2 − s1

[
1

a2i + s1
− 1

a2i + s2

]
改写：

∑
i

x2i
(a2i + s1)(a2i + s2)

=
1

s2 − s1

[∑
i

x2i
a2i + s1

−
∑
i

x2i
a2i + s2

]
.

(3.4)

若两张曲面都过该点，方括号里两个和都等于 1，差为零；而 s1 ̸= s2。所以 n1 · n2 = 0：过

同一点的两张不同共焦曲面在该点正交。

−a2 −b 2 −c2 0 3 6
参数 s

−4
−3
−2
−1

0
1
2
3
4

F(
s)

=
∑ i

x2 i/
(a

2 i
+

s)
−

1 λμν

(a) 过一点的三个共焦参数

−4
0

4x −3
0

3
y

−2
0
2

z
X

(b) 椭球（红）、单叶（绿）与双叶（橙）双曲面

图 2 (a) 对点 X = (1.6, 1.2, 0.9)、a2, b2, c2 = 9, 4, 1，函数 F (s)（式 (3.3)）在三个极点之间各有一个零点
λ = 0.834、µ = −2.668、ν = −7.355。(b) 过 X 的三张共焦曲面：椭球面、单叶双曲面、双叶双曲面（只
画 x > 0 一叶），它们在 X 点两两正交。

退化的成员 s 从上方趋于 −c2 时，椭球的 z 半轴
√
c2 + s→ 0，椭球被压扁成 z = 0 平面内的一

块椭圆面
x2

a2 − c2
+

y2

b2 − c2
≤ 1，叫焦椭圆盘。族中所有椭球都“包着”它。对旋转椭球（a = b）

有两种情形：

• 长椭球（c > a）：共焦族
x2 + y2

a2 + s
+

z2

c2 + s
= 1 的最小成员（s → −a2）是 z 轴上的线段

|z| ≤ f，即两焦点之间的焦线段；

• 扁椭球（c < a）：最小成员（s→ −c2）是赤道面上半径 f 的焦圆盘。

第 5.4 节会看到，导体椭球外部的场就像是电荷集中在这块退化的“焦面”上产生的。
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3.3 椭球参数 λ(x) 及其梯度

下面固定一个椭球（s = 0 的成员），研究它外部的点。

定义：椭球参数 λ

对空间任一点 x，λ(x) 是方程
∑

i x
2
i /(a

2
i + λ) = 1 的最大根，即过该点的那个共焦椭球的参

数。由上面的单调性论证：点在椭球外部时 λ > 0，在椭球面上 λ = 0，在内部 λ < 0。远处

r → ∞ 时 a2i 相对 λ 可略，
∑
x2i /λ ≈ 1，即

λ ≈ r2 (r ≫ a, b, c). (3.5)

λ 的等值面就是共焦椭球族。这里没有要求 a > b > c。

后面反复要用 λ 的梯度与拉普拉斯。先定义两个记号：

Ai ≡ a2i + λ, Γ ≡
∑
i

x2i
A2

i

. (3.6)

推导：∇λ：隐函数求导

λ(x) 由
∑

j x
2
j/Aj = 1 隐式确定。两边对 xi 求偏导，注意 Aj = a2j + λ 通过 λ 依赖 xi：

2xi
Ai

−
∑
j

x2j
A2

j

∂λ

∂xi
= 0.

第二项的和就是 Γ，所以

∂λ

∂xi
=

2xi
AiΓ

, |∇λ|2 =
∑
i

4x2i
A2

iΓ
2
=

4

Γ
. (3.7)

∇λ 沿共焦椭球的法向 (xi/Ai)，与上一小节的法向一致。

推导：∇2λ

拉普拉斯算子 ∇2 ≡
∑

i ∂
2/∂x2i。对式 (3.7) 的第一式再对 xi 求偏导（不求和），用乘积法则，

三项分别来自 xi、1/Ai、1/Γ：

∂2λ

∂x2i
=

2

AiΓ
− 2xi
A2

iΓ

∂λ

∂xi
− 2xi
AiΓ2

∂Γ

∂xi
.

其中 Γ 既显含 xi，又通过 λ 依赖 xi： ∂Γ
∂xi

=
2xi
A2

i

− 2Λ ∂λ
∂xi
，Λ ≡

∑
j x

2
j/A

3
j。代入 ∂iλ 的表达

式后对 i 求和，逐项计算：

• 第一项： 2

Γ

∑
i

1

Ai
；

• 第二项：−
∑

i

2xi
A2

iΓ
· 2xi
AiΓ

= −4Λ

Γ2
；

• 第三项：−
∑

i

2xi
AiΓ2

(
2xi
A2

i

− 2Λ
2xi
AiΓ

)
= −4Λ

Γ2
+

8Λ

Γ3
Γ = +

4Λ

Γ2
。
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后两项相消，得

∇2λ =
2

Γ

∑
i

1

a2i + λ
,

∇2λ

|∇λ|2
=

1

2

∑
i

1

a2i + λ
=

d
dλ ln∆(λ)

(3.8)

最后一步用了 ∆(λ) =
√
(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)，ln∆ = 1

2

∑
i ln(a2i + λ)。

式 (3.8) 的关键在于：比值 ∇2λ/|∇λ|2 只依赖 λ，不依赖点在共焦椭球面上的位置。第 5.2 节
会看到，这正是“只依赖 λ 的调和函数”存在的条件。

定义：中心到切平面的距离 h

椭球面
∑
x2i /a

2
i = 1 上一点 x0 处的切平面方程是

∑
i x0ixi/a

2
i = 1（法向 (x0i/a

2
i )，且过 x0）。

原点到这个平面的距离为

h(x0) =
1√∑
i x

2
0i/a

4
i

=
1√
Γ

∣∣∣
λ=0

. (3.9)

所以在椭球面上 |∇λ| = 2/
√
Γ = 2h。在长椭球的尖端（z = c）h = c，在赤道 h = a。

4 前置数学 II：正交曲线坐标与旋转椭球坐标

4.1 正交曲线坐标与拉梅系数

定义：曲线坐标、拉梅系数

用三个数 (q1, q2, q3) 标记空间的点，r = r(q1, q2, q3)。固定 q2, q3、只让 q1 变化，点画出一条

坐标线；固定 q1 得到一张坐标面。若三族坐标线处处两两垂直，称为正交曲线坐标。这时线

元的平方没有交叉项：
ds2 = H2

1dq21 +H2
2dq22 +H2

3dq23,

Hi =

∣∣∣∣ ∂r∂qi
∣∣∣∣ . (4.1)

Hi 叫拉梅系数（标度因子）：qi 增加 dqi 时点移动的距离是 Hidqi。例：球坐标 (r, θ, φ) 中

Hr = 1，Hθ = r，Hφ = r sin θ。

推导：梯度、散度与拉普拉斯算子

记 êi 为沿 qi 增加方向的单位矢量。

1. 梯度：沿 ê1 走 ds = H1dq1，函数改变 ∂Φ
∂q1

dq1，所以方向导数 ê1 · ∇Φ = 1
H1

∂Φ
∂q1
：

∇Φ =
∑
i

1

Hi

∂Φ

∂qi
êi. (4.2)

2. 散度：矢量场 F 的散度 ∇·F 定义为“穿出单位体积的通量”（直角坐标中即
∑
∂Fi/∂xi；

由高斯定理，
∮
F · dS =

∫
∇ · F dV）。取由 qi 到 qi + dqi 围成的小“曲边盒”，体积

H1H2H3dq1dq2dq3。垂直于 ê1 的一对面，面积为 H2H3dq2dq3，但面积本身随 q1 变化，
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所以净穿出通量是 ∂
∂q1

(H2H3F1)dq1dq2dq3。三对面相加再除以体积：

∇ · F =
1

H1H2H3

[ ∂

∂q1
(H2H3F1)

+
∂

∂q2
(H3H1F2)

+
∂

∂q3
(H1H2F3)

]
.

(4.3)

3. 拉普拉斯算子：∇2Φ = ∇ · ∇Φ，把式 (4.2) 的分量 Fi =
1
Hi
∂iΦ 代入式 (4.3)：

∇2Φ =
1

H1H2H3

×
3∑

i=1

∂

∂qi

(
H1H2H3

H2
i

∂Φ

∂qi

)
.

(4.4)

核对：球坐标中 H1H2H3 = r2 sin θ，i = r 一项给出 1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂Φ∂r

)
，正是熟悉的径向部分。

前置知识：泊松方程、拉普拉斯方程与唯一性定理

• 由高斯定理
∮
E · dS = Q内/ε0 用于小体积，得 ∇ ·E = ρe/ε0；代入 E = −∇Φ 得泊松

方程 ∇2Φ = −ρe/ε0。没有电荷处为拉普拉斯方程 ∇2Φ = 0，其解叫调和函数。

• 两种媒质（或真空中一层面电荷 σ）的分界面上：Φ 连续；电场的法向分量跳变 En,外 −
En,内 = σ/ε0（对紧贴界面的扁盒用高斯定理）；切向分量连续。

• 唯一性定理：空间中有若干导体，给定每个导体的总电荷（或电势），导体外的电荷分
布已知，且无穷远处 Φ → 0，则静电场唯一。证明：设有两个解，差 w = Φ1 − Φ2 在

导体外满足 ∇2w = 0，在每个导体上为常数 wk，每个导体上的电荷差为零。对恒等式

∇ · (w∇w) = |∇w|2 + w∇2w 在导体外全空间积分，用高斯定理把左边化为导体表面与

无穷远球面的面积分：每个导体表面贡献 wk

∮
∇w · dS ∝ wk × (电荷差) = 0，无穷远处

w ∼ 1/r、|∇w| ∼ 1/r2，面积分 ∼ 1/r → 0。于是
∫
|∇w|2dV = 0，∇w = 0，两个解的

场相同 [2]。

用法：只要“猜”出一个满足方程与全部边界条件的解，它就是唯一的那个解。本讲多次这样

用。

4.2 旋转椭球坐标（“双曲坐标”）

先在含 z 轴的子午平面内工作，用 z 和 ρ ≥ 0（到 z 轴的距离）作坐标，最后再绕 z 轴转出

方位角 φ。
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定义：长旋转椭球坐标

取 f > 0。引入复数 w = ξ + iη（ξ ≥ 0，0 ≤ η ≤ π），令

z + iρ = f cosh(ξ + iη),

即 z = f cosh ξ cos η, ρ = f sinh ξ sin η
(4.5)

三维中 x = ρ cosφ，y = ρ sinφ。实部虚部的拆分来自 cosh(ξ + iη) = 1
2(eξeiη + e−ξe−iη) 与

e±iη = cos η ± i sin η。

坐标面 由 cos2 η + sin2 η = 1 与 cosh2 ξ − sinh2 ξ = 1 分别消去 η 和 ξ：

z2

f2 cosh2 ξ
+

ρ2

f2 sinh2 ξ
= 1,

z2

f2 cos2 η − ρ2

f2 sin2 η
= 1.

(4.6)

• ξ = 常数：长旋转椭球，极半轴 c = f cosh ξ，赤道半轴 a = f sinh ξ，c2 − a2 = f2——所

有 ξ 面以 z = ±f 为公共焦点，是一个共焦族。ξ → 0 时退化为焦线段 |z| ≤ f；ξ → ∞ 时
c ≈ a ≈ feξ/2，趋于大球面。

• η = 常数：以同样两点为焦点的双叶双曲面（η < π/2 为 z > 0 一叶，η > π/2 为 z < 0 一

叶），η = π/2 退化为赤道面，η = 0, π 退化为 z 轴上 |z| ≥ f 的两段。

• φ = 常数：含 z 轴的半平面。

它就是第 3.2 节的共焦族在两条半轴相等时的情形（这里以对称轴为 z，不再沿用 a > b > c 的顺

序）：椭球面（ξ）与双叶双曲面（η）之外，原来的单叶双曲面族退化成了 φ = 常数的半平面族。

用两焦点的距离 r1（到 z = −f）、r2（到 z = +f）表示：r1 + r2 = 2f cosh ξ，r1 − r2 = 2f cos η
（椭圆与双曲线的焦半径性质），所以

u ≡ cosh ξ = r1 + r2
2f

, v ≡ cos η =
r1 − r2
2f

. (4.7)

这在数值计算中很方便（不必解方程就能从 (ρ, z) 得到 (ξ, η)）。

推导：拉梅系数：复映射一步到位

记 Z ≡ z+ iρ = f coshw。coshw = 1
2(eξeiη+e−ξe−iη)，直接逐项求偏导：∂ξ 给出 1

2(ew−e−w) =

sinhw；由 ∂ηe±iη = ±i e±iη，∂η 给出 i sinhw。即
∂Z

∂ξ
= f sinhw,

∂Z

∂η
= if sinhw =⇒ dZ = f sinhw (dξ + i dη).

子午面内的线元平方 dz2 + dρ2 = |dZ|2，而 |dξ + i dη|2 = dξ2 + dη2，所以

dz2 + dρ2 = f2| sinhw|2(dξ2 + dη2).

没有 dξ dη 交叉项——ξ 线与 η 线正交；且两个方向的拉梅系数相等。唯一的例外是 sinhw = 0

处（w = 0 或 iπ，即两个焦点），那里 Hξ = Hη = 0，坐标奇异。由 sinhw = sinh ξ cos η +
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i cosh ξ sin η，| sinhw|2 = sinh2 ξ cos2 η+cosh2 ξ sin2 η = sinh2 ξ+sin2 η。加上绕轴方向的 ρ2dφ2：

Hξ = Hη = f

√
sinh2 ξ + sin2 η,

Hφ = ρ = f sinh ξ sin η.
(4.8)

注：复映射的妙处

凡是 Z = g(w)（w 的幂级数或 e±w 的组合）都有 dZ = g′(w)dw、|dZ|2 = |g′|2(dξ2 + dη2)：
在 g′ ̸= 0 处网格自动正交、两个拉梅系数自动相等，省去逐个计算 ∂ξr · ∂ηr。扁椭球坐标只是
把 cosh 换成 sinh。

拉普拉斯算子 代入式 (4.4)。妙处在于 HξHηHφ

H2
ξ

= Hφ = f sinh ξ sin η，那个麻烦的根号消掉了；

η 方向同理。于是

∇2Φ =
1

f2(sinh2 ξ + sin2 η)

×
[

1

sinh ξ
∂

∂ξ

(
sinh ξ ∂Φ

∂ξ

)
+

1

sin η
∂

∂η

(
sin η∂Φ

∂η

)]
+

1

f2 sinh2 ξ sin2 η

∂2Φ

∂φ2
.

(4.9)

对轴对称的 Φ（不依赖 φ），换用 u = cosh ξ ∈ [1,∞)、v = cos η ∈ [−1, 1]：du = sinh ξ dξ，所以
1

sinh ξ∂ξ(sinh ξ ∂ξΦ) = ∂u(sinh2 ξ ∂uΦ) = ∂u
(
(u2 − 1)∂uΦ

)
；η 部分同理变为 ∂v

(
(1− v2)∂vΦ

)
。轴对

称的拉普拉斯方程成为
∂

∂u

[
(u2 − 1)

∂Φ

∂u

]
+

∂

∂v

[
(1− v2)

∂Φ

∂v

]
= 0.

(4.10)

定义：扁旋转椭球坐标

z + iρ = f sinh(ξ + iη),

z = f sinh ξ cos η, ρ = f cosh ξ sin η.
(4.11)

ξ =常数是扁旋转椭球
z2

f2 sinh2 ξ
+

ρ2

f2 cosh2 ξ
= 1（极半轴 c = f sinh ξ，赤道半轴 a = f cosh ξ，

a2 − c2 = f2），ξ = 0 退化为半径 f 的焦圆盘；η = 常数是单叶双曲面。同样的复映射论证给

出 Hξ = Hη = f | coshw| = f
√

sinh2 ξ + cos2 η，Hφ = f cosh ξ sin η。以 u = sinh ξ ∈ [0,∞)、

v = cos η 为变量，轴对称拉普拉斯方程为

∂

∂u

[
(u2 + 1)

∂Φ

∂u

]
+

∂

∂v

[
(1− v2)

∂Φ

∂v

]
= 0.

(4.12)

（核对：固定 r 令 f → 0，f cosh ξ ≈ f sinh ξ ≈ r，η 成为极角，式 (4.10) 回到球坐标的拉普
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拉斯方程。）

交互演示：长/扁旋转椭球坐标网格：拖动滑块改变 ξ0、η0，高亮对应的坐标椭圆与双曲线，读出该点
的直角坐标、两焦半径之和与差、拉梅系数，并数值显示两族曲线在交点处的夹角（应为 90°）。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 ellipsoid-coords）。

−2 −1 0 1 2
ρ（子午面内，左半为 φ + π 一侧）

−2

−1

0

1

2

z

F2 (z = f)

F1 (z = −f)

ξ = 1.15

η = 45 ∘

(a) 长旋转椭球坐标 z + iρ = fcosh(ξ + iη)

−2 −1 0 1 2
ρ（子午面内，左半为 φ + π 一侧）

−2

−1

0

1

2

z

焦圆盘

(b) 扁旋转椭球坐标 z + iρ = fsinh(ξ + iη)

图 3 子午面内的旋转椭球坐标网格（f = 1）。蓝：ξ = 0.25, 0.5, 0.8, 1.15, 1.5；红：η = 15◦, 30◦, . . . , 165◦。
(a) 长椭球坐标，ξ = 0 退化为两焦点之间的焦线段（粗黑线）；(b) 扁椭球坐标，ξ = 0 退化为半径 f 的焦
圆盘（粗黑线为其截面）。(a) 中蓝线满足 r1 + r2 = 2f cosh ξ，红线满足 r1 − r2 = 2f cos η。

4.3 分离变量与勒让德函数

推导：分离变量得勒让德方程

在式 (4.10) 中试探 Φ = U(u)V (v)，代入后除以 UV：

1

U

d
du

[
(u2 − 1)

dU
du

]
= − 1

V

d
dv

[
(1− v2)

dV
dv

]
.

左边只依赖 u，右边只依赖 v，两者恒等只能都等于同一常数，记为 n(n+ 1)。于是 U、V 满

足同一个方程
d
dt

[
(1− t2)

dy
dt

]
+ n(n+ 1) y = 0, (4.13)

只是 V 的自变量 t = v ∈ [−1, 1]，U 的自变量 t = u ≥ 1。式 (4.13) 叫勒让德方程。在球坐标
中分离变量得到的角向方程正是它（t = cos θ）。

定义：Pn 与 Qn（n = 0, 1, 2）

本讲只需要 n = 0, 1, 2。

• 第一类勒让德函数（勒让德多项式）P0(t) = 1，P1(t) = t，P2(t) =
1
2(3t

2 − 1)。直接代入

即可验证，例如 n = 2：[(1 − t2) · 3t]′ + 6 · 1
2(3t

2 − 1) = 3 − 9t2 + 9t2 − 3 = 0。它们在

t = ±1（即 z 轴上）有限，所以角向因子 V (v) 取它们。

• 第二类勒让德函数 Qn 是方程的另一个独立解。已知一个解 Pn 时，令 y = Pnw 代

入式 (4.13)：(1 − t2)y′ = (1 − t2)P ′
nw + (1 − t2)Pnw

′，再求导并加上 n(n + 1)Pnw，

含 w 本身的项合起来是 w{[(1 − t2)P ′
n]

′ + n(n + 1)Pn} = 0（Pn 满足方程），剩下
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(1− t2)P ′
nw

′ + [(1− t2)Pnw
′]′ = 0。乘以 Pn，左边恰是一个全导数：[(1− t2)P 2

nw
′]′ = 0，

于是 w′ =常数/[(1− t2)P 2
n ]（“降阶法”）。对 t = u > 1 取常数使 w → 0（u→ ∞）：

Qn(u) = Pn(u)

∫ ∞

u

dt
(t2 − 1)Pn(t)2

, (4.14)

用部分分式逐个积出：

Q0(u) =
1

2
ln u+ 1

u− 1
= artanh 1

u
, (4.15)

Q1(u) = uQ0(u)− 1, (4.16)

Q2(u) = P2(u)Q0(u)− 3
2u. (4.17)

（例如 1
t2(t2−1)

= 1
t2−1

− 1
t2
；Q2 也可直接代入方程验证。）

检验：Qn 的性质

• 满足方程：Q′
0 = − 1

u2 − 1
，故 (1−u2)Q′

0 = 1，导数为零。Q′
1 = Q0−

u

u2 − 1
，(1−u2)Q′

1 =

(1− u2)Q0 + u，再求导得 −2uQ0 + 2 = −2Q1。Q2 同理。

• 远处：令 u = 1/s，Q0 = artanh s = s+ s3

3 + s5

5 + · · ·，所以

Q0 ≈
1

u
+

1

3u3
,

Q1 ≈
1

3u2
+

1

5u4
,

Q2 ≈
2

15u3
.

(4.18)

与球坐标对照（u ≈ r/f）：QnPn(v) ↔ Pn(cos θ)/rn+1（单极、偶极、四极），而

Pn(u)Pn(v) ↔ rnPn(cos θ)（常数、匀强场 uv = z/f、二次调和函数）。

• u→ 1+（焦线段上）Qn 对数发散：它们只能用在椭球外部。

• 朗斯基行列式 Wn ≡ PnQ
′
n − P ′

nQn：由 Qn = Pnw 得 Wn = P 2
nw

′ = − 1

u2 − 1
，对

n = 0, 1, 2 都一样（这就是降阶法中那个全导数的积分常数）。第 6.5、7.3 节读出退极化
因子时要用它。

• 用 u = cosh ξ：u+ 1

u− 1
= coth2 ξ

2
，所以 Q0(cosh ξ) = ln coth ξ

2
，且 d

dξQ0(cosh ξ) = − 1

sinh ξ。

注：扁椭球中的对应函数

式 (4.12) 中 (u2 − 1) 换成了 (u2 + 1)，U 的方程变为 [(1 + u2)U ′]′ − n(n+ 1)U = 0。同样用

降阶法，n = 0：Q̃0(u) =
∫∞
u

dt
1+t2

= arccotu；n = 1：Q̃1(u) = u
∫∞
u

dt
t2(1+t2)

= 1− u arccotu。

远处 Q̃0 ≈ 1/u，Q̃1 ≈ 1/(3u2)。朗斯基关系变为 uQ̃′
1 − Q̃1 = − 1

1 + u2
。（它们是 Qn 在虚宗

量上的解析延拓，本讲不需要这一点。）
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4.4 一般椭球坐标

对三轴椭球，第 3.2 节过每点的三个共焦参数 (λ, µ, ν) 就是一套正交曲线坐标，叫椭球坐标。

附录 A 由恒等式 ∑
i

x2i
a2i + s

− 1 = − (s− λ)(s− µ)(s− ν)

(a2 + s)(b2 + s)(c2 + s)
(4.19)

推出直角坐标的表达式 x2 =
(a2 + λ)(a2 + µ)(a2 + ν)

(a2 − b2)(a2 − c2)
等，以及拉梅系数

Hλ =
1

2

√
(λ− µ)(λ− ν)

(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)

(µ, ν 同理轮换).

(4.20)

与式 (3.7) 对照：|∇λ| = 1/Hλ，故 Γ = 4H2
λ。对只依赖 λ 的函数，式 (4.4) 化为

∇2Φ(λ) =
4∆(λ)

(λ− µ)(λ− ν)

d
dλ

[
∆(λ)

dΦ
dλ

]
, (4.21)

第 5.2 节会由第 3.3 节的直角坐标计算独立地得到同一结果。两条半轴相等时，夹在两极点之间的
那个根被“卡”在端点上不再变化，剩下两个根退化为旋转椭球坐标：在 a > b > c 的顺序下，扁

椭球是 a = b > c（ν ≡ −a2），长椭球是 a > b = c（µ ≡ −b2）。若改以对称轴为 z（本讲旋转椭球

的约定，赤道半轴 a、极半轴 c），则长、扁两种情形都有 λ = f2 sinh2 ξ−a2（长）或 f2 sinh2 ξ− c2

（扁），ξ 为过该点的共焦旋转椭球的坐标。

5 导体椭球的电容

假设：本节的问题

真空中一个孤立的导体椭球，半轴 a, b, c，带电 Q，无外场。求导体外的电势 Φ(x)、电容 C =

Q/Φ表面（取无穷远电势为零）与面电荷密度 σ。由唯一性定理，只要找到一个函数：(i) 在导
体外满足拉普拉斯方程；(ii) 在椭球面上为常数；(iii) 无穷远处 → Q/(4πε0r)——它就是答案。

自然的猜测是：等势面就是共焦椭球族，即 Φ 只依赖于 λ（或旋转椭球的 ξ）。条件 (ii) 自动
满足（椭球面就是 λ = 0），剩下要检验 (i) 能否满足。

5.1 方法 A：旋转椭球坐标（“双曲坐标法”）

推导：长椭球：只依赖 ξ 的调和函数

设导体是长椭球 ξ = ξ0，c = f cosh ξ0，a = f sinh ξ0。令 Φ = Φ(ξ)，式 (4.9) 中 η、φ 导数为

零，拉普拉斯方程化为
d
dξ

(
sinh ξdΦ

dξ

)
= 0 =⇒ dΦ

dξ = − K

sinh ξ ,

K 为常数。前面的因子 1/[f2(sinh2 ξ + sin2 η)] 依赖 η，但它乘的是零，所以不影响——这就

是“只依赖 ξ 的解存在”的原因。再积分一次，取无穷远为零，由第 4.3 节最后一条：

Φ = K ln coth ξ
2
= KQ0(cosh ξ). (5.1)
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推导：定常数与电容

远处 ξ → ∞，r =
√
z2 + ρ2 = f

√
sinh2 ξ + cos2 η ≈ f cosh ξ，由式 (4.18)，Φ ≈ K/ cosh ξ ≈

Kf/r。与 Q/(4πε0r) 比较得 K = Q/(4πε0f)。导体表面 cosh ξ0 = c/f，表面电势 Φ0 =
Q

4πε0f
Q0(c/f)，于是

C长 =
4πε0f

Q0(c/f)
=

4πε0f

artanh(f/c)

=
4πε0

√
c2 − a2

arcosh(c/a) (c > a).

(5.2)

最后一步：artanh f
c = 1

2 ln c+f
c−f = 1

2 ln (c+f)2

c2−f2 = ln c+f
a = arcosh c

a（用了 c2 − f2 = a2 与

arcoshx = ln(x +
√
x2 − 1)）。文献中常把长半轴记作 a、短半轴记作 b，同一结果写成

4πε0
√
a2 − b2/ arcosh(a/b)；本讲始终以 c 表示对称轴方向的半轴。

推导：扁椭球

导体为扁椭球 ξ = ξ0，c = f sinh ξ0，a = f cosh ξ0。用式 (4.12)，Φ = Φ(u)，u = sinh ξ：
[(1+u2)Φ′]′ = 0，Φ′ = −K/(1+u2)，Φ = K arccotu = KQ̃0(sinh ξ)。远处 arccotu ≈ 1/u ≈ f/r，

同样 K = Q/(4πε0f)。表面 u0 = c/f，arccot c
f = arctan f

c = arccos c
a（直角三角形，斜边 a、

两直角边 c 与 f）。所以

C扁 =
4πε0f

arccot(c/f)

=
4πε0

√
a2 − c2

arccos(c/a) (c < a).

(5.3)

检验：三个极限

• 球：c→ a时 f → 0，artanh(f/c) ≈ f/c，C → 4πε0c = 4πε0a。扁椭球一侧 arccos(c/a) ≈√
2(1− c/a) ≈ f/a，同样给出 4πε0a。

• 圆盘：扁椭球 c→ 0，f → a，arccos 0 = π/2：

C盘 =
4πε0a

π/2
= 8ε0a. (5.4)

半径 5 cm 的薄圆盘 C = 3.54pF，是同半径球的 2/π ≈ 0.64 倍。

• 细针：长椭球 a≪ c。小参量 q = a/c（短半轴/长半轴）。f = c
√

1− q2 = c(1− q2

2 + · · · )，
c+f
a = 2

q (1−
q2

4 + · · · )，所以 arcosh(c/a) = ln(2c/a)− q2

4 +O
(
q4
)
。代入式 (5.2)：

C针 =
4πε0c

ln(2c/a)

[
1 +O

(
a2

c2

)]
. (5.5)

修正是 a2/c2 量级，而不是常见的“1/ ln 量级”：对椭球而言，对数里的常数项（2c/a 中

的因子 2）是精确的，修正只出现在 a2/c2 阶（其他细长导体，例如圆柱，对数里的常数

不同，修正是 1/ ln 量级）。
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5.2 方法 A′：一般三轴椭球（椭球坐标）

推导：只依赖 λ 的调和函数

设 Φ = Φ(λ(x))。由链式法则，∂iΦ = Φ′∂iλ，∂2i Φ = Φ′′(∂iλ)
2 +Φ′∂2i λ，对 i 求和：

∇2Φ = Φ′′|∇λ|2 +Φ′∇2λ = |∇λ|2
[
Φ′′ +Φ′ ∇2λ

|∇λ|2

]
.

代入式 (3.7)、(3.8)：

∇2Φ =
4

Γ

[
Φ′′ +Φ′∆

′

∆

]
=

4

Γ∆

d
dλ

(
∆

dΦ
dλ

)
. (5.6)

（这与椭球坐标中的式 (4.21) 一致，因为 Γ = 4H2
λ = (λ− µ)(λ− ν)/∆2。）方括号里的系数只

依赖 λ，所以拉普拉斯方程确实可以只靠 λ 的函数满足：∆Φ′ = −K，

Φ(x) = K

∫ ∞

λ(x)

dt
∆(t)

≡ K I(λ). (5.7)

远处 λ ≈ r2，∆(t) ≈ t3/2，I(λ) ≈
∫∞
r2 t

−3/2dt = 2/r。与 Q/(4πε0r) 比较，K = Q/(8πε0)。

要点：导体椭球的电势与电容

Φ(x) =
Q

8πε0

∫ ∞

λ(x)

dt
∆(t)

,

C =
8πε0
I(0)

=
8πε0∫ ∞

0

dt√
(a2 + t)(b2 + t)(c2 + t)

.
(5.8)

外部等势面就是共焦椭球族 [3–5]。I(0) 是一个椭圆积分（被积函数含三次多项式平方根的
积分，一般不能用初等函数表示，但已有标准形式与数值算法），用卡尔松（Carlson）对称
形式 RF (x, y, z) = 1

2

∫∞
0

dt√
(t+x)(t+y)(t+z)

写作 C = 4πε0/RF (a
2, b2, c2)[6, 7]，数值软件（如

scipy.special.elliprf）可直接计算。

检验：与方法 A 对照，以及三轴椭球的数值核对

• 长椭球 a = b < c：代换 τ =
√
c2 + t（a2 + t = τ2 − f2）得 I(λ) = 2

f artanh f√
c2+λ
，于

是 C = 4πε0f/ artanh(f/c)，与式 (5.2) 相同；又
√
c2 + λ = f cosh ξ，两种写法的电势

逐点相同。扁椭球同理（附录 B）。

• 三轴椭球（半轴 3m、2m、1m）：式 (5.8) 给出 C = 218.748pF；用边界元法（把表面
剖分成小面元、令各面元中心电势相等，解线性方程组）独立求解，外推结果与之相差

1.4× 10−5（细节见 VERIFY.md）。

注：推论：外场只认共焦族（导体版本；文献 [1] 称 Ivory 定理）

式 (5.8) 中，外部电势只通过 Q 和 λ(x) 依赖导体，而 λ 只依赖共焦族。设另有一个与它共焦

的较小导体椭球（参数 s0 < 0），带同样的电荷 Q。把积分变量平移 t→ t− s0 可以看出，它在
两者外部产生的电势完全相同。共焦族越缩越小，最终退化为焦椭圆盘（长椭球是焦线段，扁

椭球是焦圆盘）。所以：导体椭球外部的场，等于把同样的电荷按某种方式放在焦面上产生的
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10−3 10−2 10−1 100 101 102 103
轴比 c/a（c：对称轴半轴）

100

101

C
/(4

πε
0R

V
)

球 4πε0a

等体积球半径 RV = (a2c)1/3 归一的电容
精确值（长、扁椭球闭式）
细针 4πε0c/ln(2c/a)
圆盘 8ε0a

图 4 导体旋转椭球的电容随轴比 c/a 的变化，以等体积球的电容 4πε0RV 归一。左侧为扁椭球（c/a→ 0

趋于圆盘 8ε0a），右侧为长椭球（c/a→ ∞趋于细针 4πε0c/ ln(2c/a)）。曲线最低点在球，这是一般定理“同
体积的导体中球的电容最小”[8] 的特例。

场。下面的方法 B 就是这一想法对长椭球的具体实现。文献 [1] 把“导体椭球的外部等势面与
表面共焦”这一事实与 Ivory（1809）的名字联系在一起；经典的麦克劳林定理说的是共焦的
均匀实心椭球，见第 6.1 节。

5.3 面电荷密度

推导：σ 正比于中心到切平面的距离

导体表面外侧 σ = ε0En = ε0|∇Φ|。由式 (5.8)，|∇Φ| = Q
8πε0

1
∆(λ) |∇λ|；表面上 λ = 0，∆(0) = abc，

|∇λ| = 2h（式 (3.9)）：
σ(x) =

Qh(x)

4πabc

=
Q

4πabc

(
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4

)−1/2

.

(5.9)

检验：归一化：
∮
hdS = 3V

从中心向表面面元 dS作一个细锥，它的体积是 1
3×底面积 ×高，高就是中心到该面元切平面的

距离 h：dV = 1
3h dS。所有细锥拼成整个椭球，所以

∮
h dS = 3V = 4πabc，于是

∮
σ dS = Q。（把

式 (5.9) 的面电荷直接做库仑求和，椭球内各点电势都等于 Q/C，见 VERIFY.md。）

几何上，h 在离中心最远的地方最大：

• 长椭球：尖端 h = c，赤道 h = a，σ尖/σ赤 = c/a。尖端 σ尖 = Q/(4πa2)，场强 Q/(4πε0a
2)

——好像电荷都集中到了半径为 a 的小球上。尖端的曲率半径是 r尖 = a2/c（例题 1），所以

也可写成 E尖 =
Q

4πε0cr尖
。

• 圆盘（扁椭球 c→ 0）：表面上 z2/c4 = (1−ρ2/a2)/c2 远大于 ρ2/a4，所以 h ≈ c/
√
1− ρ2/a2，
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每一面的面电荷

σ盘(ρ) =
Q

4πa
√
a2 − ρ2

(每一面；两面合计加倍).

(5.10)

中心处的 σ 只有平均值 Q/(2πa2) 的一半，边缘处按 (a− ρ)−1/2 发散（总电荷仍有限）。

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
z/c

100

101

σ/
σ e

q
=

h/
a

(a) 长椭球：尖端电荷密度是赤道的 c/a 倍
c/a = 1
c/a = 2
c/a = 4
c/a = 10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ρ/a

0
1
2
3
4
5
6

σ⋅
4π

a2 /Q
（上

表面
）

(b) 扁椭球：c → 0 趋于圆盘分布
c/a = 1
c/a = 0.5
c/a = 0.2
c/a = 0.05
圆盘 (1 − ρ2/a2)−1/2

图 5 导体旋转椭球的面电荷密度（式 (5.9)）。(a) 长椭球沿轴的分布，以赤道值归一，尖端值为 c/a；(b)
扁椭球上表面的分布，c/a→ 0 时趋于圆盘分布 (1− ρ2/a2)−1/2（虚线）。

5.4 方法 B：焦线上的均匀线电荷（长椭球）

推导：有限长均匀线电荷的等势面是共焦椭球

在 z 轴上 −f ≤ z′ ≤ f 的线段上均匀分布电荷，线密度 λℓ = Q/(2f)。场点 (ρ, z) 处的电势

（库仑叠加）：

Φ =
λℓ

4πε0

∫ f

−f

dz′√
ρ2 + (z − z′)2

=
λℓ

4πε0

[
arsinh z + f

ρ
− arsinh z − f

ρ

]
.

用 arsinhx = ln(x+
√
x2 + 1)，并记 r1 =

√
ρ2 + (z + f)2、r2 =

√
ρ2 + (z − f)2（到两端点的

距离）：

Φ =
λℓ

4πε0
ln z + f + r1
z − f + r2

.

现在证明这个比值只依赖 r1+r2。令 S = r1+r2，D = r1−r2。由 r21−r22 = 4fz 得 SD = 4fz，

即 z = SD/(4f)。于是

z + f + r1 =
SD

4f
+ f +

S +D

2
=

(S + 2f)(D + 2f)

4f
,

z − f + r2 =
SD

4f
− f +

S −D

2
=

(S − 2f)(D + 2f)

4f
.

（展开右边即可验证。）公因子 (D + 2f) 约去：

Φ =
λℓ

4πε0
ln r1 + r2 + 2f

r1 + r2 − 2f

=
Q

4πε0f
artanh f

c′
,

c′ ≡ r1 + r2
2

.

(5.11)
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等势面是 r1 + r2 = 常数的曲面——以线段两端为焦点的长旋转椭球，半长轴 c′。

要点：方法 B 的结论

用一个以 ±f 为焦点的导体长椭球面（c′ = c）替换其中一个等势面，并让它带电 Q。由唯一性定

理，导体外的场与线电荷的场完全相同（导体面上电势为常数，外部无电荷，远处→ Q/4πε0r）。

所以导体电势 Q
4πε0f

artanh f
c，电容与式 (5.2) 相同。与方法 A 对照：式 (5.11) 与式 (5.1) 是

同一个函数，因为 c′ = f cosh ξ。

−2 −1 0 1 2
ρ

−2

−1

0

1

2

z

(a) 焦线均匀线电荷的等势线（实线：数值；虚线：共焦椭圆）

P

r1

r2
+f

−f

λℓ = Q/2f

r1 + r2 = 2c ′

(b) 椭圆上 r1 + r2 为常数

图 6 (a) 焦线段 |z| ≤ f 上均匀线电荷的电势等值线（实线，由库仑积分逐点计算）与半长轴 c′ =

1.08f, 1.25f, 1.5f, 1.9f, 2.4f 的共焦椭圆（虚线）重合；(b) 椭圆上任一点到两焦点的距离之和 r1 + r2 = 2c′。

注：方法 B 的妙处与局限

方法 B 只用库仑定律和一个积分，是最“初等”的；代价是要事先猜到“焦线”。扁椭球的对
应物是焦圆盘上按圆盘导体方式分布的电荷（式 (5.10)，以 f 代替 a），三轴椭球是焦椭圆盘，

都不再均匀，不如线电荷好算。

交互演示：导体旋转椭球（可切换长/扁，调轴比 c/a）：子午面内画出共焦等势线与面电荷密度沿表面
的分布，读出电容并与球、细针、圆盘三个极限比较；长椭球时可叠加显示焦线电荷的等势线，验证两
者重合。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 ellipsoid-conductor）。

5.5 方法 C：相似椭球壳与牛顿定理

定义：相似椭球壳（同心相似壳，homoeoid）

椭球 E：
∑
x2i /a

2
i ≤ 1 与把它按比例 k > 1 放大的椭球 kE：

∑
x2i /a

2
i ≤ k2 之间的区域，叫相

似椭球壳或同心相似壳（homoeoid）。“相似”指两个边界椭球同心、同轴向、形状相同（半轴
之比相同）。k = 1+ ϵ、ϵ≪ 1 时称为薄壳。对照：两个共焦椭球（半轴平方之差相同）之间的

壳叫共焦壳（focaloid），它的内部一般有场；两者只在球的情形重合。本讲两族都用：导体外
的等势面是共焦族，导体上的电荷是相似薄壳。
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推导：薄壳的厚度正比于 h

外表面方程 G(x) ≡
∑
x2i /a

2
i = (1 + ϵ)2 ≈ 1 + 2ϵ。从内表面一点沿法向走距离 δ，G 增加

|∇G|δ。|∇G| = 2
√∑

x2i /a
4
i = 2/h，令其等于 2ϵ：

δ = ϵ h. (5.12)

所以厚度处处与 h 成正比：在离中心远的地方厚，在离中心近的地方薄。

推导：牛顿定理：均匀相似壳内部无场

设相似壳中均匀分布体电荷，取壳内空腔中任意一点 X0（位矢 x0）。

1. 弦的中点。过 X0 沿单位矢量 û 作直线 x = x0 + tû，代入
∑
x2i /a

2
i = k2 得关于 t 的二

次方程 αt2 + 2βt + (γ − k2) = 0，其中 α =
∑
u2i /a

2
i，β =

∑
x0iui/a

2
i，γ =

∑
x20i/a

2
i。

两根的中点 t中 = −β/α 与 k 无关：同一直线被所有相似同心椭球截出的弦有公共的中

点（图 7）。

2. 两侧截段等长。设内椭球（k = 1）的两根为 t中 ± d1，外椭球为 t中 ± dk（dk > d1）。直

线在 X0 的正向一侧穿过壳的长度为 dk − d1，反向一侧也是 dk − d1——两段相等。

3. 细锥的贡献相消。以 X0 为顶点、沿 ±û作立体角 dΩ的一对细锥。距 X0 为 r 处、厚 dr
的一小块体积为 r2dΩ dr，电荷 ρer2dΩ dr，在 X0 处的场强大小 ρer2dΩ dr

4πε0r2
= ρe

4πε0
dΩ dr

——与 r 无关。所以一侧锥内壳层的总场强为 ρe
4πε0

dΩ× (截段长)。两侧截段等长、方向

相反，场强相消。

4. 对所有方向求和，X0 点场强为零。空腔内处处场强为零，电势为常数。

这个论证对任意厚度的相似壳都成立（不需要薄壳近似）。它最早由牛顿对旋转椭球壳给出

[1, 9]。

X0

两椭圆截此直线的弦有公共中点 M ℓ+

ℓ−

ℓ+ = ℓ−

图 7 牛顿定理的证明。过腔内一点 X0 的直线被两个同心相似椭圆截出的弦有公共中点 M（叉号），所以
两侧截下的壳段长度相等，ℓ+ = ℓ−。以 X0 为顶点的一对细锥截下的两块壳层（红色）在 X0 处产生的场
强大小相等、方向相反。
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交互演示：牛顿定理：调轴比与腔内点 X0 的位置，看任一方向的直线被相似壳截下的两段等长；读数
给出用面元直接库仑求和算得的三维薄壳在 X0 点的场强——面电荷 σ ∝ h 时为零（数值误差内），均
匀面电荷时一般不为零。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 ellipsoid-homoeoid）。

推导：由牛顿定理得到导体的电荷分布

取薄的相似壳，体电荷密度 ρe。由式 (5.12)，把它压成一层面电荷，面密度 σ = ρeδ = ρeϵh ∝ h。

由牛顿定理，壳内空腔电场为零；令 ϵ→ 0，面电荷 σ ∝ h 在椭球内部产生零场，椭球内（含

表面）电势为常数。这恰是导体静电平衡的条件。由唯一性定理，导体椭球的电荷就是这样分

布的；归一化
∮
σdS = Q（

∮
hdS = 4πabc）给出 σ = Qh/(4πabc)，与式 (5.9) 一致——这次

没有解任何微分方程。

推导：由电荷分布求电容：中心处的电势

导体是等势体，只需算中心 O 的电势。从 O 出发沿方向 û 到表面的距离记为 L(û)。上面的

细锥论证说明面元满足 hdS = 3dV = L3dΩ，所以

Φ(O) =
1

4πε0

∮
σ dS
L

=
Q

16π2ε0abc

∮
h dS
L

=
Q

16π2ε0abc

∫
L2 dΩ.

L(û) 由 L2
∑
u2i /a

2
i = 1 给出，L2 = 1/(û ·Aû)，A = diag(a−2, b−2, c−2)。附录 C 用高斯积分

证明角积分恒等式 ∫ dΩ∑
i u

2
i /a

2
i

= 2πabc

∫ ∞

0

dt
∆(t)

= 2πabc I(0).

(5.13)

代入得 Φ(O) = QI(0)/(8πε0)，即 C = 8πε0/I(0)，与方法 A′ 完全一致。（球：左边 = 4πa2，

右边 = 2πa3 · 2/a，相等。）

注：推论：沿轴“投影”的电荷是均匀的

旋转椭球 kE 在 z 到 z + dz 之间的体积是 πa2(k2 − z2/c2)dz，对 k 求导乘 ϵ 得薄壳体积

2πa2ϵ dz，与 z 无关：导体椭球上的电荷按 z 投影到轴上是均匀的，dQ/dz = Q/(2c)（球面

“阿基米德帽盒定理”的推广）。它与方法 B 的焦线电荷不同（焦线长 2f，投影长 2c），两者

只在外部产生相同的场。

5.6 方法 D：仿射伸缩与投影（依赖方法 C）

推导：由球面均匀电荷得到任意椭球的 σ ∝ h

导体球的电荷均匀分布在球面上，可看成两个同心球（半径 1 与 1 + ϵ，取单位球）之间均匀

体电荷的极限。作仿射伸缩 (x, y, z) → (ax, by, cz)：

1. 它的雅可比行列式是常数 abc，所以体积元处处按同一比例 abc 放大，均匀体密度映为均

匀体密度，总电荷不变；
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2. 同心球 r = 1、r = 1 + ϵ 映为相似椭球 E、(1 + ϵ)E，所以均匀薄球壳映为均匀的相似薄
壳；

3. 由牛顿定理（方法 C），这层电荷在椭球内产生零场，所以它就是导体椭球的平衡电荷；
它的厚度由式 (5.12) 为 ϵh，于是 σ ∝ h。

伸缩本身不保持库仑定律（不能说“伸缩后的场是原来的场伸缩”）；我们只用了它的两个几何

性质（常数雅可比、相似壳映为相似壳），平衡由牛顿定理保证。

推导：压成圆盘：电荷分布与电容

取 a = b、c → 0：球面上的电荷被垂直投影到赤道面上的圆盘。半径 a 的球面上面密度

Q/(4πa2)；赤道面上 ρ处的面元 dA对应上、下半球各一块面积 dA/ cos θ（cos θ =
√
a2 − ρ2/a），

所以圆盘上的面密度（两面合计）

σ总(ρ) = 2 · Q

4πa2
· a√

a2 − ρ2
=

Q

2πa
√
a2 − ρ2

,

与式 (5.10) 一致。圆盘中心的电势

Φ(0) =
1

4πε0

∫ a

0

σ总 · 2πρ dρ
ρ

=
Q

4πε0a

∫ a

0

dρ√
a2 − ρ2

=
Q

8ε0a
,

即 C = 8ε0a——得到圆盘电容最快的办法。对一般椭球，中心电势需要第 5.5 节的角积分恒
等式。

5.7 几种方法的比较

表 2 导体椭球问题的四类五种解法

方法 出发点 直接得到 妙处／代价

A 旋转椭球坐标 拉普拉斯方程 + 正交
坐标

Φ(ξ) = KQ0(cosh ξ) 一维常微分方程；须先建立坐标
与 Hi

A′ 椭球参数 λ ∇2Φ(λ) 的链式法则 Φ ∝
∫∞
λ

dt/∆ 适用于三轴椭球；须算 ∇2λ

B 焦线电荷 库仑积分 长椭球的 Φ、C 最初等；须先猜到“焦线”
C 相似薄壳 牛顿定理（几何） σ ∝ h，再积分得 C 不解方程；求 C 要角积分恒等式
D 仿射伸缩 球面均匀电荷 +伸缩，

依赖 C
任意椭球的 σ ∝ h；圆
盘的 C

最快；求 C 只有圆盘一步可得
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6 均匀带电椭球的电势

假设：本节的问题

半轴 a, b, c 的实心椭球内均匀分布体电荷 ρe（总电荷 Q = ρeV），真空，无其他电荷。求内外

电势。所有结论对引力问题同样成立（把 1/(4πε0) 换成 −G，ρe 换成质量密度）。

6.1 方法一：叠加相似薄壳

推导：把实心椭球切成相似薄壳

用相似比 m ∈ [0, 1] 标记椭球 mE（半轴 ma,mb,mc）。m 到 m + dm 之间是一个薄相似壳，
体积 d

(
4
3πabcm

3
)
= 4πabcm2dm，电荷

dq = 4πρeabcm
2 dm.

第 5.5 节说明：薄相似壳上的电荷分布就是导体椭球 mE 的平衡分布。所以它在场点 x 的电

势由第 5 节给出：

• 场点在壳外：dΦ =
dq
8πε0

∫ ∞

λm

dt′
∆m(t′)

，其中∆m(t′) =
√
(m2a2 + t′)(m2b2 + t′)(m2c2 + t′)，

λm 是
∑
x2i /(m

2a2i + λm) = 1 的根；

• 场点在壳内：电势是常数，等于壳面上的值，即上式取 λm = 0。

推导：换元：把 m 从积分里分离出来

令 t′ = m2t，则 ∆m(m2t) = m3∆(t)，dt′ = m2dt，所以
∫ dt′

∆m(t′) = 1
m

∫ dt
∆(t)，下限变为

tm = λm/m2。tm 满足 ∑
i

x2i
a2i + tm

= m2. (6.1)

记 m(x)2 ≡
∑

i x
2
i /a

2
i（场点所在的相似椭球）。场点在 x 处，比它小的壳（m < m(x)）在场

点“外面”，比它大的壳在场点“里面”。对内部点（m(x) < 1），总电势

Φ(x) =
ρeabc

2ε0

[∫ m(x)

0
mdm

∫ ∞

tm

dt
∆(t)

+

∫ 1

m(x)
mdm

∫ ∞

0

dt
∆(t)

]
.

（系数：4πρeabcm2

8πε0
· 1
m = ρeabc

2ε0
m。）

推导：交换积分次序

第一项是 (m, t) 平面上区域 {0 < m < m(x), t > tm} 上的二重积分（图 8）。定义 m∗(t)
2 ≡∑

i x
2
i /(a

2
i + t)，它随 t 减小，m∗(0) = m(x)。由式 (6.1)，t > tm 等价于 m∗(t) < m。所以对
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固定的 t，m 从 m∗(t) 积到 m(x)：∫ m(x)

0
mdm

∫ ∞

tm

dt
∆

=

∫ ∞

0

dt
∆(t)

∫ m(x)

m∗(t)
mdm

=

∫ ∞

0

dt
∆(t)

· m(x)2 −m∗(t)
2

2
.

第二项 = 1−m(x)2

2

∫∞
0

dt
∆。两项相加，m(x)2 恰好消去：

Φin(x) =
ρeabc

4ε0

×
∫ ∞

0

(
1−

∑
i

x2i
a2i + t

)
dt

∆(t)
.

(6.2)

对外部点（m(x) > 1），所有壳都在场点“外面”。同样交换次序，但 m 的上限是 1，要求
m∗(t) < 1，即 t > λ(x)：

Φout(x) =
ρeabc

4ε0

×
∫ ∞

λ(x)

(
1−

∑
i

x2i
a2i + t

)
dt

∆(t)
.

(6.3)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0薄壳的相似比 m
0
2
4
6
8

10
12

积分
变量

 t

m = m(x)

t = tm，即 m = m* (t)

m < m(x) 的薄壳（场点在壳外）只取 t > tm
m > m(x) 的薄壳（场点在壳内）势为常数

图 8 叠加相似薄壳时的积分区域（a : b : c = 3 : 2 : 1，场点 (1.5, 0.9, 0.3)）。蓝色：场点在壳外的薄壳，t
从曲线 m = m∗(t) 积到无穷；绿色：场点在壳内的薄壳，贡献常数势。先对 m 积分（横向）就把问题化成
单重积分。

检验：球的特例

a = b = c：∆ = (a2 + t)3/2，
∫∞
0

dt
(a2+t)3/2

= 2
a，
∫∞
0

dt
(a2+t)5/2

= 2
3a3
。式 (6.2) 给出 Φin =

ρea3

4ε0

(
2
a − 2r2

3a3

)
= ρe(3a2−r2)

6ε0
，正是熟悉的均匀带电球内部电势。

要点：推论：麦克劳林定理

设另一个均匀带电实心椭球与之共焦（半轴平方为 a2i + s0），总电荷相同（ρ′ea′b′c′ = ρeabc）。

它的 ∆′(t) = ∆(t+ s0)，过场点的参数 λ′ = λ− s0。在式 (6.3) 中作平移 t→ t− s0，两者的外

部电势逐点相同：共焦的均匀实心椭球，在两者外部产生的电势只取决于总电荷。这就是经典
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的麦克劳林定理（Maclaurin 1742 对旋转椭球，Laplace 推广到三轴；据文献 [1, 9] 转述）。它
是第 5.2 节导体版本的“实心”对应物。

6.2 方法二：猜解、验证与唯一性

内部电势是二次型这件事，也可以反过来用：猜出答案，再验证它满足全部条件。为此先写成

Φ =
ρeabc

4ε0

[
I(λ)−

∑
i

x2i Ji(λ)

]
,

Ji(λ) =

∫ ∞

λ

dt
(a2i + t)∆(t)

(6.4)

内部取 λ = 0，外部取 λ = λ(x)。

推导：逐条验证

1. 一个关键恒等式。 d
dt

1

∆(t)
= −∆′

∆2
= − 1

2∆

∑
i

1

a2i + t
（式 (3.8) 的最后一步），从 λ 积到

∞： ∑
i

Ji(λ) =
2

∆(λ)
. (6.5)

2. 内部满足泊松方程。内部 λ = 0是常数，∇2Φin = −ρeabc
4ε0

·2
∑

i Ji(0) = −ρeabc
4ε0

· 4
abc = −ρe

ε0
。

3. 外部满足拉普拉斯方程。外部 λ 随 x 变。式 (6.3) 的被积函数在下限 t = λ 处等于

1−
∑
x2i /(a

2
i + λ) = 0，所以对 xi 求导时下限变化不产生额外项：

∂Φout
∂xi

= −ρeabc

4ε0
2xiJi(λ).

再求一次导，Ji 的下限依赖 xi，∂Ji/∂xi = − 1
Ai∆(λ)∂iλ：

∇2Φout = −ρeabc

4ε0

[
2
∑
i

Ji(λ)−
∑
i

2xi
Ai∆

· 2xi
AiΓ

]

= −ρeabc

4ε0

[
4

∆
− 4

∆

]
= 0,

第二项用了式 (3.7) 与
∑
x2i /A

2
i = Γ。

4. 表面上电势与电场都连续。表面 λ(x) = 0，两式相同；上面第 3 步说明 ∇Φout 的表达式

在 λ = 0 时也与 ∇Φin 相同。体电荷没有面电荷，电场本应连续，相符。

5. 远处。λ ≈ r2 → ∞，I ≈ 2/r，x2i Ji ∼ r2 · r−5 可略：Φ ≈ ρeabc
4ε0

· 2
r = Q

4πε0r
。

满足全部条件，由唯一性定理即为所求。

注：为什么这里离不开第 5 节

泊松方程只约束系数之和：任何 A−
∑
Bix

2
i 只要

∑
Bi = ρe/(2ε0)都满足它。三个 Bi各是多少，

取决于外部能否接上一个在无穷远衰减、在椭球面上值与法向导数都连续的调和函数——这是
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整体条件。“猜”的依据正是第 5 节给出的共焦族调和函数 I(λ) 及其衍生的 I(λ)−
∑
x2i Ji(λ)。

6.3 方法三：射线法（以场点为中心的库仑积分）

前两种方法都借用了导体问题。下面直接从库仑定律出发证明“内部电势是二次型”。

推导：内部点的电势

取椭球内一点 x，以它为原点建立球坐标。沿方向 û到椭球面的距离记为 L(û)。体积元 r2dr dΩ
的电荷在 x 处的电势为 ρer2dr dΩ

4πε0r
，先对 r 从 0 积到 L：

Φ(x) =
ρe

4πε0

∫
dΩ
∫ L(û)

0
r dr = ρe

8πε0

∫
L(û)2 dΩ.

L 满足 (x+ Lû) · A(x+ Lû) = 1，即 αL2 + 2βL− (1− γ) = 0，其中（与牛顿定理证明中的

记号相同）

α = û · Aû =
∑
i

u2i
a2i
, β = x · Aû =

∑
i

xiui
a2i

,

γ = x · Ax < 1.

正根 L(û) = (−β +
√
β2 + α(1− γ))/α。把相反方向 −û（β → −β，α 不变）配成一对，记

Σ ≡
√
β2 + α(1− γ)：

L(û)2 + L(−û)2 =
(−β +Σ)2 + (β +Σ)2

α2

=
2[2β2 + α(1− γ)]

α2
.

根号消失了！对全部方向积分时每对方向算了两次，所以

Φin(x) =
ρe

8πε0

∫
dΩ
[1− x · Ax

α

+
2(x · Aû)2

α2

]
.

(6.6)

α 只依赖方向，γ 和 β2 都是 x 的二次多项式：内部电势是二次型，内部电场是坐标的线性函
数。

要点：推论：牛顿定理的第二个证明

对相似椭球mE，A → A/m2：α→ α/m2，x·Aû → x·Aû/m2，x·Ax → x·Ax/m2。代入式 (6.6)，
第二项不变，第一项变为 (m2 −x ·Ax)/α。所以对腔内同一点，ΦmE −ΦE = ρe(m2−1)

8πε0

∫ dΩ
α 与

x 无关：相似壳（两者之差）在腔内的电势是常数，场为零。

系数的计算 式 (6.6)中交叉项 uiuj（i ̸= j）在 û →镜像方向时变号，积分为零，所以
∫ (x·Aû)2

α2 dΩ =∑
i
x2
i

a4i

∫ u2
i

α2 dΩ。附录 C 用高斯积分证明

∫
u2i dΩ
α2

= πabc a2i
[
I(0)− a2i Ji(0)

]
. (6.7)
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把它和式 (5.13) 代入式 (6.6)，
∑
x2i /a

2
i 的项正好消去，剩下的就是式 (6.2)。三种方法殊途同归

（三轴椭球上的直接库仑积分核对见 VERIFY.md）。

6.4 退极化因子

定义：退极化因子

Ni ≡
abc

2
Ji(0) =

abc

2

∫ ∞

0

dt
(a2i + t)∆(t)

(6.8)

（i = 1, 2, 3）。它们是无量纲的纯几何量，只依赖于两个轴比。式 (6.2) 写成

Φin = ϕ0 −
ρe
2ε0

∑
i

Nix
2
i ,

ϕ0 =
ρeabc

4ε0
I(0),

Ein =
ρe
ε0

(N1x, N2y, N3z) .

(6.9)

名称的来历见第 7 节：Ni 决定均匀极化椭球内部的“退极化场”。在磁学中同样的量叫退磁因

子 [10, 11]。

检验：
∑
Ni = 1，及其物理意义

由式 (6.5)，
∑

iNi =
abc
2 · 2

abc = 1。物理上：∇ · Ein = ρe
ε0

∑
Ni 必须等于 ρe/ε0（高斯定理），

所以和必为 1。由定义，ai 越小 Ji 越大：越短的轴，Ni 越大。球 Ni = 1/3。3 : 2 : 1 椭球

N = (0.1563, 0.2672, 0.5765)（数值计算可用卡尔松函数，见附录 B）。

推导：旋转椭球的闭式

a = b，求对称轴方向的 Nz =
a2c
2

∫∞
0

dt
(a2+t)(c2+t)3/2

。代换 τ =
√
c2 + t，dt = 2τdτ：

• 长椭球（c > a）：a2 + t = τ2 − f2，Nz = a2c
∫∞
c

dτ
τ2(τ2−f2)

。部分分式 1
τ2(τ2−f2)

=

1
f2

[
1

τ2−f2 − 1
τ2

]
，而

∫∞
c

dτ
τ2−f2 = 1

f artanh f
c，
∫∞
c

dτ
τ2

= 1
c：

Nz =
a2

f2

[
c

f
artanh f

c
− 1

]
=

1− e2

e3
(artanh e− e) , e =

f

c
.

(6.10)

（第二步用了 a2 = c2(1− e2)。）

• 扁椭球（c < a）：a2 + t = τ2 + f2，同样的部分分式（−f2 换成 +f2）给出

Nz =
a2

f2

[
1− c

f
arctan f

c

]
=

1

e2

[
1−

√
1− e2

e
arcsin e

]
,

e =
f

a
.

(6.11)

• 两种情形都有 Nx = Ny = (1−Nz)/2（对称性 +
∑
Ni = 1）。
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检验：极限

• 球（e → 0）：artanh e − e = e3

3 + e5

5 + · · ·，Nz → 1
3；扁椭球一侧

√
1−e2

e arcsin e =

1− e2

3 +O
(
e4
)
，同样 Nz → 1

3。

• 细针（长椭球 a≪ c）：1− e2 = a2/c2，artanh e = 1
2 ln 1+e

1−e ≈ 1
2 ln 4c2

a2
= ln 2c

a，所以

Nz ≈
a2

c2

[
ln 2c

a
− 1

]
→ 0,

Nx → 1

2
.

(6.12)

• 薄盘（扁椭球 c ≪ a）：小参量 q = c/a =
√
1− e2，arcsin e = arccos q ≈ π

2 − q，

Nz ≈ (1 + q2)
[
1− q

(
π
2 − q

)]
≈ 1− π

2
c
a，

Nz → 1, Nx ≈ π

4

c

a
→ 0. (6.13)

10−2 10−1 100 101 102
轴比 c/a

0.0
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退极
化因

子 球：1/3

扁椭球

长椭球

Nz（沿对称轴）
Nx = Ny = (1 − Nz)/2
细针 (a/c)2[ln(2c/a) − 1]
薄盘 1 − π

2
c
a

薄盘 π4 c
a

图 9 旋转椭球的退极化因子随轴比的变化（式 (6.10)、(6.11)），虚线与点线为式 (6.12)、(6.13) 的渐近式。
两条曲线在球（N = 1/3）处相交。常用值：c/a = 2 时 Nz = 0.1736，c/a = 1/2 时 Nz = 0.5272。

交互演示：退极化因子 Nz、Nx 随轴比 c/a 的变化（对数横轴，扁、长两侧）。拖动滑块选取轴比，读
出 Nz、Nx、渐近式的误差，以及给定 εr 时两种取向的内部场 Ein/E0。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 ellipsoid-depol）。

要点：优雅的联系：Ni、电容与中心电势

1. Ni 是电容积分的导数。对 I(0) =
∫∞
0 dt/∆ 中的 a2i 求偏导（积分号下求导），

∂
∂(a2i )

1
∆ =

− 1
2(a2i+t)∆

，所以

Ni = −abc ∂I(0)
∂(a2i )

. (6.14)

2. 齐次性。把三个 a2i 同乘 s，代换 t = st′ 知 I → s−1/2I：I 是 a2i 的 −1
2 次齐次函数。欧
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拉齐次函数定理（对 s 求导后令 s = 1）给出
∑

i a
2
i

∂I
∂(a2i )

= −1
2I，与式 (6.14) 联立：

∑
i

Nia
2
i =

abc

2
I(0)

⇐⇒ C =
4πε0 abc∑

iNia2i
.

(6.15)

核对：球 4πε0a
3/a2 = 4πε0a；薄盘

∑
Nia

2
i ≈ 2·π4

c
a ·a

2 = π
2ac，C = 4πε0a

2c/(π2ac) = 8ε0a。

由 C = 8πε0/I(0) 与上两式还得到退极化因子的一个几何意义：

∂ lnC
∂ ln ai

= −2a2i
∂ ln I
∂(a2i )

=
Nia

2
i∑

j Nja2j
,

∑
i

∂ lnC
∂ ln ai

= 1,

(6.16)

即把第 i 根半轴拉长 1%，电容增加 Nia
2
i /
∑
Nja

2
j 个百分点（三者之和为 1，因为 C 是

长度的一次齐次函数）。

3. 中心电势是导体电势的 3/2 倍。由式 (6.9) 与 C = 8πε0/I(0)：ϕ0 = ρeabc
4ε0

· 8πε0C = 3
2 ·

Q
C。

均匀带电椭球中心的电势，恰是同样电荷放在同形导体上时导体电势的 3/2 倍——对任

何椭球都对（球的情形是熟知的 3Q
8πε0a

与 Q
4πε0a

）。

6.5 方法四：旋转椭球坐标中直接解（“双曲坐标法”）

前三种方法都没有在坐标系里解边值问题。对长旋转椭球（a = b < c，u0 = cosh ξ0 = c/f），

可以像第 5、7 节那样在 (u, v) 坐标中直接解：泊松方程在内部，拉普拉斯方程在外部，界面上 Φ

与 ∂uΦ 连续（体电荷没有面电荷）。

推导：内部：泊松方程的二次多项式解

由 ∇2(ρ2) = 4、∇2(z2) = 2，− ρe
6ε0

(ρ2 + z2) 是泊松方程的一个特解；对称性允许的二次调和函

数只有 z2 − 1
2ρ

2。所以内部试探解取（它在内部处处正则；若能满足全部条件，由唯一性定理

即为解，§7.3 同此）
Φin = A− ρe

6ε0
(ρ2 + z2) + d2

(
z2 − 1

2ρ
2
)
,

A、d2 待定。用 ρ2 = f2(u2 − 1)(1− v2)、z2 = f2u2v2 及 v2 = 1
3 [1 + 2P2(v)]，直接展开得

ρ2 + z2 = f2
(
u2 − 2

3

)
+ 2

3f
2P2(v),

z2 − 1
2ρ

2 = 1
3f

2 + 2
3f

2P2(u)P2(v).

所以内部势只含 P0(v) 与 P2(v) 两个角向分量：

Φin =
[
A′ − ρef2

6ε0
u2
]
+

2f2

3

[
d2P2(u)−

ρe
6ε0

]
P2(v),

A′ 是新的常数。
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推导：外部与界面条件

外部取衰减的分离解，角向分量与内部相同：Φout = α0Q0(u) + β2Q2(u)P2(v)。在 u = u0 上

分别对 P0、P2 分量要求值与 u 导数连续：

1. P0 导数：−ρef2

3ε0
u0 = α0Q

′
0(u0) = − α0

u2
0−1
，故 α0 =

ρef2

3ε0
u0(u

2
0−1) = ρea2c

3ε0f
= Q

4πε0f
（这就是

高斯定理）；P0的值条件定出 A′，换回原来的常数，中心电势 A = ρea2c
2ε0f

Q0(u0) = ϕ0 =
3
2
Q
C，

与第 6.4 节要点第 3 条一致。

2. P2 的值与导数：2f2

3 [d2P2 − ρe
6ε0

] = β2Q2，2f2

3 d2P
′
2 = β2Q

′
2（都在 u0 处）。两式相除消去

β2：d2(P2Q
′
2 − P ′

2Q2) =
ρe
6ε0
Q′

2。括号正是朗斯基行列式 W2 = −1/(u20 − 1)，所以

d2 = − ρe
6ε0

(u20 − 1)Q′
2(u0),

β2 =
2f2d2P

′
2(u0)

3Q′
2(u0)

= −α0.

要点：结果：再次读出 Nz，以及外部势的简洁形式

内部 z2 的系数为 − ρe
6ε0

+ d2 ≡ − ρe
2ε0
Nz（式 (6.9)），于是

Nz =
1

3

[
1 + (u20 − 1)Q′

2(u0)
]

= (u20 − 1)Q1(u0).

(6.17)

第一种写法显示 Nz 是球的 1
3 加上 P2 型（四极）修正；把 Q′

2 = 3uQ0 − 3u2−1
2(u2−1)

− 3
2 代入化简

即得第二种写法，与第 7 节由 Q1 读出的式 (7.4)、与积分算出的式 (6.10) 一致。外部势则是

Φout =
Q

4πε0f

[
Q0(u)−Q2(u)P2(v)

]
, (6.18)

只依赖总电荷 Q 与焦距 f——麦克劳林定理在长椭球上的显式形式。远处 Q0 ≈ 1
u + 1

3u3、

Q2 ≈ 2
15u3，单极项之后是四极项（电荷分布偏离球对称引起的、按 1/r3 衰减、角分布为

P2(cos θ) 的项）。式 (6.18) 与式 (6.3) 在长椭球外逐点一致（数值核对见 VERIFY.md）。

表 3 均匀带电椭球的四种解法

方法 依赖 最强的地方 代价

一叠加相似薄壳 第 5节的导体解 +牛顿定
理

内外公式一次得到 交换积分次序要画区域

二猜解 + 唯一性 第 5 节的 λ 计算 验证每一步都短 须先知道答案的形式
三射线法 只用库仑定律 直接证明“二次型”与牛顿

定理
系数要角积分恒等式

四坐标法 旋转椭球坐标 + P2Q2 由朗斯基行列式读出 Nz；
外部势显式

只适用于旋转椭球
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7 旋转椭球沿长轴的极化

7.1 前置：极化、束缚电荷与边界条件

前置知识：电介质的宏观描述

• 极化强度 P：单位体积内的电偶极矩。均匀极化可以想成：正电荷“果冻”相对负电荷

“果冻”整体平移了一小段 δ，两者体密度 ±ρ+，P = ρ+δ。

• 束缚电荷：体内两种电荷重叠处抵消；只在表面留下一层“没被覆盖”的电荷，面密度
σb = P · n̂（n̂ 为外法向；表面元 dS 处多出的电荷是厚 δ · n̂ 的薄层）。非均匀极化时体
内还有 ρb = −∇ · P。极化介质的场就是这些束缚电荷按库仑定律产生的场。

• 线性各向同性介质：P = ε0χE，χ = εr − 1；电位移 D = ε0E + P = ε0εrE。

• 边界条件（无自由面电荷）：Φ 连续（等价于 E 切向分量连续）；D 的法向分量连续，即

εr,1∂nΦ1 = εr,2∂nΦ2。它们来自束缚面电荷：ε0(En,外 − En,内) = σb = Pn,内，移项即 Dn

连续。

• 唯一性定理对分区均匀的介质同样成立（证明中把 |∇w|2 换成 εr|∇w|2）[2]。

假设：本节的问题

相对介电常数为 εr 的均匀线性介质旋转椭球（以 z 为对称轴，赤道半轴 a，极半轴 c；“沿长

轴”时 c > a），放在沿 z 方向的匀强电场 E0 中。外场由远处的源产生，不受椭球影响。求椭

球内的场与外部场。

7.2 方法一：两个错开的均匀带电椭球

推导：均匀极化椭球的内部场是均匀的

设椭球均匀极化，极化强度 P 沿 z。把它看成电荷密度 +ρe 的椭球中心移到 + δ
2 ẑ、−ρe 的移

到 − δ
2 ẑ，P = ρeδ，δ → 0 而 P 固定。记均匀带电椭球的势为 Φρ(x)，则极化椭球的势

ΦP (x) = Φρ

(
x− δ

2 ẑ
)
− Φρ

(
x+ δ

2 ẑ
)

≈ −δ ∂Φρ

∂z
= −P

ρe

∂Φρ

∂z
.

（一阶泰勒展开，误差 O
(
δ2
)
。）内部用式 (6.9)，∂zΦρ = −ρe

ε0
Nzz：

ΦP,in =
NzP

ε0
z, EP,in = −Nz

ε0
P ẑ. (7.1)

这就是退极化场：均匀极化椭球内部，束缚电荷产生的场处处相同，方向与 P 相反，大小为

NzP/ε0。外部用式 (6.4)（λ 随 x 变；求导时下限项同样为零）：

ΦP,out =
abc P

2ε0
z J3(λ(x))

=
abc P

2ε0
z

∫ ∞

λ(x)

dt
(c2 + t)∆(t)

.
(7.2)
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远处 J3 ≈
∫∞
r2 t

−5/2dt = 2
3r3
，ΦP,out ≈ abcP

3ε0
z
r3

= (V P ) cos θ
4πε0r2

：偶极矩 p = V P 的偶极子场，相

符。极化沿 x、y 时同理，把 Nz、J3 换成 Nx、J1 等。

推导：介质椭球在匀强场中

假设椭球被均匀极化（下面验证这一假设自洽）。内部总场 = 外场 + 退极化场：Ein = E0 −
NzP/ε0，均匀。线性介质要求 P = ε0χEin，也均匀——与假设一致。联立解出

Ein =
E0

1 +Nz(εr − 1)
,

P =
ε0(εr − 1)E0

1 +Nz(εr − 1)
,

p = V P = ε0V α̃zE0, α̃z ≡
χ

1 +Nzχ
.

(7.3)

为什么这就是解：这个构造给出的总势 Φ = −E0z + ΦP 在内外都满足拉普拉斯方程（内部是

z 的线性函数，外部是外场加式 (7.2)）；Φ 在表面连续（束缚面电荷的势是连续的）；Dn 连

续（前置知识中已说明，它等价于 σb = Pn，而我们正是用这层面电荷构造的场）；远处趋于

−E0z。由唯一性定理，它是唯一解。

检验：球

Nz =
1
3：Ein = 3E0

εr+2，熟知的介质球结果 [2]。

7.3 方法二：旋转椭球坐标中分离变量

现在不借用第 6节，直接在长旋转椭球坐标中解边值问题。设椭球面为 u = u0 = cosh ξ0 = c/f

（f =
√
c2 − a2）。

推导：选择解的形式

外场的势 −E0z = −E0f uv = −E0f P1(u)P1(v) 是 n = 1 的分离解。边界 u = u0 上它正比于

P1(v)，所以试探内外解的角向部分都只取 P1(v)。只要这种形式能满足全部边界条件，由唯一

性定理它就是解，不必再讨论其他的 n。

• 内部（含焦线段 u = 1）：U(u) 只能取在 u = 1 处有限的 P1(u) = u（Q1 在 u→ 1 发散）：

Φin = −Einf uv = −Einz。

• 外部：外场加一个在远处衰减的解 Q1(u)P1(v)：Φout = −E0f uv +BQ1(u) v。

推导：边界条件

在 u = u0 上，对所有 v：

1. Φ 连续：−Einfu0 = −E0fu0 +BQ1(u0)。

2. Dn 连续。法向就是 ξ 方向，∂n = 1
Hξ
∂ξ =

sinh ξ
Hξ

∂u，两侧的 sinh ξ0
Hξ

相同，约去：εr∂uΦin =

∂uΦout，即 −εrEinf = −E0f +BQ′
1(u0)。
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由第 1 式 B = fu0(E0 − Ein)/Q1(u0)，代入第 2 式，记 Θ ≡ u0Q
′
1(u0)/Q1(u0)：

−εrEin = −E0 +Θ(E0 − Ein)

=⇒ Ein =
(1−Θ)E0

εr −Θ
=

E0

1 + 1
1−Θ(εr − 1)

.

与式 (7.3) 形式完全相同，并给出 Nz =
1

1−Θ
=

Q1(u0)

Q1(u0)− u0Q′
1(u0)

。分母正是朗斯基行列式

（第 4.3 节）：Q1 − uQ′
1 = −W1 =

1
u2−1
。于是

Nz = (u20 − 1)Q1(u0)

= (u20 − 1)

[
u0
2

ln u0 + 1

u0 − 1
− 1

]
,

u0 =
c

f
=

1

e
.

(7.4)

代入 u0 = 1/e：u20 − 1 = 1−e2

e2
，u0Q0(u0) =

1
e artanh e，得 Nz = 1−e2

e3
(artanh e− e)，与方法

一的式 (6.10)、第 6 节方法四的式 (6.17) 一致：同一个 Nz，在均匀带电问题里由 P2Q2 的匹

配读出，在极化问题里由 P1Q1 的匹配读出，两处都靠朗斯基行列式化简。

远处 BQ1v ≈ Bf2 cos θ
3r2

，由 B = fu0(u
2
0 − 1)P/ε0 得偶极矩 4πε0Bf2

3 = 4
3πa

2cP = V P，与方法

一一致。

注：两种方法的对照

方法一说明了为什么内部场均匀（二次型求一次导数），且适用于三轴椭球、任意方向，但依

赖第 6 节；方法二自成一体，退极化因子以 (u20 − 1)Q1(u0) 的形式由朗斯基行列式“自己跳出

来”，但只适用于旋转椭球（三轴椭球需要椭球谐函数——在 (λ, µ, ν) 中分离变量得到的乘积

解 [12]）。扁椭球用 Q̃1 同样处理，得 Nz = (1 + u20)Q̃1(u0)，与式 (6.11) 一致。

−2 −1 0 1 2
x

−2.0
−1.5
−1.0
−0.5

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0

z

Ein/E0 = 0.590

(a) 介质长椭球 c/a = 2，εr = 5

−2 −1 0 1 2
x

−2.0
−1.5
−1.0
−0.5

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0

z

尖端 E/E0 = 1/Nz = 9.2

(b) 导体长椭球 c/a = 3

图 10 匀强场 E0ẑ 中的长椭球（由式 (7.3) 与分离变量的精确解计算）。蓝：电场线；红：等势线。(a) 介
质 εr = 5、c/a = 2：内部等势线等间距水平、电场线平行，Ein = 0.590E0。(b) 导体 c/a = 3：电场线垂直
终止于表面，尖端场强为 E0/Nz = 9.2E0。
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7.4 讨论

• 导体极限（εr → ∞）：Ein → 0，P → ε0E0/Nz。导体表面感应电荷 σ = P · n̂ = ε0E0nz/Nz。

在尖端 nz = 1，表面场强

E尖 =
σ

ε0
=
E0

Nz
. (7.5)

球 3E0（熟知）；导体 c/a = 10 时 49E0；细针 ≈ (c/a)2

ln(2c/a)−1E0。式 (7.5) 只对不带净电荷的
导体成立；若导体还带电 Q，尖端场还要加上第 5.3 节的 Q/(4πε0a

2)。

• 有限 εr 时的尖端场：介质尖端外侧的法向场由 Dn 连续得 E尖 = εrEin =
εrE0

1 +Nz(εr − 1)
，

只有 Nz(εr − 1) ≫ 1 时才趋于 E0/Nz。细针 Nz → 0 时它的上限是 εrE0：例如 c/a = 10、

εr = 6 的玻璃针只有 6/(1 + 0.0203× 5) ≈ 5.4 倍，而同形导体针是 49 倍。

• 细针与薄盘：沿细针长轴极化，Nz → 0，退极化场可忽略，Ein → E0——针“几乎不退极化”，

P 可以很大。场垂直于薄盘时 Nz ≈ 1 − π
2
c
a，1 + Nzχ = εr − π

2
c
aχ，相对修正

π
2
c
a
χ
εr
< π

2
c
a；

盘足够薄时 Ein → E0/εr，盘内的 D 等于外面的 ε0E0（就像平行板电容器中的介质片），几

乎“全退极化”。

• 垂直于对称轴的极化：把 Nz 换成 Nx = (1 −Nz)/2。一般方向的外场分解为沿主轴的分量，

各自用对应的 Ni：Ein,i = E0,i/(1 +Niχ)。由于 Nx ̸= Nz，内部场与 P 一般不平行于外场，

椭球受到力矩（例题 3）。

• 只有椭球如此：若一个均匀体对任意方向的均匀极化内部场都均匀，则它的内部势是二次型
（均匀极化的势是均匀带电势的方向导数），由导读中的牛顿定理之逆（Dive–Nikliborc，据文
献 [1] 转述）它必是椭球。对长方体、圆柱等，内部场不均匀，“退极化因子”只能定义为某
种平均值。

• 磁学类比：把 P /ε0 换成磁化强度M，E 换成H，就得到均匀磁化椭球内部的退磁场Hd =

−NM，N 就是同一组几何因子 [10, 11]。

交互演示：匀强场中的介质旋转椭球：调相对介电常数 εr（可设为很大以模拟导体）、轴比 c/a 与外场
方向（与对称轴的夹角 θ）。由精确解画等势线与电场线，读出内部场的大小与方向、偶极矩、力矩。可
以看到任意 θ 下内部等势线都是平行等距直线（内部场均匀），但一般不垂直于外场。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 ellipsoid-dielectric）。

8 决赛风格例题

例题中的数值均由 scripts/verify_examples.py计算并用 assert交叉核对。取 ε0 = 8.854×
10−12 F/m。

例题 1：避雷针为什么要尖

把一根竖立在平坦地面上的避雷针模型化为：接地导体平面（z = 0）上竖立的半个导体长旋转

椭球，0 ≤ z ≤ c，高 c，底面半径 a。雷雨云在地面附近产生竖直向上的匀强场 E0（远离避雷

针处的值）。
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1. 证明这个问题的解与“孤立导体长椭球（半轴 a, a, c）放在匀强场 E0ẑ 中”的解在 z > 0

区域相同。

2. 求针表面的感应电荷面密度与针尖处的场强 E尖。证明针尖的曲率半径 r尖 = a2/c，并把

场强增强因子 β ≡ E尖/E0 在 a≪ c 时用 c 与 r尖 表示。

3. 求针上感应电荷沿高度的线密度 λℓ(z) 与针上的总感应电荷。

4. 取 c = 10m、a = 0.20m。求 Nz、β、r尖。雷暴云下地面附近的场强可达约 10 kV/m 量
级 [13]，空气在标准状况下的击穿场强约 3MV/m[14]。估计针尖开始发生电晕放电（尖
端附近空气局部电离、发出微弱辉光与噪声的放电）时的 E0。

解答

(1) 全空间问题的解为 Φ = −E0z + ΦP（第 7 节），导体取电势零（按对称性，孤立导体椭球
在匀强场中的电势等于其中心处外场的势，即 0）。外场的势对 z → −z 是奇函数；椭球关于
z = 0 对称，感应电荷的分布也是奇的（上正下负），所以总势是 z 的奇函数，在 z = 0 平面

上为零。于是全空间解在 z > 0 区域满足：z = 0 平面上 Φ = 0（接地平面）、导体表面 Φ = 0

（接地针）、导体外无电荷、远处 → −E0z。由唯一性定理，它就是半空间问题的解。（这就是镜

像法：下半个椭球是上半个的“像”。）

(2) 导体极限下 P = ε0E0/Nz（式 (7.3) 令 εr → ∞），感应电荷 σ = Pnz = ε0E0nz/Nz，尖端

nz = 1：

E尖 =
E0

Nz
, β =

1

Nz
.

曲率半径：子午截线 z = c
√

1− ρ2/a2 ≈ c− c
2a2
ρ2，与半径 r的圆 z ≈ c− ρ2

2r 比较得 r尖 = a2/c。

细针时用式 (6.12)，a2 = cr尖，2c/a = 2
√
c/r尖：

β ≈ c2/a2

ln(2c/a)− 1
=

c/r尖
1
2 ln(4c/r尖)− 1

. (8.1)

增强因子大致是“高度 / 尖端曲率半径”，再除以一个变化很慢的对数因子。
(3) 第 5.5 节的投影论证换成极化电荷：σ = Pnz，高度 z 到 z + dz 的一条环带上的电荷为
P
∮
nzdS。nzdS 是面元在 xy 平面上的投影面积，环带的投影是半径从 ρ(z + dz) 到 ρ(z) 的

圆环，面积 − d
dz

[
πa2

(
1− z2

c2

)]
dz = 2πa2z

c2
dz。所以

λℓ(z) =
2πa2P

c2
z =

2πε0E0a
2

Nzc2
z (线性增长),

Q针 =

∫ c

0
λℓdz = πa2P =

πε0E0a
2

Nz
≈ πε0E0c

2

ln(2c/a)− 1
.

细针上的总感应电荷几乎与粗细无关（只通过对数），正比于 c2。

(4) c/a = 50：e =
√

1− 1/2500，式 (6.10) 给出 Nz = 1.443 × 10−3（渐近式 1.442 × 10−3），

β = 693，r尖 = 4.0mm。E0 = 10 kV/m 时 E尖 = 6.9MV/m，已超过击穿场强，尖端附近会发
生电晕放电。电晕开始的外场 E∗

0 = Nz × 3MV/m ≈ 4.3 kV/m。（真实电晕起始场强还与尖端
半径有关，小半径时更高；这里只作量级估计。）E0 = 10 kV/m 时 Q针 = 7.7µC，针顶的线电
荷密度 λℓ(c) = 1.5µC/m；在电晕起始的 E∗

0 下两者按比例为 3.3µC 与 0.67µC/m。
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注意式 (8.1) 可写成 E尖 =
E0c/r尖

ln(2c/a)−1，E0c 是没有针时针尖高度处与地面的电势差：决定尖

端场强的主要是“电压/尖端曲率半径”，针的长度只通过对数起作用（孤立带电细针同理，
E尖 =

U/r尖
ln(2c/a)）。

（c/a = 2, 5, 10, 50, 200 时 1/Nz = 5.76, 17.9, 49.3, 693, 8013，细针渐近式 (8.1) 给出
10.4, 19.2, 50.1, 693, 8014：c/a ≳ 10 后渐近式已很好。）

评分要点：(1) 奇对称 + 唯一性；(2) σ = Pnz、β = 1/Nz、r尖 = a2/c；(3) 投影面积求环带
电荷；(4) 数值与“电压/曲率半径”的标度。

例题 2：共焦椭球电容器

两个共焦的导体长旋转椭球面（公共焦点 z = ±f）构成电容器，内、外导体的参数 u1 = c1/f <

u2 = c2/f（u = cosh ξ）。

1. 求电容。对一般三轴椭球，写出由两个共焦椭球 λ = λ1、λ = λ2 构成的电容器的电容。

2. 两椭球靠得很近（λ2 = λ1 + δλ，δλ→ 0）时，各处间隙不等宽。证明此时电容等于把间

隙看成许多小平行板电容器并联的结果。

3. 两椭球都很细长（a1, a2 ≪ f）时，电容趋于什么？

4. 内导体表面上哪里场强最大？用 Q、f、u1 表示这个最大场强。

5. 外导体固定（c2 = 10 cm，a2 = 4 cm），内导体在同一共焦族中选取。空气击穿场强取
Eb = 3MV/m。u1 取何值时电容器能承受的电压最高？求此时的 a1、c1、电容与最高电

压。在细长极限下最优比值 a2/a1 是多少？与同轴电缆的经典结论 b/a = e（自然对数的
底）比较。

解答

(1) 两导体间的电势只依赖 ξ（或 λ），其通解仍是式 (5.1)、(5.7)：Φ = KQ0(u)+ 常数。由内

导体带电 Q 与高斯定理（包住内导体的任一共焦椭球面上的通量为 Q/ε0），K 与孤立导体时

相同，K = Q/(4πε0f)。电势差 U12 = K[Q0(u1)−Q0(u2)]：

C =
4πε0f

Q0(u1)−Q0(u2)
; 三轴： C =

8πε0
I(λ1)− I(λ2)

.

u2 → ∞ 时回到孤立导体的式 (5.2)。
(2)不妨取 λ1 = 0（内导体半轴 ai）。I(0)−I(δλ) ≈ δλ/∆(0) = δλ/(abc)，所以 C ≈ 8πε0abc/δλ。

另一方面，表面一点处两椭球的法向间距 ℓ = δλ/|∇λ| = δλ/(2h)（式 (3.9)）。局部平行板并联：∮
ε0dS
ℓ

=
2ε0
δλ

∮
h dS =

2ε0
δλ

· 4πabc = 8πε0abc

δλ
,

两者相同。这里又用到了
∮
hdS = 3V。注意间隙在长轴端最窄（h 最大处）——那里的场强

最大，与导体上的 σ ∝ h 一致。

(3) 细长时 ui =
√
1 + a2i /f

2 ≈ 1 +
a2i
2f2，Q0(ui) =

1
2 ln ui+1

ui−1 ≈ ln 2f
ai
，所以 Q0(u1)−Q0(u2) ≈

ln(a2/a1)：
C ≈ 2πε0 (2f)

ln(a2/a1)
,
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正是长 2f、内外半径 a1, a2 的同轴电缆的电容。

(4) E = −∇Φ = −KQ′
0(u)∇u，|Q′

0(u)| = 1
u2−1
，|∇u| = 1

Hξ

du
dξ = sinh ξ

f
√

sinh2 ξ+sin2 η
。在内导体表

面上 ξ = ξ1 固定，|∇u| 在 η = 0（尖端）最大，等于 1/f。所以最大场强在两个尖端：

Emax =
Q

4πε0f2(u21 − 1)
=

Q

4πε0a21
.

（f2(u21 − 1) = a21。与孤立导体的尖端场强形式相同。）

(5) 能承受的电压 Umax = Qmax/C，Qmax 由 Emax = Eb 定出：

Umax = Ebf (u
2
1 − 1) [Q0(u1)−Q0(u2)] ≡ Ebf Ψ(u1).

Ψ(1) = 0（内导体退化为焦线段，a1 = 0），Ψ(u2) = 0（两导体重合），中间有极大。Ψ′(u1) =

2u1[Q0(u1)−Q0(u2)] + (u21 − 1)Q′
0(u1) = 2u1[Q0(u1)−Q0(u2)]− 1，极值条件

Q0(u1)−Q0(u2) =
1

2u1
. (8.2)

数值：f =
√
102 − 42 = 9.165 cm，u2 = 1.0911，解式 (8.2) 得 u1 = 1.0337，即 c1 = 9.47 cm、

a1 = f
√
u21 − 1 = 2.40 cm（尖端曲率半径 a21/c1 = 6.1mm），C = 21.1pF，Umax = 9.1 kV。细

长极限下 u1 ≈ 1，式 (8.2) 化为 ln(a2/a1) = 1
2，a2/a1 = e1/2 ≈ 1.649（本题 1.668，已接近）。

同轴电缆的场强最大处在整个内表面，Emax = U/[a1 ln(a2/a1)]，最优 ln(a2/a1) = 1；共焦椭

球的最大场在尖端，Emax ≈ U/[r尖 ln(a2/a1)] 而 r尖 ∝ a21，所以最优比值变成 e1/2。
评分要点：(1) K 由高斯定理定出；(2) ℓ = δλ/2h 与

∮
hdS = 3V；(3) 对数渐近；(4) |∇u| 在

尖端最大；(5) 极值条件 (8.2) 与 e1/2。

例题 3：倾斜的介质针

一根玻璃针可视为长旋转椭球，c = 5.0mm，a = 0.50mm，εr = 6.0，密度 ρm = 2.5×103 kg/m3。

针的中心固定，可绕中心自由转动，放在匀强场 E0 = 1.0MV/m 中，对称轴与 E0 的夹角为

θ。忽略重力。

1. 求针的电偶极矩（沿对称轴与垂直对称轴的分量），以及 θ = 45◦ 时 p 与对称轴的夹角。

2. 求针所受的力矩 τ(θ)。哪个取向稳定？写出一个势能函数 W (θ) 使 τ = −dW/dθ。

3. 证明 χ = εr − 1 ≪ 1 时力矩正比于 χ2，并解释为什么不是 χ 的一次方。

4. 求针在稳定取向附近小角度摆动的周期（椭球绕过中心、垂直于对称轴的轴的转动惯量
为 1

5mn(a2 + c2)，mn 为针的质量）。若换成同样形状、同样密度的金属针，周期是多少？

稳定取向下针尖外侧的场强各是 E0 的多少倍？

5. 同体积、同材料的介质圆片（扁椭球，c/a = 0.1）放在同样的场中，哪个取向稳定？最大

力矩与上面的针相比如何？
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解答

(1) 取对称轴为 z，E0 = E0(sin θ, 0, cos θ)。由线性，把外场分解为沿主轴的分量，各自用第 7
节的结果：

pz = ε0V α̃zE0 cos θ, px = ε0V α̃xE0 sin θ,

α̃i =
χ

1 +Niχ
.

c/a = 10：Nz = 0.02029，Nx = 0.4899；χ = 5：̃αz = 4.540，̃αx = 1.450。V = 4
3πa

2c = 5.24mm3。

p 与对称轴的夹角 ψ 满足 tanψ = α̃x
α̃z

tan θ，θ = 45◦ 时 ψ = 17.7◦：偶极矩比外场更靠近长轴。

(2) 外场对束缚电荷的总力矩是 τ = p×E0（匀强场中任意电荷分布所受力矩；束缚电荷自身

的场对物体的力矩之和为零）。沿 y 轴的分量：

τy = pzE0x − pxE0z =
1
2ε0V E

2
0(α̃z − α̃x) sin 2θ.

τy > 0 表示绕 +y 轴转动，即对称轴（在 xz 平面内，与 z 轴同向）向外场方向转（θ 减小）。

α̃z > α̃x（Nz < Nx），所以长轴转向外场，θ = 0 稳定，θ = 90◦ 不稳定。以 θ 为转角，力矩

τθ = −τy，取
W (θ) = −1

2ε0V E
2
0

(
α̃z cos2 θ + α̃x sin2 θ

)
= −1

2p ·E0,

则 −dW/dθ = −1
2ε0V E

2
0(α̃z − α̃x) sin 2θ = τθ。（因子 1

2 的来源：外源固定时，把感应偶极从

零建立起来，W = −
∫ E0

0 p(E′) · dE′ = −1
2p ·E0；它等于与外场的相互作用能 −p ·E0 加上介

质内部储存的极化能 +1
2p ·E0。）最大力矩 τmax = 1

2ε0V E
2
0(α̃z − α̃x) = 7.2× 10−8 N m。

(3) 展开到 χ2：α̃i = χ−Niχ
2 +O

(
χ3
)
，α̃z − α̃x ≈ (Nx −Nz)χ

2。一阶项相消，因为在 χ 的

一阶近似下每一小块介质只受外场极化，P = ε0χE0 平行于外场，力矩为零；形状的各向异性

来自极化电荷自身产生的退极化场（它本身已是 χ 的一阶量），再作用于极化（又一个 χ），所

以力矩是 χ2 量级。

(4) 小角度时 W ≈ 常数 +1
2ε0V E

2
0(α̃z − α̃x)θ

2，“扭转刚度”κθ = ε0V E
2
0(α̃z − α̃x)。转动惯量

I = 1
5ρmV (a2 + c2)，V 约去：

ω2 =
κθ
I

=
5ε0E

2
0(α̃z − α̃x)

ρm(a2 + c2)
,

ω = 46.6 s−1, T = 0.135 s.

金属针：α̃i → 1/Ni（χ→ ∞），α̃z− α̃x = 49.3−2.04，T = 0.035 s。金属针的“抓场”能力强得
多，主要是因为 1/Nz 很大。针尖外侧场强（第 7.4 节）：玻璃针 εr/(1+Nzχ) = 6/1.101 = 5.4

倍，金属针 1/Nz = 49 倍。

(5)扁椭球 Nz > Nx，α̃x > α̃z，力矩使对称轴转到垂直于外场：稳定时圆片的盘面平行于外场。

统一的说法是：介质体总是把它“最长”的方向转向外场。力矩公式不变，|τ |max = 1
2ε0V E

2
0 |α̃z−

α̃x|。c/a = 0.1：Nz = 0.8608，Nx = 0.0696，α̃z = 0.943，α̃x = 3.709，|α̃z − α̃x| = 2.77，比

针的 3.09 小约 10%：同体积时，轴比互为倒数的针与圆片受到的最大力矩相近，针略大。
评分要点：(1) 分解到主轴、两个 N；(2) p×E0 与 W = −1

2p ·E0；(3) χ2 的物理解释；(4)
V 约去的周期公式、介质与导体尖端场的区别；(5) 扁椭球的取向与力矩比较。
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例题 4：导体屏上的圆孔——电场如何“漏”过小孔

一块无限大、无限薄的接地导体平板位于 z = 0，上面开一个半径 R 的圆孔（圆心在原点）。

板下方远处是匀强场：z → −∞ 时 Φ → E0z（场强 E0，垂直于板）；板上方远处没有外加场，

Φ → 0。

1. 证明可以把解写成 Φ = 1
2E0z+Φe，其中 Φe 关于 z → −z 为偶函数，在板上为零，远处

→ −1
2E0|z|。

2. 取扁旋转椭球坐标（f = R，u = sinh ξ，v = cos η）。证明：导体板（孔外）恰是坐标面
η = π/2，孔是 ξ = 0 的焦圆盘，且 |z| = Ru|v|。试探 Φe = −1

2E0R |v|U(u)，写出 U 满

足的方程与通解，并由远处条件定出一个常数。

3. |v| 在孔面上有“折角”。要求 Φ 及 ∂zΦ 穿过孔连续，定出 U(u)。

4. 求孔中的电势与电场。孔中的场与入射场 E0 是什么关系？

5. 求板上方远处的电势，说明它是一个电偶极子与其在板中的像共同产生的，求孔的等效
偶极矩 p。

6. 屏蔽盒壁上开一个 R = 2mm 的小孔，外面 E0 = 10 kV/m。估计盒内孔轴线上距孔
10 cm 处的场强。

解答

(1) 把边界条件分成奇、偶两部分：1
2E0z 在两侧远处分别给出 1

2E0z，它关于 z → −z 是奇的，
在板上为零，处处调和，且自然穿过孔。剩下的 Φe = Φ− 1

2E0z在下方远处→ 1
2E0z = −1

2E0|z|，
上方远处 → −1

2E0z = −1
2E0|z|，板上为零。问题对板面镜像对称，Φe 是偶函数。

(2) 扁椭球坐标 z = Ru cos η，ρ = R
√
1 + u2 sin η。η = π/2 给出 z = 0、ρ = R

√
1 + u2 ≥ R

——孔外的板；u = 0 给出 z = 0、ρ = R sin η ≤ R——孔（上、下两面分别对应 v > 0、

v < 0）。|z| = Ru|v|。在 z > 0 一侧 Φe = −1
2E0Rv U(u) 是 P1(v) 型的分离解，代入式 (4.12)

得 [(1 + u2)U ′]′ − 2U = 0，通解 U = Au+BQ̃1(u)，Q̃1 = 1− u arccotu（第 4.3 节注）。远处
Φe → −1

2E0|z| = −1
2E0Ru|v| 要求 A = 1。Φe 在板上（v = 0）自动为零。

(3) Φe 含 |v|，在孔面两侧取值相同（连续）。孔面上 u = 0，z = Ruv，所以 ∂z = 1
Rv∂u。上

侧（v > 0）∂zΦe = −1
2E0U

′(0)，下侧（v < 0，|v| = −v）∂zΦe = +1
2E0U

′(0)。两侧相等要求

U ′(0) = 0。Q̃′
1(0) = − arccot 0 = −π

2，所以 1− π
2B = 0，B = 2

π：

U(u) = u+
2

π
(1− u arccotu)

=
2

π
(1 + u arctanu) .

(8.3)

(4) 孔中 u = 0、U(0) = 2
π、|v| =

√
1− ρ2/R2，所以

Φ孔(ρ) = −E0

π

√
R2 − ρ2,

Ez = −∂Φ
∂z

= −1

2
E0 +

1

2
E0U

′(0) = −1

2
E0.



9 实验与数据处理：用平行板电容器测退极化因子 41

孔中的电场处处均匀，恰为入射场（下方远处 Ez = −E0）的一半，方向相同。孔中心的电势

−E0R/π。

(5) 上方远处 u ≈ r/R→ ∞，Q̃1 ≈ 1
3u2，U ≈ u+ 2

3πu2。于是

Φ ≈ 1

2
E0z −

1

2
E0z −

E0R

3π

v

u2
≈ −E0R

3

3π

cos θ
r2

.

这是偶极子势 p总 cos θ
4πε0r2

，p总 = −4
3ε0E0R

3（沿 z）。下方入射场的矢量是 E入 = −E0ẑ，所以写

成矢量：远场相当于偶极 4
3ε0R

3E入，与入射场同向。通常把孔等效为放在关闭的屏面上的偶

极 p：垂直于接地平面的偶极，其像与它同向，上半空间的场相当于 2p 产生的，于是

p =
2

3
ε0R

3E入 (与入射场同向).

系数 2
3 是“偶极放在关闭屏面上、另计镜像”的约定，即小孔理论中常写的圆孔电极化率 αe =

2
3R

3（正负号随法向取向的约定而定）；Jackson §3.13 直接给出远场等效偶极 4
3ε0a

3E0，即这

里的 2p（据文献 [2] 及小孔理论的标准叙述转述，未核对 Bethe 原文 [15] 的约定）。漏过小孔
的场等效于一个大小 ∝ R3 的偶极子。

(6) 轴上 Φ ≈ −E0R3

3πz2
，|Ez| = 2E0R3

3πz3
= 2×104×(2×10−3)3

3π×0.13
V/m = 0.017V/m，只有外场的 1.7 ×

10−6。屏蔽效果按 (R/z)3 变化：孔径加倍，漏场增大 8 倍。（以上假定屏无限薄。真实壁厚
为 t 时，孔道内静电势的最低模按 J0(2.405ρ/R)e−2.405z/R 衰减，漏场还要再乘约 e−2.405t/R；

t = 1mm、R = 2mm 时约 0.3。）

评分要点：(1) 奇偶分解；(2) 坐标面的识别与 Q̃1；(3) 穿过孔的光滑条件定出 B = 2/π；(4)
孔中场为 1

2E0；(5) 远场偶极与像，p = 2
3ε0R

3E入；(6) 数值与 R3 标度。

9 实验与数据处理：用平行板电容器测退极化因子

例题：实验题：形状决定的极化（本题使用模拟数据）

装置：两块大圆形平行金属板水平放置，板距标称 d ≈ 12.0 cm（未精确测量）。下板接零内阻
交流电源 U0；上板中央是被测电极，四周有与它同电势的保护环（不计入测量，使被测电极下

方的场均匀、没有边缘效应），被测电极接到电容电桥（把待测电容与标准电容比较、读出差

值的仪器），电桥使它保持在“虚地”电势。电桥读出放入样品引起的电容增量 δC，读数的标

准不确定度 σδC = 0.02 fF（1 fF = 10−15 F）。样品用极细的尼龙丝悬挂在两板正中、保护环以
内的均匀场区（尼龙丝的影响已扣除），板间场 E0 = U0/d 沿竖直方向。

• 介质样品：同一批陶瓷（εr 未知）烧制的 7个旋转椭球，体积都等于 V = 4
3π×1.000 cm3

（a2c = 1.000 cm3），轴比 c/a 见表 4。每个样品分别以对称轴平行于场（∥）和垂直于场
（⊥）两种取向测量。表中同时给出由式 (6.10)、(6.11) 算出的 Nz、Nx。

• 金属标定样品：同体积的黄铜球（半径 1.000 cm），δC = 7.77 fF；同体积、c/a = 4.00 的

黄铜长椭球（对称轴平行于场），δC = 34.58 fF。

说明：本题数据由 scripts/exp_data.py 生成：按第 (2) 问的公式，计入两极板对样品感应
偶极的镜像作用（第 (7) 问），再加标准差 0.02 fF 的高斯随机误差并保留两位小数；随机数种
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子事先固定为 20261026。

1. 格林互易定理：同一组导体、两种电荷分布A、B，有
∑

kQ
A
k Φ

B
k+
∫
ρAΦBdV =

∑
kQ

B
kΦ

A
k +∫

ρBΦAdV（k 标记导体，Qk、Φk 为其电荷与电势）。用它证明：两极板电势保持不变时，

板间一个总电荷为零、偶极矩为 p（沿场方向）的电荷分布使被测电极（上板）多带电荷

−p/d（下板多带 +p/d），因而电桥测得 δC = p/(U0d)。这一结论对样品的大小与形状有

无要求？

2. 忽略镜像作用，证明介质样品满足 y ≡ K/δC = N + 1/χ，其中 K ≡ ε0V /d2，N 为沿

场方向的退极化因子；金属样品 y = N。

3. 由金属球求 K 及其不确定度，并由此求板距 d。

4. 计算 14 个介质数据点的 y 及其不确定度。以 N 为横坐标作图，用加权最小二乘拟合

y = SN + B。求斜率 S、截距 B 及其不确定度。S 与理论值 1 相符吗？求 χ 与 εr。为

什么 χ = S/B 与标定无关？

5. 不用 N 的公式，只用旋转对称性和
∑
Ni = 1，证明对每个形状 Y ≡ y∥ + 2y⊥ 都应等于

同一个数。检验数据是否支持这一点，并由此求 χ。

6. 用 K 求金属长椭球的 y，与 Nz(c/a = 4) = 0.0754 比较。差别显著吗？

7. 两板的电势都由零内阻电源与电桥的虚地固定，所以对样品电荷产生的附加场而言，两
板都相当于接地导体，样品的感应偶极会在两板中成像。证明镜像使样品处多出一个与

p 成正比的场，从而 1/α̃有效 = 1/α̃ − κ，κ = ζ(3)V /(πd3)，ζ(3) =
∑

n≥1 n
−3 = 1.202。

估计 κ，修正第 (3)–(6) 问的结果，并讨论其他系统误差。

表 4 介质旋转椭球的电容增量（模拟数据，a2c = 1.000 cm3）

c/a a/mm c/mm Nz Nx δC∥/fF δC⊥/fF

0.25 15.87 3.97 0.7036 0.1482 3.13 9.67
0.40 13.57 5.43 0.5882 0.2059 3.65 7.97
0.63 11.67 7.35 0.4620 0.2690 4.44 6.66
1.00 10.00 10.00 0.3333 0.3333 5.71 5.69
1.60 8.55 13.68 0.2187 0.3906 7.64 5.10
2.50 7.37 18.42 0.1351 0.4324 10.17 4.71
4.00 6.30 25.20 0.0754 0.4623 13.34 4.43

解答

(1) z 从下板量起。由叠加原理，实际情形 =“无样品、下板接 U0”+ A：两板都接地，板间
只有样品的电荷 ρs，两板上的感应电荷 Q下、Q上。为求被测的 Q上，取 B：没有样品，上板
电势 U ′、下板接地，板间电势 ΦB = U ′z/d（保护环以内的均匀场区）。代入互易定理：左边
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= Q上U
′ +
∫
ρsU ′z/d dV = Q上U

′ +U ′p/d（
∫
ρsdV = 0，

∫
ρszdV = p）；右边：B 中电荷只在

板上，而 A 中两板电势为零，右边 = 0。所以 Q上 = −p/d（同理 Q下 = +p/d）。无样品时上

板带 −C0U0，样品使它的电荷绝对值增加 p/d，电桥测得 δC = p/(U0d)。推导只用到 B 中样
品所在处的场是均匀的，对样品的大小、形状、内部分布没有要求，也不需要偶极近似；p 是

样品真实的总偶极矩（含镜像引起的变化）。

(2) 忽略镜像，样品处在匀强场 E0 中，由式 (7.3)，p = ε0V α̃E0，α̃ = χ/(1 + Nχ)。于是

δC = ε0V α̃/d
2 = Kα̃，y = K/δC = 1/α̃ = N + 1/χ。金属 χ→ ∞，y = N。

(3) 金属球 N = 1/3：K = δC球/3 = 2.590 fF，σK = 0.0067 fF（0.26%）。d =
√
ε0V /K =

(11.967±0.015) cm，比标称值小 0.3mm（第 (7)问会看到这主要是镜像效应造成的标定偏差）。
(4) yi = K/δCi，统计不确定度 σyi = yiσδC/δCi（K 的误差是所有点的公共比例因子，单独处

理）。各点的 y 见图 11（例如 c/a = 4：y∥ = 0.1942，y⊥ = 0.5847）。

加权最小二乘（附录 D）：

S = 1.0051± 0.0023统计, B = 0.11853± 0.00038统计,

r(S,B) = −0.84, χ2/ν = 8.3/12.

χ2/ν < 1，残差与读数误差相称（图 11），线性模型成立。计入 K 的 0.26% 公共比例误差（S、
B 都正比于 K）：S = 1.0051±0.0035，与 1相差 1.5σ，相符。由模型 y = (K估/K真)(N +1/χ)，

S = K估/K真，B = S/χ，所以

χ =
S
B

= 8.48± 0.04, εr = 9.48± 0.04.

比值中 K 消去：χ只依赖于“截距与斜率之比”，即平行与垂直两种取向之间、不同形状之间的

相对变化，与绝对标定无关。误差传递必须用协方差：σ2χ =
(
1
B
)2
σ2S+

( S
B2

)2
σ2B−2 S

B3 cov(S,B)；
S、B 强负相关（r = −0.84），忽略相关项会把 σχ 从 0.044 低估为 0.033。（若把斜率固定为理

论值 1 再拟合，得 B = 0.1192± 0.0005、χ = 8.39± 0.04，但这时 χ 依赖于标定。）

(5)旋转对称：Nx = Ny；
∑
Ni = 1：Nz +2Nx = 1。所以 Y = y∥+2y⊥ = (Nz +2Nx)+3/χ =

1 + 3/χ，与形状无关——这只用了对称性与高斯定理（
∑
Ni = 1 的物理来源），不用 N 的具

体公式。7 个形状的 Y 加权平均 Ȳ = 1.3601± 0.0038（含 K 误差），对常数的 χ2 = 5.2/6，数

据支持“Y 与形状无关”。χ = 3/(Ȳ − 1) = 8.33± 0.09，与第 (4) 问相差约 1.5σ；注意两者来

自同一组数据、并不独立，这只是自洽性检验（第 (5) 问依赖标定，误差更大）。
(6) y4 = K/δC = 2.590/34.58 = 0.07490 ± 0.00020（含 K 误差），比 Nz = 0.07541 小 2.6σ。

金属样品的 y = N 不含 1/χ，对 N 本身最敏感，这一偏差值得追究。

(7) 镜像：按题设，对样品电荷的附加场两板都相当于接地平面，可用镜像法：沿场方向（垂直
于板）的偶极子 p 在平面中的像是同方向的偶极子；在两平面间反复成像，得到位于 z = nd

（n = ±1,±2, . . .，从样品中心量起）的一列同向偶极子。它们在样品中心产生的场（轴上偶极

场 2p/(4πε0r
3)）之和

E像 =
∑
n ̸=0

2p

4πε0|n|3d3
=
ζ(3) p

πε0d3
=
κP

ε0
, κ ≡ ζ(3)V

πd3
.

它与外场同向，于是自洽条件变为 P = ε0χ(E0 +κP/ε0 −NP/ε0)，即 1/α̃有效 = N +1/χ−κ

（金属：N−κ）。d ≈ 11.97 cm：κ = 9.35×10−4。效果：(i)所有 y 下移一个常数 κ；(ii)标定应为
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K = δC球(1/3−κ)，即 K 偏大了 3κ = 0.28%。按 y修 = K修/δC+κ重新处理：K修 = 2.583 fF，
板距 d = (11.983 ± 0.015) cm（与生成值 12.00 cm 相符，第 (3) 问的“小 0.3 mm”主要来自
镜像），S = 1.0023，χ = 8.41± 0.04（变化 −0.8%，约 1.5σ）；金属长椭球 y修 = 0.07562，与

Nz = 0.07541 的差变为 +1.1σ——第 (6) 问的“反常”被镜像效应解释了。（生成数据所用的
真值是 χ = 8.40。）

其他系统误差：镜像场在样品范围内不均匀（约 (ℓs/d)2κ ∼ 10−4，ℓs = 5 cm）；有限极板与保
护环间隙；轴比加工误差（c/a = 4 时轴比误差 1% 使 Nz 变 1.3%）；陶瓷的频率依赖与损耗
（电桥应同时测损耗角）；悬丝与湿度。改进：增大板距或减小样品；用两种板距测量把 κ ∝ d−3

外推掉；用多个不同 N 的金属样品同时拟合 K 与 κ。

评分要点：(1) 互易定理的两种配置与结论的普遍性；(2) 线性化；(3) 标定；(4) 加权拟合、公
共比例误差、χ = S/B 与协方差；(5) 求和规则；(6) 显著性判断；(7) 镜像偶极列、ζ(3)、修
正后的一致性。

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

y=
K

/δ
C

拟合 y = 1.0051N + 0.1185
理论 y = N + 1/χ（生成值）
对称轴 ∥ E0（N = Nz）
对称轴 ⟂ E0（N = Nx）
金属长椭球（c/a = 4）

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7退极化因子 N

−2
0
2

残差
/σ

图 11 实验题的拟合（scripts/exp_fit.py）。上：y = K/δC 对退极化因子 N，圆点与方点分别为平行、
垂直取向，实线为加权拟合，点线为生成数据所用的理论线 y = N + 1/χ（未计镜像），三角为金属长椭球。
下：归一化残差。

10 小结：推导链

1. 几何：共焦族
∑
x2i /(a

2
i + s) = 1 过每点三张、两两正交（部分分式 (3.4)）⇒ 椭球坐标；隐

函数求导给出 |∇λ|2 = 4/Γ、∇2λ/|∇λ|2 = ∆′/∆；表面上 |∇λ| = 2h。

2. 坐标：z + iρ = f cosh(ξ + iη) ⇒ Hξ = Hη、正交（复映射）⇒ 拉普拉斯算子 (4.9) ⇒ 勒让
德方程 ⇒ 降阶法给出 Q0, Q1, Q2 与朗斯基行列式 Wn = −1/(u2 − 1)。

3. 导体：Φ = Φ(λ)满足 (∆Φ′)′ = 0 ⇒ Φ = Q
8πε0

I(λ)，C = 8πε0/I(0)；旁证：焦线电荷（r1+ r2
恒定）、牛顿定理（弦中点）+ 角积分恒等式、仿射伸缩（圆盘）。面电荷 σ = Qh/(4πabc) 是

一层相似椭球壳。
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4. 均匀带电椭球：相似薄壳 =导体电荷分布⇒叠加 +交换积分次序⇒ Φin = ϕ0− ρe
2ε0

∑
Nix

2
i，

平移 t→ t−s0 得麦克劳林定理；旁证：猜解验证（
∑
Ji = 2/∆）、射线法（根号相消）、P2Q2

分离变量（Nz =
1
3 [1 + (u20 − 1)Q′

2(u0)]）。
∑
Ni = 1，∂ lnC/∂ ln ai = Nia

2
i /
∑
Nja

2
j。

5. 极化：两个错开的带电椭球⇒退极化场 −NiPi/ε0（均匀）⇒ Ein = E0/[1+N(εr−1)]；旁证：

P1Q1 分离变量，Nz = (u20 − 1)Q1(u0)。不带电导体尖端增强 1/Nz，介质尖端 εr/(1+Nzχ)。

6. 应用：避雷针 β ≈ (c/r尖)/[ln(2c/a) − 1]；共焦电容器最优 a2/a1 → e1/2；介质针力矩 ∝
(α̃z − α̃x)（χ≪ 1 时 ≈ χ2(Nx −Nz)）；屏上圆孔的漏场等效偶极 2

3ε0R
3E0（与入射场同向，

放在关闭屏面上计入镜像）；用 δC = p/(U0d) 测 N 与 χ。
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A 椭球坐标的推导

推导：恒等式 (4.19)

固定一点 x（a > b > c，三个坐标都不为零），把 F (s) =
∑

i x
2
i /(a

2
i + s) − 1 通分：F (s) =

N(s)

(a2 + s)(b2 + s)(c2 + s)
。分子 N(s) = x2(b2 + s)(c2 + s) + y2(a2 + s)(c2 + s) + z2(a2 + s)(b2 +

s)− (a2 + s)(b2 + s)(c2 + s) 是 s 的三次多项式，s3 的系数为 −1，而它的三个根就是 λ, µ, ν。

所以 N(s) = −(s− λ)(s− µ)(s− ν)，即式 (4.19)。

推导：用 (λ, µ, ν) 表示直角坐标

式 (4.19) 两边乘以 (a2 + s) 再令 s→ −a2，左边只剩 x2：

x2 = −(−a2 − λ)(−a2 − µ)(−a2 − ν)

(b2 − a2)(c2 − a2)
.

整理并对 y、z 同样处理：

x2 =
(a2 + λ)(a2 + µ)(a2 + ν)

(a2 − b2)(a2 − c2)
,

y2 =
(b2 + λ)(b2 + µ)(b2 + ν)

(b2 − a2)(b2 − c2)
,

z2 =
(c2 + λ)(c2 + µ)(c2 + ν)

(c2 − a2)(c2 − b2)
.

（由 λ > −c2 > µ > −b2 > ν > −a2 可以逐个验证三式右边为正。）一组 (λ, µ, ν) 对应 8 个关
于坐标平面对称的点，与球坐标中 r 对应整个球面类似。
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推导：拉梅系数 (4.20)

对 lnx2i 求 λ 的偏导：
2

xi

∂xi
∂λ =

1

a2i + λ
，所以 ∂xi

∂λ =
xi

2(a2i + λ)
。于是

H2
λ =

∑
i

(
∂xi
∂λ

)2

=
1

4

∑
i

x2i
(a2i + λ)2

=
Γ

4
,

∂r

∂λ
· ∂r
∂µ

=
1

4

∑
i

x2i
(a2i + λ)(a2i + µ)

= 0

（后者即式 (3.4)）。Γ 可由式 (4.19) 对 s 求导得到：−F ′(s) =
∑
x2i /(a

2
i + s)2，在 s = λ 处，右

边 (s−λ)g(s)∏
(a2i+s)

（g = (s− µ)(s− ν)）的导数只剩 g(λ)/
∏
(a2i + λ)：

Γ =
(λ− µ)(λ− ν)

(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)
=

(λ− µ)(λ− ν)

∆(λ)2
,

这就是式 (4.20)。Hµ、Hν 同理（取绝对值，因为 (µ−λ)(µ−ν) < 0而 (a2+µ)(b2+µ)(c2+µ) < 0）。

式 (4.21) 的来历 记 ∆s ≡
√
|(a2 + s)(b2 + s)(c2 + s)|。由上面的结果，
HλHµHν

H2
λ

=
HµHν

Hλ
=

(µ− ν)∆λ

2∆µ∆ν
,

其中只有 ∆λ 依赖 λ；代入式 (4.4) 即得式 (4.21)，与第 5.2 节的直角坐标计算一致。

B 旋转椭球的积分与渐近式

扁椭球的 I(λ) a = b > c，∆ = (a2+ t)
√
c2 + t。代换 τ =

√
c2 + t，a2+ t = τ2+f2，f2 = a2−c2：

I(λ) =

∫ ∞

√
c2+λ

2dτ
τ2 + f2

=
2

f

[
π

2
− arctan

√
c2 + λ

f

]

=
2

f
arctan f√

c2 + λ
.

λ = 0时 C = 8πε0/I(0) = 4πε0f/ arctan(f/c)，即式 (5.3)。过场点的共焦扁椭球极半轴
√
c2 + λ =

f sinh ξ，所以 Φ ∝ arctan(1/ sinh ξ) = arccot(sinh ξ)，与第 5.1 节一致。

卡尔松对称椭圆积分 定义 [6, 7]

RF (x, y, z) =
1

2

∫ ∞

0

dt√
(t+ x)(t+ y)(t+ z)

,

RD(x, y, z) =
3

2

∫ ∞

0

dt
(t+ z)

√
(t+ x)(t+ y)(t+ z)

.

于是（j, k 为另外两个指标）

I(0) = 2RF (a
2, b2, c2), C =

4πε0
RF (a2, b2, c2)

,

Ji(0) =
2

3
RD(a

2
j , a

2
k, a

2
i ), Ni =

abc

3
RD(a

2
j , a

2
k, a

2
i ).
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这是三轴椭球数值计算最方便的形式（Python 中为 scipy.special 的 elliprf 与 elliprd）。
Osborn 与 Stoner 1945 年用勒让德标准形式的椭圆积分给出了三轴椭球退磁因子的公式与数表
[10, 11]。

渐近式的误差 细针 Nz 的展开：artanh e = ln 2c
a − a2

4c2
+O

(
a4/c4

)
（与第 5.1 节电容的展开同理），

1−e2

e3
= a2

c2

(
1 + 3a2

2c2
+ · · ·

)
，又 e ≈ 1− a2

2c2
，所以 artanh e− e = (L− 1) + a2

4c2
+ · · ·（L ≡ ln 2c

a），

Nz =
a2

c2
(L− 1)

[
1 +

a2

c2

(
3

2
+

1

4(L− 1)

)
+ · · ·

]
.

式 (6.12) 的相对误差约为 −a2

c2

[
3
2 + 1

4(L−1)

]
，是 O

(
(a/c)2

)
：c/a = 10 时约 1.6%，c/a = 50 时

0.06%（见例题 1 的数值）。薄盘的式 (6.13) 相对误差 O(c/a)。

C 角积分恒等式与射线法的系数

记 gi = 1/a2i，α(û) =
∑

i giu
2
i（与正文第 6.3 节相同）。

推导：恒等式 (5.13)：同一个高斯积分算两遍

考虑 G ≡
∫
R3

e−
∑

gix
2
i

|x| d3x。

1. 球坐标：x = rû，d3x = r2dr dΩ，
∑
gix

2
i = r2α：G =

∫
dΩ
∫∞
0 r e−r2αdr =

∫ dΩ
2α。

2. 用 1
r = 2√

π

∫∞
0 e−τ2r2dτ（右边代换 τ ′ = τr 即得）。交换积分次序后，x, y, z 三个方

向的高斯积分分离：
∫

e−(gi+τ2)x2
i dxi =

√
π/(gi + τ2)，所以 G = 2√

π

∫∞
0

π3/2 dτ√∏
i(gi+τ2)

=

2π
∫∞
0

dτ√∏
i(gi+τ2)

。

3. 两式相等：
∫ dΩ

α = 4π
∫∞
0

dτ√∏
(gi+τ2)

。代换 τ = t−1/2：gi + τ2 =
a2i+t

a2i t
，
√∏

(gi + τ2) =

∆(t)

abc t3/2
，|dτ | = 1

2 t
−3/2dt，所以 dτ√∏ = abc

2
dt

∆(t)，∫ dΩ
α

= 2πabc

∫ ∞

0

dt
∆(t)

= 2πabc I(0).

推导：恒等式 (6.7)：对 gi 求导

把上面第 3 步的中间结果看成三个独立参数 gi 的函数，对 gi 求偏导：左边 ∂
∂gi

1
α = − u2

i
α2；右

边 ∂
∂gi

∏−1/2 = − 1
2(gi+τ2)

∏−1/2。所以∫
u2i dΩ
α2

= 2π

∫ ∞

0

dτ
(gi + τ2)

√∏
(gj + τ2)

= 2π

∫ ∞

0

a2i t

a2i + t
· abc

2

dt
∆(t)

= πabc a2i

∫ ∞

0

t dt
(a2i + t)∆(t)

.

用 t
a2i+t

= 1− a2i
a2i+t

即得 πabc a2i [I(0)− a2i Ji(0)]。
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推导：射线法的系数

把两个恒等式代入式 (6.6)（交叉项为零，(x · Aû)2 →
∑

i g
2
i x

2
iu

2
i）：

Φin =
ρe

8πε0

[(
1−

∑
i

gix
2
i

)
2πabc I

+ 2
∑
i

g2i x
2
i πabc a

2
i

(
I − a2i Ji

)]
.

由 g2i a
2
i = gi、g2i a

4
i = 1，方括号 = 2πabc

[
I −

∑
gix

2
i I +

∑
gix

2
i I −

∑
x2i Ji

]
=

2πabc
[
I −

∑
x2i Ji

]
，于是 Φin = ρeabc

4ε0

[
I(0)−

∑
x2i Ji(0)

]
，与式 (6.4) 相同。

D 加权最小二乘与格林互易定理

加权最小二乘 数据 (xk, yk)，yk 的标准不确定度 σk，模型 y = Sx+B。使 χ2 =
∑

k wk(yk−Sxk−
B)2（wk = 1/σ2k）最小。对 S、B 求偏导令其为零，得线性方程组；记 W =

∑
wk，Wx =

∑
wkxk，

Wy =
∑
wkyk，Wxx =

∑
wkx

2
k，Wxy =

∑
wkxkyk，∆w =WWxx −W 2

x：

S =
WWxy −WxWy

∆w
, B =

WxxWy −WxWxy

∆w
,

σ2S =
W

∆w
, σ2B =

Wxx

∆w
, cov(S,B) = −Wx

∆w
.

（S、B 是 yk 的线性组合，按误差传递即得。）若模型正确且 σk 估计合理，χ2 的期望为自由度

ν = n− 2。导出量 F (S,B) 的方差为 σ2F = F 2
Sσ

2
S + F 2

Bσ
2
B + 2FSFB cov(S,B)（FS = ∂F/∂S 等）。

格林互易定理 设所有电荷（含导体表面电荷）在真空中，配置 A 的电荷密度 ρA、电势 ΦA，配

置 B 同理。由库仑定律 ∫
ρAΦBdV =

1

4πε0

∫∫
ρA(x)ρB(x′)

|x− x′|
dV dV ′

=

∫
ρBΦAdV,

因为积分核对 x ↔ x′ 对称。把导体上的面电荷单独写出，并利用每个导体是等势体（
∮
σkΦkdS =

QkΦk），就得到实验题第 (1) 问中的形式 [2]。
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