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1 导读

背景：从“隧穿电流”到“原子间的力”

1981 年，IBM 苏黎世实验室的 G. Binnig、H. Rohrer 等人让一根金属针尖与导电样品之间隔
着不到 1nm 的真空隙通过隧穿电流，并用压电陶瓷让针尖逐点扫描，得到了第一批扫描隧道
显微镜（STM）图像 [1, 2]；Binnig 与 Rohrer 因此与电子显微镜的发明者 E. Ruska 分享了
1986 年诺贝尔物理学奖（Ruska 得一半，Binnig、Rohrer 各得四分之一）[3]。STM 只能观察
导电样品。Binnig 意识到：针尖离样品如此之近时，两者之间必然有可观的力，如果能“称”
出这个力，就能观察绝缘体。1986 年 Binnig、Quate 与 Gerber 发表了原子力显微镜（AFM）
[4]：一根极软的悬臂（第一台用的是粘着金刚石针尖的金箔，偏转由背面的另一根 STM 针尖
探测 [2]）在力作用下弯曲，弯曲量就是力的读数。论文摘要宣称这一方案原理上可测 10−18 N
量级的力，在空气中已达到横向 3nm、纵向小于 0.1nm 的分辨率 [4]。
此后的关键进展包括：1988年 Meyer与 Amer的光杠杆检测 [5]；1990年 Albrecht等人批量微
加工的 SiO2 与 Si3N4 悬臂，以及随后带集成针尖的硅悬臂 [2, 6]；1991 年 Albrecht、Grütter、
Horne与 Rugar提出调频（FM）检测 [7]；1995年 Giessibl用 FM-AFM首次在超高真空中分辨
了 Si(111)-(7×7)表面的原子（悬臂 k = 17N/m、f0 = 114 kHz、振幅 34nm、Q = 28000）[2, 8]；
1998 年 Giessibl 把石英音叉的一臂固定，做成第一代“qPlus”传感器（刚度约 3× 103 N/m）
[9, 10]，如今的标准 S1.0 型为 1800N/m[10]；2001 年安藤敏夫（T. Ando）等人用微小悬臂
（共振频率空气中 1.3–1.8 MHz、水中 450–650 kHz，刚度 0.15–0.28 N/m）实现了每帧 80 ms
的高速 AFM，拍到肌球蛋白 V 分子在云母上运动 [11]；2009 年 IBM 的 Gross 等人在约 5 K
的超高真空中，用针尖吸附一个 CO 分子的 qPlus-AFM 拍出了并五苯分子的化学结构——五
个苯环的碳骨架清晰可辨（f0 = 23 kHz、k = 1800N/m、振幅仅 20pm，频移 −2 到 −7Hz）
[10, 12, 13]。

这些成就背后的物理，核心只有三件事：

1. 悬臂是一根弹性梁：它的刚度 k 和共振频率 f0 由尺寸和材料决定，二者的组合决定了 AFM
能“多软、多快”；

2. 针尖–样品力随距离急剧变化：软弹簧挂在随距离变陡的吸引力上会失稳——“跳触”；而让
悬臂振动、测量频率的微小变化，可以把力梯度读出来；

3. 悬臂在室温下自己会抖：热涨落既是最终的噪声极限，又被巧妙地用来标定 k。

本讲目标 学完后你应当能够：(1) 从纯弯曲出发推导悬臂静刚度 k = Ewh3/(4L3) 和欧拉–伯努

利梁方程，求出悬臂的固有频率与振型，理解“有效质量 0.243m”的含义；(2) 由分子间 1/r6 吸

引推出球–平面的范德瓦尔斯力，用势能曲线分析平衡与稳定性，求跳触与脱离的临界条件；(3)推
导 FM-AFM 频移与力梯度的关系，理解 AM 模式中 Q 的双重作用；(4) 理解功率谱密度、阻尼
振子热噪声谱与最简形式的涨落–耗散关系，掌握热噪声标定法及其多模修正；(5) 完成一道用悬
臂振动测弹性模量、刚度和有效质量的数据处理题。
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前置知识 普通物理力学（胡克定律、转动平衡、受迫阻尼振动）、热学（玻尔兹曼分布）、微积分

与复数。超出这一范围的工具——梁的弯曲理论、偏微分方程的分离变量、功率谱密度、涨落–耗

散关系——都会在首次使用前介绍。42 届决赛实验中出现过的光杠杆放大只作简要回顾。

建议学时 2 学时：第 3–5 节约 40 分钟，第 6–7 节约 35 分钟，第 8 节约 30 分钟，例题与实验
题选讲 15 分钟，其余课后阅读。

2 名词与符号

表 1 本讲主要符号（悬臂部分）

符号 含义 单位

L, w, h 悬臂长、宽、厚（矩形截面） m
E, ρ 杨氏模量、密度 Pa，kg/m3

I = wh3/12 截面惯性矩（截面二次矩） m4

µ = ρwh 单位长度质量（线密度） kg/m
m = µL 悬臂总质量 kg
x 沿悬臂的坐标，固定端 x = 0，自由端 x = L m
y 截面内到中性层的距离（指向凸侧为正） m
u(x, t) 横向挠度（向上为正） m
ϱ 中性层曲率半径 m
ε, σ 纵向应变、正应力 1，Pa
M(x), V (x) 截面上的弯矩、剪力 N·m，N
k 悬臂端部静刚度 3EI/L3 N/m
δ 端部静挠度 m
λn = βnL 第 n 阶模的无量纲本征值 1
ϕn(x) 第 n 阶振型（自由端归一 ϕn(L) = 1） 1
ωn = 2πfn 第 n 阶固有角频率 rad/s
f0, ω0 一阶固有频率（= f1，动态模式中的习惯写法） Hz，rad/s
meff = k/ω2

1 有效质量 kg
mn, kn 第 n 阶模的模态质量、模态刚度 kg，N/m
p(x, t) 单位长度的横向分布外力 N/m
ν 泊松比 1

注：记号提醒

为避免与时间 t、宽度 w 混淆，本讲厚度记 h、挠度记 u，曲率半径用 ϱ（与密度 ρ 区分）。文

献中 k = Ewt3/(4L3) 的 t 就是本讲的 h。“频率”f 与“角频率”ω = 2πf 严格区分。
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表 2 本讲主要符号（相互作用、动态与噪声部分）

符号 含义 单位

z 针尖–样品间隙 m
z0 悬臂基座位置（悬臂不弯时针尖所在的间隙） m
F (z), V (z) 针尖–样品力（推离样品为正）及势能，F = −dV /dz N，J
F ′(z) 力梯度 dF/dz N/m
C, n1, n2 分子对势 −C/r6 的系数、两物体的分子数密度 J·m6，m−3

H = π2Cn1n2 Hamaker 常数 J
R 针尖曲率半径 m
a0 接触截断距离（原子“接触”间距） m
E∗ 接触的约化模量 Pa
Fad 粘附力（拉脱力） N
δc 接触压入深度 m
ℓ 短程力的衰减长度 m
A 悬臂振幅 m
Q 品质因数 1
η = 2Q(ω − ω0)/ω0 共振附近的无量纲失谐 1
b 粘滞阻尼系数（阻力 −bq̇） kg/s
∆f 相互作用引起的频移 Hz
Sx(f), SF (f) 位移、力的单边功率谱密度 m2/Hz，N2/Hz
B 频率（或力）检测的单边带宽 Hz
δ∗ 光杠杆报告的“虚拟挠度”（文献记 z∗） m
T, kB 温度、玻尔兹曼常数 K，J/K
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3 AFM 的工作原理与典型参数

3.1 针尖、悬臂、检测与反馈

图 1是 AFM的基本结构。一块几十到几百微米长的悬臂（cantilever）从芯片上伸出，自由端
下方有一个曲率半径约 10nm 的针尖。样品放在压电扫描器上，可在 x, y, z 三个方向以亚纳米精

度移动。针尖受样品的力 F 时悬臂弯曲，自由端挠度 δ 与力成正比：F = kδ，k 就是悬臂的“弹

簧常数”。悬臂背面反射一束激光到四象限光电二极管上，光斑位置的变化反映悬臂端的倾角变化。

反馈控制器调节样品高度 z，使偏转（或振动的振幅、频率）保持恒定；记录反馈信号随 (x, y) 的

变化，就得到“等力面”即表面形貌。

压电扫描器（x, y, z）

样品

芯片

针尖

悬臂长 L

激光 四象限光电二极管

s

2θ
D

反馈控制器

偏转信号

z 反馈（调节样品高度）

图 1 AFM 工作原理示意：悬臂端在力的作用下偏转，反射激光在距离 D 处的光电二极管上移动 s；反馈
控制器调节样品高度。为清楚起见悬臂弯曲被大大夸张。

前置知识：光杠杆回顾

镜面转过角 θ，反射光转过 2θ，于是距离 D 处光斑移动 s ≈ 2Dθ（小角）。悬臂端的倾角 θ 与

挠度 δ 的关系要用到悬臂的弯曲形状：第 4 节将证明端部受力时 θ = 3δ/(2L)（式 (4.11)），所
以

s

δ
=

2Dθ

δ
=

3D

L
. (3.1)

例如 D = 3 cm、L = 100µm 时放大倍数约 900。注意光杠杆测的是倾角而不是挠度；把它换
算成挠度时默认了“静态受力”的弯曲形状。悬臂振动时形状不同，这一点使第 8.4 节的热噪
声标定结果需乘以因子 0.817（不修正会把 k 高估约 22%）。
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3.2 三种基本工作模式

定义：接触模式、振幅调制模式、频率调制模式

• 接触（静态）模式：针尖压在样品上，测量悬臂的静态偏转 δ，力 F = kδ。要求悬臂软

（k ≲ 1N/m），以免压坏样品，并且使小力就有可测的偏转。

• 振幅调制模式（AM-AFM）：用压电片以固定频率驱动悬臂振动，针尖靠近样品时相互
作用改变悬臂的有效共振频率和耗散，振幅随之变化，反馈保持振幅不变。最早在吸引

区以非接触方式工作 [14]；振幅较大、每周期在排斥区与样品短暂接触的变体就是今天
最常用的轻敲模式（tapping mode）[15]。

• 频率调制模式（FM-AFM，又称非接触模式 nc-AFM）：用自激振荡电路让悬臂始终
在自身的共振频率上以恒定振幅振动，测量相互作用引起的频移 ∆f [7]。

3.3 典型悬臂参数

表 3 几种代表性力传感器的标称参数（高速 AFM 小悬臂的 f0 为空气中的值，水中降为 450–650 kHz）

传感器 L× w × h / µm k / (N/m) f0

Si3N4 接触悬臂 MLCT（6 根）[16] L = 85–310，h = 0.55 0.01–0.6 7–125 kHz
Si 轻敲悬臂 TESPA-V2[17] 123× 40× 3.3 37 320 kHz
Si 悬臂（Olympus，图 2a）[2] 120× 30× 2.8 15 300 kHz
高速 AFM 小悬臂 [11] — 0.15–0.28 1.3–1.8 MHz
qPlus（S1.0 型）[10] 2360× 127× 214 1800 32.768 kHz

表 3 说明：AFM 力传感器的刚度跨越五个数量级（约 10−2 到 2× 103 N/m），频率从几 kHz
到 1 MHz 以上。一个自然的问题是：为什么不能简单地“又软又快”？第 5 节会看到，k ∝ wh3/L3

而 f0 ∝ h/L2，把悬臂做薄会同时降低两者；出路是整体缩小尺寸（例题 4）。

芯片
针尖

L ≈ 120μm

h ≈ 2.8μm

侧视

w ≈ 30μm

俯视

(a) 微加工硅悬臂（k ≈ 15 N/m，f0 ≈ 300 kHz）

厚重基座

音叉
底座

固定臂（粘在基座上）

针尖
自由臂 L ≈ 2.4 mm

h ≈ 0.21 mm
振动

(b) qPlus 石英悬臂（k = 1800 N/m，裸 f0 = 32.8 kHz）

图 2 两种力传感器的结构示意（本讲自绘，非按比例；尺寸为表 3 与第 5 节练习中的标称值）。(a) 带集
成针尖的微加工硅悬臂：从芯片边缘伸出的矩形梁，针尖在自由端下方；(b) qPlus 传感器：石英音叉的一
臂粘在厚重基座上，另一臂末端粘一根针尖，力学上等价于一根普通悬臂，偏转由石英的压电效应直接转成
电信号 [9, 10]。
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4 前置模块：梁的弯曲与悬臂的静刚度

普通物理里，杆的拉伸由胡克定律 σ = Eε 描述；悬臂受横向力时的“弯曲”则是拉伸与压缩

在截面上的线性分布。本节从这一点出发，一步步得到悬臂端部的刚度。

4.1 应力、应变与杨氏模量

定义：正应力、线应变、杨氏模量

在杆内取一个垂直于杆轴的截面，单位面积上沿杆轴方向的内力称为正应力 σ（拉为正，单位

Pa）；一段原长 l0 的细纤维伸长 ∆l，ε = ∆l/l0 称为线应变（伸长为正）。线弹性材料在单轴
拉压下满足胡克定律

σ = Eε, (4.1)

E 为杨氏模量。单位体积储存的弹性能为 1
2σε =

1
2Eε

2（由
∫ ε
0 σ dε′ 得到）。

硅沿 ⟨110⟩晶向的杨氏模量约 169GPa[18]（微加工悬臂通常沿此方向），密度约 2330 kg/m3[19]；
钢的 E ≈ 200GPa、ρ ≈ 7.8× 103 kg/m3[19]。

4.2 纯弯曲：中性层与线性应变分布

假设：欧拉–伯努利梁的基本假设

1. 细长：L≫ h（AFM 悬臂 L/h ∼ 30–300），因而截面内的剪切变形可忽略（本节末尾的

注估计其相对大小为 O
(
(h/L)2

)
）；

2. 平截面假设：变形前垂直于轴线的截面，变形后仍为平面并垂直于弯曲后的轴线；

3. 单轴应力：每根纵向“纤维”只受沿自身方向的拉或压，纤维之间的横向挤压忽略；

4. 小变形、线弹性：应变 |ε| ≪ 1，满足式 (4.1)；挠度的斜率 |∂u/∂x| ≪ 1。

平截面假设的理由：对一段只受两端等值反向力偶作用的梁（纯弯曲），梁的每个截面处境完
全相同，由对称性，变形后每段梁都弯成同一曲率的圆弧，截面只能保持为通过曲率中心的平面

（图 3a）。

推导：纤维应变 ε = y/ϱ

1. 弯曲后，梁段的两个端面延长后交于曲率中心 O，夹角为 dφ。凸侧的纤维被拉长、凹侧
的被压短；由连续性，中间必有一层纤维长度不变，称为中性层，其曲率半径记为 ϱ。中

性层上这段梁的长度为 ϱdφ，等于变形前的原长。

2. 取一根位于中性层凸侧、距中性层 y 的纤维，它是半径 ϱ + y 的圆弧，长度 (ϱ + y)dφ；
变形前它与中性层纤维一样长。

3. 由线应变定义：
ε(y) =

(ϱ+ y)dφ− ϱdφ
ϱdφ =

y

ϱ
. (4.2)
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纤维：(ϱ + y)dφ
中性层：ϱdφ

O（曲率中心）

ϱ dφ

M M

(a) 纯弯曲的梁段：凸侧伸长、凹侧缩短

中性轴

dA = wdy

h

w

y
σ = Ey/ϱ

(b) 矩形截面与线性应力分布

图 3 (a) 纯弯曲：梁段弯成以 O 为中心的圆弧，凸侧纤维伸长、凹侧缩短，中间存在长度不变的中性层
（虚线）；(b) 宽 w、厚 h 的矩形截面，正应力沿厚度线性分布（y 指向凸侧）。

y < 0（凹侧）时 ε < 0，即压缩。

4. 由式 (4.1)，正应力 σ(y) = Ey/ϱ，沿厚度线性分布（图 3b）。

推导：中性层的位置与弯矩 M = EI/ϱ

1. 合力为零。纯弯曲的截面上没有轴向外力，故
∫
σ dA = E

ϱ

∫
y dA = 0。这说明

∫
y dA = 0：

y 从截面的形心量起，即中性层通过截面形心。矩形截面的形心在厚度正中，所以 y ∈
[−h/2, h/2]。

2. 合力矩等于弯矩。截面上应力对中性轴的力矩之和就是该截面传递的弯矩

M =

∫
σ y dA =

E

ϱ

∫
y2 dA ≡ EI

ϱ
, I ≡

∫
y2 dA. (4.3)

I 称为截面的惯性矩（截面二次矩），它只取决于截面形状。EI 称为抗弯刚度。

3. 矩形截面的 I。取高 dy、宽 w 的窄条，dA = w dy：

I =

∫ h/2

−h/2
y2w dy = w

[
y3

3

]h/2
−h/2

=
wh3

12
. (4.4)

要点

抗弯刚度 EI = Ewh3/12 对厚度是三次方依赖：外侧纤维的应变正比于 y，产生的力矩又多一

个因子 y，再对厚度积分。所以 AFM 悬臂“薄”比“窄”有效得多；厚度 10% 的误差会造成
刚度约 30% 的误差——这正是需要实验标定 k 的原因之一。

推导：弯曲能

单位体积弹性能 1
2Eε

2 = 1
2Ey

2/ϱ2。对长 dx 的梁段在截面上积分：

dU = dx
∫
Ey2

2ϱ2
dA =

EI

2ϱ2
dx. (4.5)

这一结果第 5.3 节的能量法要用。
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4.3 曲率与挠度

纯弯曲的结论可以推广到弯矩沿梁缓慢变化的情形：只要 L ≫ h，每一小段仍近似纯弯曲，

1/ϱ(x) =M(x)/(EI) 逐点成立。剩下的是把曲率与挠度曲线 u(x) 联系起来。

推导：小斜率下 1/ϱ ≈ u′′

1. 挠度曲线 u(x) 在 x 处的切线与 x 轴夹角 θ = arctanu′（撇号表示对 x 求导）。

2. 曲率的定义是切线方向角对弧长的变化率：1/ϱ = dθ/ds，弧长元 ds =
√
1 + u′2 dx。

3. 求导：dθ/dx = u′′/(1 + u′2)，于是

1

ϱ
=

dθ/dx
ds/dx =

u′′

(1 + u′2)3/2
≈ u′′ (

∣∣u′∣∣≪ 1). (4.6)

小参量为 u′2，舍去的是 O
(
u′2
)
的相对修正。AFM 悬臂偏转通常小于 1µm，而 L ∼

100µm，u′2 ≲ 10−4。

定义：符号约定

u′′ > 0 表示挠度曲线向上凹（曲率中心在上方），此时下表面为凸侧、受拉。规定使梁向上凹
的弯矩为正，于是式 (4.3)、(4.6) 合起来写成

M(x) = EI u′′(x). (4.7)

4.4 剪力、弯矩与悬臂的静挠度

定义：剪力与弯矩

在 x处假想地把梁切开。截面右侧的材料对左侧部分施加的横向力记为剪力 V (x)（向上为正），

施加的力偶记为弯矩 M(x)（逆时针为正）；由牛顿第三定律，左侧对右侧部分施加的是 −V 与
−M（图 4a）。验证这一约定与式 (4.7) 一致：取 [x1, x2] 一小段，M > 0 时其右端受逆时针

力偶、左端受顺时针力偶，两端都向上翘，这一段向上凹（曲率中心在上方），下表面为凸侧、

受拉；而式 (4.3) 中的 M = EI/ϱ 是只看大小的结果（y 指向凸侧），给它加上“向上凹为正”

的符号，就是 M = EIu′′。

推导：微元的静力平衡

对图 4a 的微元，设单位长度横向外力为 p(x)（向上为正）。

1. 竖直方向合力为零：V (x+ dx)− V (x) + p dx = 0，即 dV
dx = −p。

2. 对微元左端面中点取矩，合力矩为零（逆时针为正）：M(x+dx)−M(x)+V (x+dx) dx+
O
(
dx2
)
= 0，其中 p dx 的力臂为 dx/2，只贡献二阶小量。于是

dM
dx = −V. (4.8)
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V(x + dx)

M(x + dx)

V(x)

M(x)

pdx

dx
(a) 微元受力（箭头为 V, M > 0 时的实际方向）

F

δ

x

u

u(x) = Fx2(3L − x)
6EI

x = 0（固定端）

x = L

(b) 端部受力 F 的悬臂

图 4 (a) 长 dx 的梁微元：右面受右侧材料的剪力 V (x+ dx) 与弯矩 M(x+ dx)，左面受左侧材料的反向
剪力与弯矩（箭头为 V,M > 0 时的实际受力方向），p 为单位长度的横向外力；(b) 自由端受向上力 F 的悬
臂及其挠度曲线（按式 (4.9) 计算）。

推导：端部受力的悬臂：δ = FL3/(3EI)

悬臂在 x = 0 处固定（u = 0，u′ = 0），自由端 x = L 受向上集中力 F，其余处 p = 0。

1. 剪力。取 [x, L] 段为研究对象：它受端部力 F 和左侧材料在截面 x 上施加的 −V (x)，竖

直平衡给出 V (x) = F（与 x 无关）。

2. 弯矩。由式 (4.8)积分并用自由端无力偶M(L) = 0：M(x) = F (L−x)。直接检验：[x, L]
段对截面点的力矩平衡为 F (L− x)−M(x) = 0。

3. 挠度。由式 (4.7)，EI u′′ = F (L− x)。积分一次并用 u′(0) = 0：EI u′ = F (Lx− x2/2)；
再积分并用 u(0) = 0：

u(x) =
Fx2(3L− x)

6EI
. (4.9)

4. 端部挠度与刚度。令 x = L：

δ = u(L) =
FL3

3EI
, k ≡ F

δ
=

3EI

L3
=
Ewh3

4L3
. (4.10)

5. 端部倾角。θ = u′(L) = FL2/(2EI)，与 δ 相比：

θ =
3

2

δ

L
. (4.11)

检验：量纲、标度与实例

• 量纲：[Ewh3/L3] = Pa ·m4/m3 = N/m。

• 标度：L 加倍时，固定端弯矩加倍、弯曲段变长使总转角再加倍、转角对端部挠度的“杠
杆臂”又加倍，挠度共增大 8 倍，与 k ∝ L−3 一致。

• 实例：TESPA-V2 标称 L = 123µm、w = 40µm、h = 3.3µm[17]，取 E = 169GPa，
式 (4.10) 给出 k = 32.6N/m，与标称值 37N/m 相符；厂商给出的范围 20–80 N/m 的
下限主要来自厚度公差（k ∝ h3，h = 2.8µm 时约 20 N/m），上限还叠加了 L、w 的公

差与镀层的影响（仅 h = 3.8µm 只给出约 50 N/m）。
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注：剪切变形与宽板效应

(1) 端力 F 还会让截面发生剪切错动，剪切挠度约 FL/(κGwh)（G 为剪切模量，κ ≈ 5/6），

与弯曲挠度 4FL3/(Ewh3) 之比为 E
4κG(h/L)

2 ∼ (h/L)2，对 L/h ≳ 30 的悬臂小于 10−3。(2)
泊松比 ν 定义为单轴拉伸时横向收缩应变与纵向伸长应变之比的负值（钢约 0.29、Si3N4 约

0.25；单晶硅各向异性，沿〈110〉放置的悬臂在宽度方向的 ν ≈ 0.064[18]）。弯曲时凸侧纤维
伸长、横向收缩，凹侧相反，截面因而在宽度方向产生反向的“鞍形”弯曲（反向曲率 ≈ ν/ϱ）。
只要这一反向弯曲能自由发生，梁公式就成立；它受到约束时（夹持端附近约一个宽度 w 的范

围内，或挠度大到 Searle 参数 w2/(ϱh) ≳ 1 时——它是横向反弯造成的拱高 ∼ νw2/(8ϱ) 与厚

度 h 之比的量度，拱高与厚度可比时截面不再能自由反弯），截面像板一样弯曲，有效模量向

E/(1− ν2) 过渡。所以判据不是 w/h，而是 w/L（受约束区所占比例）与 w2/(ϱh)。修正的上

限为 ν2/(1− ν2)：钢约 9%，Si3N4 约 7%，〈110〉硅悬臂不到 0.5%。常见 AFM 悬臂挠度极
小、w/L ≲ 0.3，实际修正还要再乘以受约束区所占的比例，本讲不计这两项；但对宽而短的

悬臂（如第 10 节的钢片）它是值得估计的系统误差。

5 悬臂梁的振动

5.1 欧拉–伯努利梁方程

静态时梁的每个微元受力平衡；振动时微元有加速度。把牛顿第二定律用到图 4a 的微元上，
就得到梁的运动方程。

假设：动力学的附加近似

(1)微元只作横向平动，忽略截面绕自身的转动惯量（转动惯性）；(2)弯矩–曲率关系M = EIu′′

在振动中逐瞬时成立（材料响应远快于振动，内耗另行用 Q 描述）。近似 (1) 的相对误差约为
(λnh/L)

2/12：转动惯性项 µh
2

12 ü
′ 与平动惯性之比为 (h2/12)× (波数)2，而第 n 阶模的波数约

为 λn/L。对 L/h = 40 的一阶模约为 10−4，可放心忽略。

推导：EI u′′′′ + µ ü = p

以 u(x, t) 表示 t 时刻的挠度，µ = ρwh 为线密度，p(x, t) 为单位长度的横向外力。

1. 平动：微元质量 µ dx，竖直方向的牛顿第二定律为 µ dx ü = V (x+dx)−V (x)+p dx，即

µ ü =
∂V

∂x
+ p. (5.1)

2. 转动：按假设 (1)，微元转动惯量的贡献忽略，力矩平衡与静态相同，仍为式 (4.8)：V =

−∂M/∂x。

3. 本构：M = EI ∂2u/∂x2（式 (4.7)，均匀梁 EI 为常数）。

4. 依次代入：∂V /∂x = −∂2M/∂x2 = −EI ∂4u/∂x4，于是

EI
∂4u

∂x4
+ µ

∂2u

∂t2
= p(x, t). (5.2)

这就是欧拉–伯努利梁方程（文献中常写作 EIu′′′′ + ρAü = p，ρA 即本讲的 µ）。
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定义：悬臂的边界条件

固定端 x = 0：位移与转角为零，u = 0，u′ = 0。自由端 x = L：没有外力偶和外力，弯矩与

剪力为零，即 M = EIu′′ = 0 与 V = −EIu′′′ = 0：

u(0, t) = 0, u′(0, t) = 0, u′′(L, t) = 0, u′′′(L, t) = 0. (5.3)

若自由端粘有质点 mt（针尖或附加质量），剪力条件改为 mtü(L) = −V (L) = EIu′′′(L)（质点

受梁的力为 −V），见附录 C。

注：与弦振动方程的比较

弦的回复力来自张力，T0u′′ 是二阶导数，波速与频率无关；梁的回复力来自弯曲，是四阶导

数。把 u ∝ ei(κx−ωt) 代入式 (5.2)（p = 0）得 EIκ4 = µω2，即 ω ∝ κ2：梁中的弯曲波是色散
的，短波跑得快。这就是高阶模频率按 n2 而非 n 增长的根源。

5.2 分离变量：振型与频率方程

推导：简正模的方程

1. 寻找所有点以同一频率、同一相位振动的解（简正模）：u(x, t) = ϕ(x) cos(ωt+ α)。代入

式 (5.2)（p = 0），两边消去 cos(ωt+ α)：

ϕ′′′′ = β4ϕ, β4 ≡ µω2

EI
. (5.4)

β 的单位是 m−1，是振型在空间上的“波数”。

2. 这是常系数线性方程，试探 ϕ = erx 得 r4 = β4，四个根 r = ±β, ±iβ。相应的实函数解
为 cosβx, sinβx, coshβx, sinhβx，通解是它们的线性组合。

3. 为了方便施加边界条件，把通解写成 ϕ = a1(coshβx+ cosβx) + a2(coshβx− cosβx) +
a3(sinhβx+sinβx)+a4(sinhβx−sinβx)。在 x = 0处，四个组合的函数值依次为 2, 0, 0, 0，

一阶导数依次为 0, 0, 2β, 0，所以 ϕ(0) = 2a1、ϕ′(0) = 2βa3。固定端条件 ϕ(0) = ϕ′(0) = 0

给出 a1 = a3 = 0，记 C1 = a2、C2 = a4：

ϕ(x) = C1(coshβx− cosβx) + C2(sinhβx− sinβx). (5.5)

推导：频率方程 cosλ coshλ = −1

记 λ ≡ βL，并简写 c = cosλ, s = sinλ, ch = coshλ, sh = sinhλ。

1. 对式 (5.5) 求导：

ϕ′′ = β2[C1(coshβx+ cosβx) + C2(sinhβx+ sinβx)],

ϕ′′′ = β3[C1(sinhβx− sinβx) + C2(coshβx+ cosβx)].
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2. 自由端条件 ϕ′′(L) = ϕ′′′(L) = 0 给出关于 (C1, C2) 的齐次线性方程组：(
ch + c sh + s

sh− s ch + c

)(
C1

C2

)
= 0. (5.6)

第一行来自 ϕ′′(L) = 0，第二行来自 ϕ′′′(L) = 0。

3. 非零解要求系数行列式为零：(ch+c)2−(sh+s)(sh−s) = (ch2−sh2)+(c2+s2)+2c ch =

2 + 2c ch，用了 cosh2− sinh2 = 1、cos2+ sin2 = 1。于是

cosλ coshλ = −1 (5.7)

4. 由第一行，C2/C1 = −(ch + c)/(sh + s)，振型为

ϕn(x) ∝ (coshβnx−cosβnx)−σn(sinhβnx−sinβnx), σn =
cosλn + coshλn
sinλn + sinhλn

. (5.8)

本讲把振型归一化为 ϕn(L) = 1（第 5.4 节将引入模态坐标 qn，这一归一化使它恰为第

n 阶模在针尖处的位移）。

式 (5.7) 是超越方程，写成 cosλ = −1/ coshλ 后可以图解（图 5a）：−1/ coshλ 从 −1 迅速趋
于 0，所以除第一个根外，其余根非常接近 cosλ = 0 的零点 (n− 1

2)π。数值求根见附录 A：

λ1 = 1.875104, λ2 = 4.694091, λ3 = 7.854757, λ4 = 10.995541. (5.9)

n ≥ 3 时 λn 与 (n− 1
2)π 的差别已小于 10−3。

0 2 4 6 8 10
λ = βL

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

λ1 = 1.8751

λ2 = 4.6941

λ3 = 7.8548

(a) 频率方程的图解

cosλ
−1/coshλ

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x/L

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

ϕ n
(x

)（
ϕ n

(L
)=

1）

0.783

0.504 0.868

(b) 振型（自由端归一）

第 1 阶
第 2 阶

第 3 阶
静挠度形状

图 5 (a) 频率方程的图解：cosλ 与 −1/ coshλ 的交点即 λn；(b) 前三阶振型（式 (5.8)，自由端归一）与
端部受力的静挠度形状 ψ = (3ξ2− ξ3)/2（虚线，ξ = x/L）。空心点标出节点位置（二阶模 x/L = 0.783；三
阶模 0.504 与 0.868），由脚本数值求根并核对。

推导：固有频率

由 β4 = µω2/(EI) 解出 ωn = β2n
√
EI/µ =

λ2n
L2

√
EI

µ
。代入矩形截面 I/(wh) = h2/12：
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√
EI/µ =

√
Eh2/(12ρ) = h

√
E/ρ/

√
12。于是

fn =
ωn
2π

=
λ2n

2π
√
12

h

L2

√
E

ρ
, f1 = 0.1615

h

L2

√
E

ρ
. (5.10)

高阶模频率比 fn/f1 = (λn/λ1)
2 = 1, 6.267, 17.55, 34.39, . . .，不是整数倍。

检验

• 量纲：
√
E/ρ 是声速量纲（m/s），乘以 h/L2（1/m）得 1/s。

• 实例：TESPA-V2（h = 3.3µm、L = 123µm，
√
E/ρ = 8517m/s）给出 f1 = 300 kHz，标

称 320 kHz[17]；图 2a的悬臂给出 k = 16.1N/m、f1 = 268 kHz，标称 15N/m、300 kHz[2]。

• 与弦的对比：fn ∝ λ2n ≈ (n− 1
2)

2π2，符合色散关系 ω ∝ κ2。

交互演示：悬臂前三阶振型的动画。调节长度 L、厚度 h 与材料，读出 f1, f2, f3、刚度 k 与有效质量；
观察 L 加倍时 f 降为 1/4、k 降为 1/8。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 afm-modes）。

练习：qPlus 传感器：标称参数的自洽与针尖质量

qPlus S1.0 型传感器的自由臂 L = 2360µm、w = 127µm、h = 214µm，标称 k = 1800N/m、
裸音叉频率 f0 = 32768Hz[10]。(1) 用式 (4.10)、(5.10) 反推石英的 E 与 ρ。注意：标称 k 本

身就是厂家/作者用梁公式算出的，所以这一步只能检验各标称参数之间是否自洽，不能检验
梁模型（况且即使 L/h = 11，转动惯性（(λ1h/L)

2/12 ≈ 0.24%）与剪切修正（约 0.5%）合计
也不到 1%，比“标称参数自洽”的 3% 差还小，反推 E 检验不了梁模型）。(2) Gross 等人的
qPlus 粘上针尖后 f0 降到约 23 kHz（k = 1800N/m）[10]。设裸频率为 32768 Hz，用式 (5.16)
估算针尖（含胶）质量；再用附录 C 的精确频率方程检验。a

a答案：(1) E ≈ 76GPa，
√

E/ρ ≈ 5.28 km/s，ρ ≈ 2.7×103 kg/m3，与石英的 2.65×103 kg/m3 相差约 3%。(2)
mt = k[(2πf)−2 − (2πf0)

−2] ≈ 44 µg；精确方程：λ1 = 1.8751
√

23/32.768 = 1.5710，解得 α = mt/m = 0.254，

取 m = ρwhL = 1.70× 10−7 kg 得 mt ≈ 43 µg，两者相差约 2%。这相当于一段直径约 50µm、长约 1 mm 的钨
丝。

5.3 瑞利能量法

求精确振型要解超越方程。瑞利（Rayleigh）给出了一个只需“猜一个形状”的近似方法 [20]，
它在 AFM 文献中被广泛用来估计各种复杂形状（三角形、带针尖）悬臂的频率。

推导：瑞利商

1. 假设悬臂以一个固定形状振动：u(x, t) = ψ(x) q(t)，ψ(L) = 1，于是 q 就是针尖位移。

2. 动能：K =
∫ L
0

1
2µ u̇

2 dx = 1
2

(
µ
∫ L
0 ψ

2dx
)
q̇2 ≡ 1

2mψ q̇
2。

3. 弯曲势能：由式 (4.5) 与 1/ϱ ≈ u′′，U =
∫ L
0

1
2EI u

′′2dx = 1
2

(
EI
∫ L
0 ψ

′′2dx
)
q2 ≡ 1

2kψq
2。
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4. 这是一个质量 mψ、劲度 kψ 的谐振子，ω2 ≈ kψ/mψ：

ω2
R =

EI
∫ L
0 ψ′′2 dx

µ
∫ L
0 ψ2 dx

. (5.11)

推导：用静挠度形状作试探函数

取式 (4.9) 归一化后的 ψ = (3ξ2 − ξ3)/2，ξ = x/L。

1.
∫ L
0 ψ2dx =

L

4

∫ 1
0 (9ξ

4 − 6ξ5 + ξ6)dξ = L

4

(
9

5
− 1 +

1

7

)
=

33

140
L。

2. ψ′′ = 3(L− x)/L3，
∫ L
0 ψ′′2dx =

9

L6
· L

3

3
=

3

L3
，所以 kψ = 3EI/L3 = k——静挠度形状

的弯曲能恰好是 1
2kδ

2，与“外力做功 1
2Fδ”一致。

3. 于是 mψ = 33
140m = 0.2357m，且

ω2
R =

140

33
· 3EI
µL4

= 12.73
EI

µL4
,

ωR
ω1

=

√
12.727

λ41
=

√
12.727

12.362
= 1.0147. (5.12)

要点：瑞利法的两条性质

(1) 用任意满足几何边界条件的形状，ωR ≥ ω1，等号当且仅当 ψ 正是一阶振型（附录 A 用模
态展开证明：试探函数里混进的高阶模只会抬高“平均刚度/平均质量”）。(2) 误差是试探函数
误差的二阶小量：静挠度形状与一阶振型非常接近（图 5b 中两条曲线几乎重合），频率误差只
有 1.5%。

5.4 有效质量与“弹簧–质点”模型

AFM 的大部分分析把悬臂当成一个挂在弹簧 k 上的质点。这个质点的质量应取多少？有两种

常用、彼此一致的定义，必须分清。

定义：有效质量 meff

让一个劲度为静刚度 k 的弹簧振子复现一阶频率 ω1，所需的质量

meff ≡
k

ω2
1

=
3EI/L3

λ41EI/(µL
4)

=
3

λ41
m = 0.2427m. (5.13)

定义：模态坐标、模态质量与模态刚度

把任意挠度按振型展开：u(x, t) =
∑

n qn(t)ϕn(x)（ϕn(L) = 1，qn 是第 n 阶模对针尖位移

的贡献）。可以证明这组振型像傅里叶级数的正弦、余弦一样构成完备集：满足固定端条件
的任意光滑挠度都能展开成它们的线性组合（本讲直接使用这一结论；附录 A 的柔度求和
规则

∑
12/λ4n = 1 的数值核对可作佐证）。附录 A 证明振型的正交性：

∫ L
0 ϕmϕndx = 0、∫ L

0 ϕ′′mϕ
′′
ndx = 0（m ̸= n）。于是总动能与弯曲能都分解为各模之和：

K =
∑
n

1
2mnq̇

2
n, U =

∑
n

1
2knq

2
n, mn = µ

∫ L

0
ϕ2ndx =

m

4
, kn = mnω

2
n =

λ4n
12

k. (5.14)
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mn = m/4 对所有 n 都成立（附录 A）。特别地 k1 = λ41k/12 = 1.0302 k。

注：0.243m 与 0.25m 为何不矛盾

两种定义都满足 k/meff = k1/m1 = ω2
1。差别在于：静力 F 压在针尖上时，悬臂的静挠度形状

并不完全是一阶振型，而是各阶模的叠加；每个模都分担一点位移，所以静刚度 k 比只有一阶

模时的 k1 软一点。附录 A 证明

1

k
=
∑
n

1

kn
=

1

k

∑
n

12

λ4n
, 即

∑
n

12

λ4n
= 1, (5.15)

其中一阶模占 12/λ41 = 97.07%，二阶 2.47%，三阶 0.32%。这里的柔度是刚度的倒数 1/k，即

单位力产生的位移；这个“柔度求和规则”在第 8.4 节的热噪声标定中会再次出现。

要点：弹簧–质点模型的适用范围

单模模型 meffq̈ + bq̇ + kq = Ftip(t) 成立的条件：(1) 力作用在针尖处；(2) 关心的频率远低于
二阶模 f2 = 6.27f1，于是高阶模只作准静态的微小修正；(3) 小挠度、线弹性。不适用的典型
情形：轻敲模式中针尖撞击样品的冲击力（含丰富高频成分，激发高阶模）；热噪声的全谱（约

3%的均方位移在高阶模上）；端部有较重附加质量时 meff 会从 0.2427m变到 33
140m = 0.2357m

（附录 C）。

推导：附加端质量：(2πf)−2 对 mt 近似线性

在针尖处加质点 mt。若振型几乎不变，动能多出 1
2mtq̇

2，弹簧–质点模型给出

ω2 ≈ k

meff +mt
⇐⇒ 1

(2πf)2
≈ mt

k
+
meff
k
. (5.16)

以 (2πf)−2 对 mt 作图，斜率是 1/k、截距是 meff/k：这就是 Cleveland 等人标定悬臂刚度的
“附加质量法”[21]，也是第 10 节实验题的原理。附录 C 由精确频率方程表明，严格的等效质
量随 mt/m 从 0.243 缓慢降到 0.236，所以式 (5.16) 只是近似；在 0 ≤ mt ≤ m 范围内作线性
拟合给出 meff ≈ 0.242m，斜率给出的 k 偏差约 0.5%。

6 针尖–样品相互作用与跳触失稳

6.1 范德瓦尔斯力：从一对分子到球–平面

前置知识：分子间色散力为什么是 −C/r6

两个中性非极性原子之间也有吸引：原子 1 的电子云瞬时涨落产生偶极矩 p1，它在距离 r 处

产生电场 E ∼ p1/(4πε0r3)（偶极场随 r−3 衰减）；原子 2 被极化出感应偶极 p2 = αE（α 为极
化率）；感应偶极在场中的能量 −1

2αE
2 ∝ −αp21/r6。p1 的时间平均为零，但 p21 的平均不为零，

所以平均能量为

w(r) = −C
r6
, C > 0. (6.1)



6 针尖–样品相互作用与跳触失稳 18

这称为伦敦色散力；极性分子之间的取向力、诱导力也都是 r−6，三者合称范德瓦尔斯相互作

用 [22]。当 r 超过约 5nm–10nm，电磁场传播的推迟效应使衰减变快，本讲只考虑几纳米以
内，可忽略推迟。

假设：Hamaker 的两条假设 [23]

(1) 两两可加：宏观物体间的相互作用能等于所有分子对的 w(r) 之和；(2) 连续介质：把求和
换成以分子数密度 n1, n2 加权的体积分。两条假设在分子间距远小于物体间距时较好，在原子

尺度接触时失效（由下面的接触模型接管）。

推导：一个分子与半无限大平板

分子位于平板表面上方 Z 处。把平板切成平行于表面的薄层，深度坐标 ζ 从分子量起，ζ ∈
[Z,∞)；每层再切成以分子正下方为圆心、半径 r 的细圆环，体积 2πr dr dζ，到分子的距离√
ζ2 + r2。

1. 对圆环求和：
∫ ∞

0

2πr dr
(ζ2 + r2)3

=

[
− π

2(ζ2 + r2)2

]∞
0

=
π

2ζ4
。

2. 对薄层求和：
wm(Z) = −Cn2

∫ ∞

Z

π

2ζ4
dζ = −πCn2

6Z3
. (6.2)

衰减从单个分子的 r−6 变成 Z−3：平板中离分子越远的部分体积越大，部分抵消了衰减。

推导：球形针尖与平板：V = −HR/(6z)（z ≪ R）

半径 R 的球（分子数密度 n1），最低点距平板 z。把球切成平行于平板的薄片，薄片到平板的

距离为 s ∈ [z, z + 2R]。

1. 薄片半径 ϱs 满足 ϱ2s = R2 − (R − (s− z))2 = 2R(s− z)− (s− z)2。z ≪ R 时相互作用

集中在 s− z ≪ R 的球冠底部，取 ϱ2s ≈ 2R(s− z)，即舍去 −(s− z)2 项；它对远处薄片
才重要，下一步讨论其影响。

2. 薄片内的每个分子与平板的作用能都是 wm(s)，薄片的分子数 n1πϱ
2
s ds：

V (z) ≈
∫ ∞

z
n1 · 2πR(s− z) ·

(
−πCn2

6s3

)
ds.

（上限也改成了 ∞。）误差：对力 F = −dV /dz，这两处近似舍去的是 O(z/R) 的相对
修正；但对能量 V，被舍去的 −(s − z)2/s3 ∼ −1/s 积分后按对数增长，主项修正为
(z/R) ln(2R/z)（按此式 z/R = 0.05 时为 18%）；附录 B 的精确式给出 z/R = 0.05 时比

值 0.839（差 16%，含次级项 +z/2R），z/R = 0.0165时 0.93（差 7%）。因此 F = −HR/6z2

在 z ≪ R 时可靠，而 V = −HR/6z 只是较粗的近似。

3. 积分
∫ ∞

z

s− z
s3

ds = 1

z
− z

2z2
=

1

2z
，得

V (z) = −HR
6z

, F (z) = −dV
dz = −HR

6z2
, H ≡ π2Cn1n2. (6.3)

不作 z ≪ R 近似的精确结果见附录 B。
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定义：Hamaker 常数

H = π2Cn1n2 把分子层面的 C 与密度合成为一个能量量纲的材料常数。大多数固体之间隔着

真空，H ∼ (0.4–4)× 10−19 J，即约 1 eV 量级 [2, 22]。本讲例题取 H = 1.0× 10−19 J。

检验

量纲：[C] = J m6，[n1n2] = m−6，故 [H] = J，[HR/z2] = N。数量级：R = 10 nm、z = 0.5nm
时 F = −0.67nN；Giessibl 估计 R = 100 nm 的刻蚀金属针尖在 z = 0.5nm 处受约 −10nN 的
范德瓦尔斯力 [2]，与式 (6.3)（取 H ≈ 1.6 × 10−19 J 得 −10.7nN）一致。比较：单个化学键
的力约为 nN 量级——长程的范德瓦尔斯背景并不弱。

6.2 接触排斥与 DMT 模型

间隙小到原子“接触”后，电子云重叠产生强烈的泡利排斥，宏观上表现为针尖与样品的弹性

压陷。

前置知识：赫兹接触

半径 R 的弹性球压在弹性平面上，压入深度为 δc 时的弹性力为 [24]

FH =
4

3
E∗√Rδ3/2c ,

1

E∗ =
1− ν21
E1

+
1− ν22
E2

, (6.4)

ν1,2 为泊松比，E∗ 为约化模量。δ3/2c 的来源可以用标度论证看清：接触圆半径 a ∼
√
Rδc（球

冠的几何），接触区内应变 ∼ δc/a，应力 ∼ E∗δc/a，力 ∼ 应力 ×a2 ∼ E∗δca ∼ E∗√Rδ3/2c 。

前因子 4/3 来自赫兹的精确解，本讲直接引用。硅–硅接触的 E∗ 约 90 GPa。

推导：两平板之间的粘附能

两块半无限平板相距 Z。对式 (6.2) 再对第二块板的分子求和：单位面积的作用能

W (Z) =

∫ ∞

Z
n1

(
−πCn2

6ζ3

)
dζ = − H

12πZ2
. (6.5)

把“接触”定义为两表面相距一个原子间距量级的截断距离 a0，则把两板从接触拉开到无穷远

需做功 |W (a0)| = H/(12πa20)（单位面积），称为粘附功。Israelachvili 指出，取“普适”截断
a0 ≈ 0.165nm 时，H/(24πa20) 与大量材料实测的表面能吻合 [22]。

定义：DMT 模型的针尖–样品力（本讲采用的模型）

Derjaguin、Muller 与 Toporov[25] 的模型假设：接触区内是赫兹弹性排斥，接触区外的吸引
力不改变接触形状，只在合力上叠加一个常数粘附力 −Fad，Fad = 2πR |W (a0)| = HR/(6a20)。

与式 (6.3) 拼接，力随间隙 z 为

F (z) =


−HR

6z2
, z ≥ a0,

−HR
6a20

+
4

3
E∗√R (a0 − z)3/2, z < a0.

(6.6)
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它在 z = a0 处连续，这并非巧合：比较式 (6.3) 与 (6.5)，对任意 z ≪ R 都有 F球(z) =

−HR
6z2

= 2πR ·
(
− H

12πz2

)
= 2πRW平板(z)——球–平面的力等于 2πR 乘以两平板单位面积的

作用能，这称为 Derjaguin 近似（对任何短程、可叠加的面间相互作用都成立）。DMT 的
Fad = 2πR |W (a0)|正是它在接触点的应用。这是动态 AFM模拟中最常用的模型之一 [26]，但
它是模型：真实的短程化学键力、针尖形状与软材料的大变形都没有包括。

6.3 静态平衡与稳定性

定义：坐标与力的符号

z：针尖与样品表面的间隙；F (z)：样品对针尖的力，推离样品（+z）为正，所以吸引力 F < 0；

z0：悬臂基座的位置，用“悬臂不弯时针尖所在的间隙”表示，由压电陶瓷控制。悬臂对针尖

的力为 k(z0 − z)：针尖被吸下去（z < z0）时悬臂向上拉。

推导：平衡条件与稳定性条件

1. 准静态下（z0 变化远慢于悬臂周期），针尖坐标 z 是唯一的力学自由度，系统势能为悬

臂弹性能与相互作用能之和：

U(z; z0) =
1
2k(z − z0)

2 + V (z). (6.7)

2. 平衡：∂U/∂z = k(z − z0)− F (z) = 0，即

F (z) = k(z − z0). (6.8)

3. 稳定：平衡点必须是 U 的极小，∂2U/∂z2 = k − F ′(z) > 0：

k > F ′(z) ≡ dF
dz . (6.9)

注：符号的物理意义

吸引区内针尖越靠近，吸引越强：z 减小时 F 变得更负，所以 F ′ > 0。这相当于给针尖并联了

一根负刚度弹簧 kts ≡ −F ′（Giessibl 的记号 kts = ∂2V /∂z2[2]）。式 (6.9) 就是“总刚度 k+ kts

为正”。接触区内 F ′ = −2E∗√R(a0 − z)1/2 < 0，排斥区永远稳定。

图解法 式 (6.8) 的右端是过点 (z0, 0)、斜率为 k 的直线，平衡点是它与曲线 F (z) 的交点；在交

点处直线比曲线陡（k > F ′）的是稳定平衡。图 6a 画出了三条直线：z0 较大时有三个交点——外
侧的稳定平衡（针尖悬在样品上方）、中间的不稳定平衡、接触区内的稳定平衡；z0 减小到某个临

界值 z∗0 时，外侧两个交点在切点 z∗ 处合并后消失，针尖失去悬空的平衡位置，突然被吸到接触

区——这就是跳触（snap-in，jump-to-contact）。
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(b) 力–距离曲线的回滞

逼近
回撤

图 6 (a) 图解平衡：黑线为式 (6.6) 的 F (z)（H = 10−19 J、R = 10 nm、a0 = 0.165nm、E∗ = 90GPa），
彩色直线为 k(z − z0)，k = 0.5N/m；相切时 z∗ = 0.874nm、z∗0 = 3

2z
∗ = 1.310nm；方块标出每条直线在

接触区（z < a0）内的稳定交点。(b) 准静态数值扫描得到的“力–距离曲线”：逼近时在 z0 = z∗0 跳触，回
撤时针尖粘在样品上直到 z0 = a0 + Fad/k = 12.41nm 才脱离，拉脱力 Fad = 6.12nN。图中跳变位置由数
值扫描得到，并在脚本中与式 (6.10)、(6.11) 核对。

6.4 跳触与脱离的临界条件

推导：跳触距离

临界状态由“相交且相切”两个条件确定：

1. 相切（斜率相等）：F ′(z∗) = k。对 F = −HR/(6z2)，F ′ = HR/(3z3)，所以 z∗ =

(HR/3k)1/3。

2. 相交：z∗0 = z∗ − F (z∗)/k = z∗ +
HR

6kz∗2
。由第 1 步 HR/k = 3z∗3，第二项等于 z∗/2：

z∗ =

(
HR

3k

)1/3

, z∗0 =
3

2
z∗ =

3

2

(
HR

3k

)1/3

. (6.10)

3. 跳触前一瞬间悬臂已被吸下 z∗0 − z∗ = z∗/2，力为 F (z∗) = −kz∗/2。

检验

• 量纲：[HR/k] = J ·m/(N/m) = m3。

• 极限：k →∞ 时 z∗ → 0，硬悬臂不跳触；k → 0 时 z∗0 →∞，再弱的吸引也能把无限软
的弹簧拉过去。

• 标度：z∗ ∝ k−1/3，弱依赖：k 减小 1000 倍，跳触距离只增大 10 倍。

• 数值：k = 0.1N/m，H = 10−19 J，R = 10 nm：z∗ = 1.49nm，z∗0 = 2.24nm。
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要点：一般判据

对任意力律，准静态逼近中不发生跳触的充要条件是悬臂刚度大于所经过区间内力梯度的最大

值：k > maxF ′(z)[2]。对式 (6.6)，F ′ 在 z = a0 处最大，HR/(3a30) = 74N/m；普通接触模
式悬臂（k < 1N/m）总会跳触，而 qPlus（k = 1800N/m）不会。

推导：脱离（jump-off）与拉脱力

回撤时 z0 增大，针尖先留在接触区（这一支 F ′ < 0，始终稳定）。

1. 随着悬臂向上拉，针尖逐渐“卸载”，间隙 z 增大到 a0 时力达到最负值 −Fad。

2. 刚越过 a0，F ′ = HR/(3a30) 远大于 k，稳定性条件被破坏，针尖立即弹离。由平衡条件

−Fad = k(a0 − z0)：
zoff
0 = a0 +

Fad
k
, Fad =

HR

6a20
. (6.11)

3. 脱离前悬臂读到的力就是 −Fad。实验中由此可以测出粘附功 |W | = Fad/(2πR)，这是

AFM “力谱”测量表面能的原理。

要点：回滞与耗散

逼近与回撤走不同的路径（图 6b），一个循环中压电陶瓷对系统做的净功不为零，变成了跳变
后悬臂振动的能量并最终被阻尼耗散。每次跳变都发生在 z0 固定的瞬间，耗散的能量等于跳

变前后势能 U(z; z0) 的差。对软悬臂，脱离时的耗散 ≈ F 2
ad/(2k) 占主导（例题 1）。k 越小，

同样的粘附力对应越大的弹性储能，这也是软悬臂在接触成像中容易拖拽、损伤样品的原因之

一。

交互演示：力–距离曲线的图解法。拖动基座位置 z0 或按“自动扫描”，观察直线 k(z − z0) 与 F (z) 的
交点如何合并消失、针尖如何跳触；回撤时针尖沿另一支返回，形成回滞环。调节 k 观察 z∗0 ∝ k−1/3

与 zoff
0 ≈ Fad/k。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 afm-snapin）。

7 动态模式：频率调制与振幅调制

静态模式受制于跳触和低频噪声。让悬臂在共振频率附近振动，相互作用的力梯度会改变“等

效弹簧”，从而改变频率或振幅。本节先复习受迫阻尼振子，再分别讨论 FM 与 AM 两种读出方
式。

7.1 受迫阻尼振子与品质因数

前置知识：受迫阻尼振子

单模模型：mq̈ + bq̇ + kq = Fd cosωt，其中 m 取 meff，ω2
0 = k/m，b 为粘滞阻尼系数。

1. 品质因数定义为
Q ≡ mω0

b
. (7.1)
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无驱动时 q ∝ e−t/τ cos(ω0t)（Q≫ 1），振幅衰减时间 τ = 2m/b = 2Q/ω0；能量 ∝ e−2t/τ，

每周期损失的能量占储能的 2π/Q。空气中微悬臂的 Q 约几十到几百（空气粘滞），真空

中可达 104–105[2]。

2. 稳态响应。设 q = Re[Xeiωt]，代入得复振幅

X =
Fd/m

ω2
0 − ω2 + iωω0/Q

, A(ω) = |X| = Fd/m√
(ω2

0 − ω2)2 + (ωω0/Q)2
. (7.2)

共振时 A = QFd/k，比静态响应大 Q 倍，相位落后 90◦。

3. 共振附近的洛伦兹近似。令 ω = ω0 + ∆，|∆| ≪ ω0，则 ω2
0 − ω2 = −2ω0∆ + O

(
∆2
)
、

ωω0/Q ≈ ω2
0/Q，舍去 O(∆/ω0) 与 O(1/Q) 的相对修正：

A ≈ Amax√
1 + η2

, η ≡ 2Q∆

ω0
, Amax =

QFd
k

. (7.3)

A2 是洛伦兹线型，其半高全宽为 ∆ω = ω0/Q（即 η = ±1）。

7.2 小振幅 FM-AFM：频移正比于力梯度

前置知识：FM-AFM 怎样测频移：自激振荡与检测带宽

把悬臂偏转信号移相 90◦（使驱动力与速度同相）、放大后回馈给驱动压电片，悬臂就始终在它
自己当前的共振频率上振荡，这叫自激振荡；一个振幅控制器自动调节增益，使振幅 A 保持恒

定（驱动正好补偿阻尼）。相互作用改变等效刚度 keff = k−F ′（见下面的推导）时，振荡频率立

即跟着改变，由锁相环（让内部振荡器的相位始终跟踪输入信号、从而读出其瞬时频率的电路）

或频率计输出瞬时频率 f(t)，再经截止频率为 B 的低通滤波——相当于在约 Tavg ≈ 1/(2B)

的时间内取平均——得到频移 ∆f。B 越小，读数越平稳，但成像越慢。本讲中的 B 一律指这

一单边检测带宽（只计 0 ≤ f ≤ B 的正频率，单边谱的定义见第 8 节），A 指峰值振幅。

假设：小振幅近似

振幅 A 远小于力梯度变化的长度尺度：在 [zc −A, zc +A] 内 F ′(z) 近似为常数（zc 为振动中

心）。另设 |F ′| ≪ k。

推导：∆f ≈ − f0
2k
F ′

1. 设针尖位置为 z = zc + q(t)，zc 为平衡位置（满足 F (zc) = k(zc − z0)）。单模运动方程
（阻尼被自激电路补偿，略去）：mq̈ = −k(zc + q − z0) + F (zc + q)。

2. 把 F 在 zc 处展开到一阶：F (zc + q) = F (zc) + F ′(zc)q +O
(
q2
)
。零阶项与 −k(zc − z0)

抵消（平衡条件），剩下

mq̈ = −
(
k − F ′(zc)

)
q, keff = k − F ′. (7.4)

3. 新的固有频率 f = 1
2π

√
(k − F ′)/m = f0

√
1− F ′/k。对小量 F ′/k 作泰勒展开，

√
1− ϵ =
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1− ϵ/2 +O
(
ϵ2
)
：

∆f ≡ f − f0 ≈ −
f0
2k

F ′(zc) (7.5)

检验

• 符号：吸引区 F ′ > 0，频率降低（“软化”）；排斥区 F ′ < 0，频率升高。这与实验中接近

样品时频移先变负、在排斥区回升的行为一致 [2]。

• 稳定性：keff > 0 正是静态稳定条件式 (6.9)；keff → 0 时频率降到零——跳触就是“等效

弹簧变为零刚度”。

• 量级：qPlus（k = 1800N/m，f0 = 23 kHz）测得 ∆f = −2到 −7Hz[10]，对应 F ′ = 0.31–

1.1N/m，确有 F ′/k ∼ 10−4 ≪ 1。

注：用 k 还是 k1？

更严格地，力作用在针尖上、把悬臂投影到一阶模（式 (5.14)）后，一阶微扰给出 ∆f =

−f0F ′/(2k1)，k1 = 1.030k 是模态刚度。式 (7.5) 用静刚度 k 是文献的通行写法，两者差

3%，小于 k 本身通常的标定误差。凡需要 1% 精度时，应注意这一区别。

7.3 大振幅：频移是力梯度的加权平均

实际 FM-AFM 常用纳米级振幅（1995 年的 Si(7×7) 实验 A = 34 nm），远大于化学键力的作
用范围。此时 F ′ 在一个周期内变化很大，需要更一般的处理。

假设：大振幅下的近似

(1) 相互作用只是小扰动：|∆f | ≪ f0，运动仍近似为正弦 q = A cosωt；(2) 振幅由反馈保持恒
定，自激驱动力恰好补偿阻尼，二者均与 cosωt 正交（相位差 90◦），不影响频率。

推导：一阶谐波平衡

1. 去掉被补偿的阻尼与驱动后，mq̈ + kq = F (zc + q)− F (zc)。（减去常数 F (zc) 只是把平

衡位置定在 zc，不影响下面的投影，因为
∫ 2π
0 cos θ dθ = 0。）

2. 代入 q = A cos θ，θ = ωt：(k −mω2)A cos θ = F (zc +A cos θ)− F (zc)。

3. 正弦试探解不能精确满足方程：右端 F (zc +A cos θ) 作为 θ 的周期函数含有 cosnθ 各次
谐波（F 是偶函数 cos θ 的函数，不含 sinnθ）。n ≥ 2 的谐波以 nω 驱动振子，远离共

振，只产生相对大小 ∼ |F | /(kA) 的小畸变；只有一次谐波与振子共振，若它不为零就会
使振幅不断增长或改变振荡频率——自洽的稳态要求一次谐波的残差为零。取出一次谐
波，就是等式两边乘 cos θ 并对一个周期积分（“投影到 cos θ 上”），用

∫ 2π
0 cos2 θ dθ = π：

(k −mω2)πA =

∫ 2π

0
F (zc +A cos θ) cos θ dθ ≡ I(zc, A).
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4. 解出 ω2 = ω2
0 − I/(πmA)，再按 |∆ω| ≪ ω0 展开 ω ≈ ω0 − I/(2πmω0A)：

∆f

f0
= − 1

2πkA

∫ 2π

0
F (zc +A cos θ) cos θ dθ. (7.6)

推导：分部积分：半圆权重

1. 换元 s = cos θ。θ ∈ [0, π] 与 [π, 2π] 两段贡献相同，dθ = −ds/
√
1− s2：I = 2

∫ 1
−1 F (zc+

As)
s√

1− s2
ds。

2. 注意 s/
√
1− s2 = −d

√
1− s2/ds，分部积分；边界项含

√
1− s2

∣∣
±1

= 0：

I = 2

∫ 1

−1
AF ′(zc +As)

√
1− s2 ds.

3. 代回式 (7.6)：

∆f = − f0
2k

〈
F ′〉 , 〈

F ′〉 ≡ ∫ 1

−1
F ′(zc +As)

2

π

√
1− s2 ds. (7.7)

权重 2
π

√
1− s2 是归一化的半圆（

∫ 1
−1

2
π

√
1− s2 ds = 1）。这一形式由 Giessibl 给出 [2]。

检验：两个极限

• A→ 0：F ′(zc +As)→ F ′(zc)，⟨F ′⟩ = F ′(zc)，回到式 (7.5)。

• A 远大于最近距离 d = zc − A（大振幅极限），对范德瓦尔斯力 F ′ = HR/(3z3)：积分

只在下转折点 s ≈ −1 附近有贡献。令 s = −1 + (d/A)v（v ≥ 0，主要贡献来自 v ∼ 1，

即 1 + s ∼ d/A ≪ 1），则
√
1− s2 ≈

√
2(1 + s) =

√
2dv/A，zc + As = d(1 + v)，

ds = (d/A)dv，上限 v = 2A/d 可换成 ∞：

〈
F ′〉 ≈ 2

π
· HR

3

∫ ∞

0

√
2dv/A

d3(1 + v)3
d

A
dv =

2
√
2HR

3π

1

A3/2d3/2

∫ ∞

0

v1/2dv
(1 + v)3

,

最后的积分为 π/8（附录 B 末），于是

∆f ≈ −f0
k

√
2HR

24A3/2d3/2
(A≫ d). (7.8)

频移随 A−3/2 下降：针尖只在每周期的一小段时间里靠近样品。两个极限之间的完整数

值结果见图 7。

要点：振幅、刚度与稳定性

(1) 振动的悬臂在下转折点受到吸引力 F，回复力为 kA；只要 kA > max |F |，针尖就能被拉
回，不会粘在样品上——这是 Giessibl 给出的动态稳定判据 [2]，与静态判据 k > maxF ′ 并

列。1995 年的实验用 k = 17N/m、A = 34 nm，kA ≈ 580nN；qPlus 用 k = 1800N/m，振幅
可小到几十皮米。(2) 振幅的取舍：热频率噪声 ∝ 1/A（第 8.5 节），这一点偏向大振幅；而由
式 (7.7)，作用程为 ℓ 的短程力所产生的频移在 A ≲ ℓ 时与 A 无关、在 A≫ ℓ 时按 A−3/2 下
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点线：大振幅渐近 Δf ∝ A −3/2d −3/2

A = 0.01 nm
A = 0.3 nm
A = 3 nm
A = 30 nm

小振幅极限 −f0F ′(d)/2k

图 7 球形针尖受范德瓦尔斯力（H = 10−19 J，R = 10 nm）时，频移 −∆f 随最近距离 d的变化（k = 40N/m，
f0 = 300 kHz）。实线由式 (7.7) 数值积分（并与式 (7.6) 交叉核对，差别 < 0.2%）；黑虚线为小振幅极限
式 (7.5)，点线为大振幅渐近式 (7.8)（A = 30 nm、d = 0.3nm 处两者相差 0.7%）。

降，这一点偏向小振幅。信噪比 ∝ A ⟨F ′⟩ 因而在 A ≈ ℓ 时最大（Giessibl 等人的分析 [2]）；大
振幅时长程的范德瓦尔斯背景占比也会上升。Gross 等人用 A = 20 pm 才能把 CO 针尖与分
子之间亚埃尺度的短程力分辨出来 [10, 12]。

交互演示：FM-AFM 频移与振幅。上图为 −∆f 随最近距离 d 的双对数曲线（虚线为小振幅极限），
下图为一个振动周期内的半圆权重、力梯度 F ′ 及其乘积；调节振幅 A 与传感器，观察大振幅时只有
下转折点附近起作用、∆f ∝ A−3/2，并检查稳定判据 kA > max |F |。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 afm-fm）。

7.4 振幅调制：品质因数的双重作用

推导：力梯度引起的振幅变化

1. 驱动频率 ωd 固定。由式 (7.4)，力梯度把共振频率移到 ω′
0 ≈ ω0(1 − F ′/2k)，即 δω0 =

−ω0F
′/(2k)。

2. 由式 (7.3)，A 只依赖于 η = 2Q(ωd − ω0)/ω0。ω0 变化 δω0 相当于 η 变化 δη =

−2Qδω0/ω0 = QF ′/k。

3. 一阶近似 δA ≈ (dA/dη) δη。dA/dη = −Amaxη/(1+ η2)3/2，令其导数为零得斜率最大处

η = ±1/
√
2，最大斜率 |dA/dη|max = Amax ·

1/
√
2

(3/2)3/2
=

2

3
√
3
Amax。

4. 于是在最大斜率处驱动（ωd = ω0[1± 1/(
√
8Q)]）时

|δA| ≈ 2Q

3
√
3
Amax

|F ′|
k
. (7.9)



8 热噪声：能量均分、功率谱与标定 27

要点：Q 的双重作用

式 (7.9) 表明 AM 的灵敏度正比于 Q：共振越尖锐，同样的频率移动造成的振幅变化越大。但

振幅不能瞬时跟上：由受迫振子的暂态，新稳态要经过时间 τ = 2Q/ω0 才建立（图 8b）。真空
中 Q ∼ 3× 104、f0 ∼ 70 kHz 时 τ ≈ 0.14 s，逐点成像慢得无法接受。Albrecht 等人因此改用
FM：自激振荡的频率在一个周期内就跟随 keff 变化，带宽不再受 Q 限制，而高 Q 反而降低

频率噪声（第 8.5 节）[7]。空气和液体中 Q 低，AM（轻敲）模式简单可靠，至今仍是最常用
的成像模式。

-4 -2 0 2 4
2Q(ω − ω0)/ω0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

A/
A m

ax

ΔA

驱动 ωd

(a) 共振曲线平移（Q = 100，F ′/k = 0.004）

无相互作用
F ′ > 0：共振左移

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5
t/(Q/ω0)

0.675

0.700

0.725

0.750

0.775

0.800

A/
A m

ax

(b) 力梯度阶跃后的振幅暂态

数值包络

慢变包络理论，τ = 2Q/ω0

∝ e−t/τ 参考

图 8 AM 模式。(a) Q = 100、F ′/k = 0.004 时共振曲线左移，在高频侧最大斜率点 ωd = ω0[1+ 1/(
√
8Q)]

驱动，振幅下降 δA；数值结果 δA/Amax = −0.145，式 (7.9) 的线性估计为 −0.154。(b) t = 0 时力梯度阶
跃，龙格–库塔积分得到的振幅包络（实线）与慢变包络理论（虚线，衰减时间 τ = 2Q/ω0，叠加失谐引起
的拍）重合。

交互演示：振幅调制。上图：固定驱动频率下，力梯度使共振曲线平移、振幅改变；下图：力梯度突然
改变后振幅的暂态（数值积分）。调节 Q，比较灵敏度 ∝ Q 与响应时间 τ = 2Q/ω0 的权衡。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 afm-am）。

8 热噪声：能量均分、功率谱与标定

8.1 能量均分：悬臂在室温下抖多大

前置知识：玻尔兹曼分布与能量均分

与温度 T 的环境处于热平衡的系统，处于能量为 E 的状态的概率正比于玻尔兹曼因子

e−E/kBT。若某个坐标 q 只以二次型 1
2κq

2 出现在能量中，则 q 服从高斯分布 p(q) ∝ e−κq2/2kBT，

其平均 〈
1
2κq

2
〉
=

∫
1
2κq

2 e−κq2/2kBTdq∫
e−κq2/2kBTdq

=
1

2
kBT, (8.1)

用到高斯积分
∫
x2e−ax2dx

/ ∫
e−ax2dx = 1/(2a)。这就是能量均分定理：每个二次型自由度平

均分得 1
2kBT，与 κ 无关。注意它只要求热平衡，与阻尼机制无关。
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推导：各阶模的热振动与端部总均方位移

1. 由式 (5.14)，悬臂的能量是各阶模能量之和
∑

n(
1
2mnq̇

2
n +

1
2knq

2
n)，没有交叉项。玻尔兹

曼因子因而分解为各模因子之积：各 qn 统计独立，⟨qmqn⟩ = 0（m ̸= n）。

2. 对每个模用式 (8.1)：
〈
q2n
〉
= kBT/kn。

3. 针尖位移 u(L) =
∑

n qn（ϕn(L) = 1），其均方值
〈
u(L)2

〉
=
∑

n

〈
q2n
〉
（交叉项为零），再

用柔度求和规则式 (5.15)：

〈
u(L)2

〉
= kBT

∑
n

1

kn
=
kBT

k
,

〈
q21
〉
=
kBT

k1
= 0.971

kBT

k
. (8.2)

要点

针尖热振动的总均方位移精确地等于 kBT/k——好像整根悬臂就是一个刚度为 k 的弹簧。原

因是：k 本身就是“所有模并联的柔度之和”。实验中通常只能干净地测量一阶共振峰，它只

占 97.1%。数量级（T = 300K，kBT = 4.14× 10−21 J）：k = 0.1N/m 时
√
kBT/k = 0.20nm；

k = 40N/m 时 10pm；qPlus（k = 1800N/m）时 1.5pm，与 Giessibl 给出的 1.52pm 一致
[10]。软悬臂的热抖动与原子尺寸相当！

8.2 功率谱密度

能量均分只告诉我们涨落的总大小。要把一阶模的贡献与高阶模、与仪器噪声分开，需要知道

涨落在各个频率上的分布。

定义：单边功率谱密度

设 x(t)是一个平稳的涨落信号（统计性质不随时间变化）。让它通过一个中心频率 f、带宽 ∆f

很窄的理想带通滤波器，输出的均方值记为
〈
x2
〉
f,∆f
，定义

Sx(f) ≡ lim
∆f→0

〈
x2
〉
f,∆f

∆f
, f ≥ 0. (8.3)

Sx 的单位是 [x]2/Hz。由定义，把所有频带加起来就是总均方值：
〈
x2
〉
=
∫∞
0 Sx(f) df。

注：例子与另一种等价定义

(1) 正弦信号 a cos(2πf1t + φ) 的均方值 a2/2 全部集中在 f1，Sx = a2

2 δ(f − f1)。(2) 白噪声：
Sx 在所关心的频段内为常数。(3) 数学上等价的定义是

Sx(f) = lim
Trec→∞

2

Trec

〈∣∣∣∣∫ Trec

0
x(t) e−i2πftdt

∣∣∣∣2
〉
,

频谱分析仪与 FFT 正是这样计算的；本讲只需要式 (8.3) 的滤波器图像。
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推导：线性系统的谱传递

线性系统对频率 f 的正弦输入 F0 cos(2πft) 给出稳态输出 |χ(f)|F0 cos(2πft + argχ)，χ(f)
称为响应函数。对谐振子，由式 (7.2)，

χ(f) =
1

k −mω2 + ibω , ω = 2πf. (8.4)

把随机输入 F (t) 分解到许多窄频带，每个窄带内的信号近似是频率为 f、振幅与相位缓慢随

机变化的正弦波；线性系统把这个窄带的振幅乘以 |χ(f)|，均方值乘以 |χ(f)|2。由式 (8.3)，

Sx(f) = |χ(f)|2 SF (f). (8.5)

（不同频带的分量互不相关，所以只需逐带相乘，不必考虑交叉项。）

8.3 朗之万方程与涨落–耗散关系

假设：热力的模型

悬臂周围的气体分子（真空中则是悬臂材料内部的缺陷、声子等耗散通道）一方面造成平均的

粘滞阻力 −bq̇，另一方面给出随机的涨落力 Fth(t)，其平均为零：

mq̈ + bq̇ + kq = Fth(t) (朗之万方程). (8.6)

单次分子碰撞的持续时间（皮秒量级）远短于悬臂周期（微秒量级），所以在 f0 附近很宽的频

段内 Fth 是白噪声：SF (f) = SF 为常数。

推导：SF = 4kBTb：最简单的涨落–耗散关系

1. 由式 (8.5)，
〈
q2
〉
=
∫∞
0 SF |χ|2 df = SF

∫∞
0

df
(k −mω2)2 + b2ω2

。

2. 附录 D 计算这个积分：
∫∞
0

df
(k −mω2)2 + b2ω2

=
1

4bk
。于是

〈
q2
〉
= SF /(4bk)。

3. 热平衡时能量均分要求
〈
q2
〉
= kBT/k。两式相等：

SF = 4kBT b (8.7)

要点：涨落–耗散关系的含义

随机力的强度不是独立参数：它正比于阻尼 b 和温度 T。阻尼大的系统，环境“踢”它也踢得

狠——同一群分子既是摩擦的来源，也是涨落的来源；两者必须平衡，才能让悬臂的平均能量

恰好是 kBT。式 (8.7) 与电阻的约翰逊–奈奎斯特噪声 SV = 4kBTR 形式完全相同（b ↔ R），

是涨落–耗散定理最简单的特例。这里的推导用能量均分“反推”了 SF，适用前提是：热平衡、

线性阻尼、白噪声。
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推导：悬臂的热噪声谱

把式 (8.7) 代入式 (8.5)，并用 b = mω0/Q = k/(ω0Q) 改写：

Sx(f) =
4kBT

kω0Q
· 1(

1− f2/f20
)2

+ (f/f0Q)2
. (8.8)

• 低频（f ≪ f0）：Sx(0) = 4kBT/(kω0Q)，白噪声台阶；高频（f ≫ f0）：Sx ∝ f−4。

• 共振峰：Sx(f0) = 4kBTQ/(kω0)，比台阶高 Q2 倍（图 9a）。

• 洛伦兹近似：在 |f − f0| ≪ f0 处，与式 (7.3) 同样展开得

Sx(f) ≈
Sx(f0)

1 + 4Q2(f − f0)2/f20
, 半高全宽Γ =

f0
Q
. (8.9)

其下面积 π
2Sx(f0)Γ = π

2 ·
4kBTQ
k·2πf0 ·

f0
Q = kBT/k，与能量均分精确一致（不仅是近似）。

0.1 1 10
f/f0

10−2

1

102

104

S x
(f)

/[4
k B

T/
(k

ω
0Q

)]

(a) 单个模的热噪声谱

Q = 300
Q = 30
Q = 3
洛伦兹近似（Q = 30）

0.1 1 10
f/f1

10−6

10−4

10−2

1

102

S x
(f)

/[k
BT

/(k
f 1

)]

97.1%

2.5%

0.32%

0.08%

(b) 悬臂端热噪声谱（Qn = 50）

图 9 (a) 式 (8.8) 的无量纲谱，Q = 3, 30, 300；点线为 Q = 30 的洛伦兹近似式 (8.9)，只在峰附近适用。
对每个 Q，数值积分验证了

∫
Sxdf = kBT/k。(b) 把前四阶模（模态刚度 kn = λ4nk/12，频率 fn ∝ λ2n，

Qn = 50）的谱相加得到的针尖热噪声谱，峰上数字为各阶占 kBT/k 的份额 12/λ4n。

交互演示：悬臂热噪声的朗之万模拟（随机力按式 (8.7) 取强度）。上图为位移的时间序列，下图为位移
直方图与高斯分布 σ =

√
kBT/k 的比较；调节 k、T、Q，观察均方位移只依赖 kBT/k，而 Q 只改变

涨落的“节奏”（相关时间：涨落“记住”自身取值的时间尺度，这里是振幅衰减时间 2Q/ω0）以及达
到同样统计精度所需的记录时长。

网页版中此处为可调参数的交互动画（演示编号 afm-thermal）。

8.4 热噪声标定法

式 (4.10) 依赖于厚度的三次方，而厚度和杨氏模量（镀膜、掺杂）都不准确，标称 k 常有 2
倍以上的不确定性（表 3 中 TESPA-V2 的范围是 20–80 N/m）。Hutter 与 Bechhoefer 在 1993 年
提出 [27]：既然

〈
q21
〉
由温度唯一确定，测出热振动的均方值就能反推 k，无需知道尺寸和材料。
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定义：热噪声标定的步骤

1. 偏转灵敏度：把针尖压在硬样品上，记录光电二极管电压随压电位移的斜率，得到“电
压/挠度”的换算系数（此时悬臂呈静挠度形状）。

2. 记录热噪声谱：悬臂远离样品，测量偏转信号的功率谱，多次平均。

3. 拟合一阶峰：用式 (8.8)（或洛伦兹形）加上平坦的仪器噪声背景拟合，得到峰下面积，即
所测信号在一阶模上的均方值（扣除背景），同时得到 f0 与 Q。

4. 计算 k：由均方值与能量均分求 k。所测信号是针尖位移还是倾角，对应的公式不同，见

下面的推导。

推导：两种检测方式下的修正因子

1. 直接测针尖位移（如干涉仪对准针尖）：一阶峰给出
〈
q21
〉
= kBT/k1，于是先得到模态刚

度 k1，再换算 k = k1/1.030 = 0.971 kBT/
〈
q21
〉
[28, 29]。

2. 光杠杆：测的是端部倾角 u′(L)。第 1 步的标定用的是静挠度形状，即把读数解释为“虚
拟挠度”δ∗ ≡ 2L

3 u
′(L)（由式 (4.11)；Butt–Jaschke 等文献记作 z∗）。对一阶模，u′(L) =

q1ϕ
′
1(L)，而 Lϕ′1(L) = 1.3765（附录 E），所以 δ∗1 = 2

3 × 1.3765 q1 = 0.9177 q1：一阶模的

倾角比“同样挠度的静态形状”小。于是〈
δ∗21
〉
= 0.8422

〈
q21
〉
= 0.8422

kBT

k1
= 0.8174

kBT

k
=⇒ k = 0.817

kBT〈
δ∗21
〉 . (8.10)

若误用 k = kBT/
〈
δ∗21
〉
，会把 k 高估 22%。这一修正由 Butt 与 Jaschke 系统分析 [30]：

他们给出所有模之和
〈
δ∗2
〉
= 4kBT/3k，一阶模的因子 0.817 也见于该分析的模态分解，

并为后来的标定文献普遍采用 [31]（本讲在附录 E 独立算得 0.81743）。

注：其他误差来源

悬臂通常倾斜约 10◦ 安装（引入 cos2 量级的修正）、激光光斑有限大且不一定在端部、针尖
质量改变振型、温度读数等，都会带来百分之几到十几的系统误差；此外还有基于流体阻尼的

Sader 法 [32] 与附加质量法 [21]。热噪声法的长处是非破坏、快速、适用于各种形状。

8.5 最小可测力与力梯度

推导：静态力的热噪声极限

在带宽 B 内（B ≪ f0，即低频的白噪声台阶），热力的均方根为 δFmin =
√
SFB：

δFmin =
√
4kBT bB =

√
4kkBTB

ω0Q
=

√
4kBT

√
kmeffB

Q
. (8.11)

最后一步用了 b = meffω0/Q =
√
kmeff/Q。设计启示：要测小力，就要让

√
kmeff/Q 小——软、

轻、高 Q。



9 决赛风格例题 32

推导：FM 检测的频率噪声（结论；推导见附录 D）

自激振荡的悬臂以振幅 A 振动，热力中与位移同相（与速度正交）的分量随机地推前或拖后振

动相位，使测得的频率在测量带宽 B 内有均方根涨落 δf。附录 D 用慢变振幅–相位方程推出

δf

f0
=

√
kBT B

πkA2f0Q
, δF ′

min =
2k δf

f0
=

√
4kkBTB

ω0Q ⟨q2osc⟩
,
〈
q2osc
〉
=
A2

2
, (8.12)

这正是 Albrecht 等人 1991 年的结果 [2, 7]；其中 B 为频率检测的单边带宽（第 7 节的前置知
识），A 为峰值振幅。第二式由式 (7.5) 把频率噪声换算成力梯度噪声。

要点：式 (8.12) 的物理意义与适用条件

(δf/f0)
2 ∼ kBT

kA2/2
· 1
Q
· B
f0
：热能与振动能之比、除以 Q、乘以“测量带宽占振荡频率的比例”。

所以大振幅、高 Q、窄带宽都降低噪声；与 AM 不同，Q 高并不拖慢 FM 的响应。条件：只
计悬臂自身的热噪声，忽略检测器噪声（检测器噪声给出 δf ∝ B3/2 的另一项，在高 Q 或大

带宽时往往占主导 [2]）。

9 决赛风格例题

以下四题的数值答案均由 scripts/verify_examples.py 重算核对。

例题 1：偏压针尖的跳触——范德瓦尔斯力、静电力与 Kelvin 补偿

在干燥氮气中用导电针尖（半径 R = 10 nm）、软悬臂（k = 0.05N/m）对一块惰性的导电样
品（如新解理的石墨）测力–距离曲线。针尖与样品之间加偏压 U；两种材料的功函数不同，存

在接触电势差 Uc，所以真正起作用的电压是 U −Uc。范德瓦尔斯部分仍用 DMT 模型式 (6.6)
（H = 1.0× 10−19 J，a0 = 0.165nm）。

1. 幂律吸引的跳触。设吸引力为 F = −Γn/zn（强度系数 Γn > 0，n > 0；用 Γ以免与分子对

势系数 C 混淆）。证明跳触时的切点与基座位置为 z∗ = (nΓn/k)
1/(n+1)、z∗0 = (1+1/n)z∗，

跳触前悬臂力为 −kz∗/n；验证 n = 2 时回到式 (6.10)。

2. 静电力。两块平行导体板相距 Z、电压 U ′ 时，单位面积受吸引压强 ε0U
′2/(2Z2)。把

球形针尖看成许多同心圆环，每个圆环与样品之间近似为平行板（间隙 Z = z + r2/2R，

z ≪ R）。证明球–平面静电力为 Fe = −πε0R(U − Uc)2/z。

3. 用 (1)(2) 的幂律式，分别求 U = Uc 与 |U − Uc| = 1.0V 时（后者分“只计静电力”与
“两种力合计”两种情形）的 z∗、z∗0。

4. 检查近似。(3) 中 z∗/R 有多大？(2) 中抛物面近似 Z = z + r2/2R 的误差是什么量

级？用真实球面 Z = z + R −
√
R2 − r2（只计下半球）重做 (2) 的积分，证明 Fe =

−πε0(U −Uc)2 [R/z − ln(1 +R/z)]；范德瓦尔斯力改用附录 B精确式 (B.1)对 z 求导所

得的力，数值重算 (3) 的 z∗0，并评论。

5. 实验者希望静电力在跳触点附近不超过范德瓦尔斯力的 10%，|U − Uc| 必须补偿到多小？
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说明怎样利用 z∗0(U) 的测量求出 Uc。

6. 若要静态下完全不跳触，U = Uc 与 |U − Uc| = 1V 时 k 各至少多大？

7. 取 U = Uc。回撤时在何处脱离？求一个逼近–回撤循环中耗散的能量（用 eV 表示），说
明主要来自哪一次跳变；用 V = −HR/6z（而非附录 B 的精确式）带来的误差有多大？
由拉脱力求表面能 γ = |W (a0)| /2，并评论本模型对超高真空中洁净硅表面是否适用。

解答

(1) 相切 F ′(z∗) = k：F ′ = nΓn/z
n+1，故 z∗n+1 = nΓn/k。相交 z∗0 = z∗ − F (z∗)/k =

z∗ + Γn/(kz
∗n) = z∗ + z∗/n（用了 Γn/k = z∗n+1/n）。跳触前悬臂力 k(z∗ − z∗0) = −kz∗/n。

n = 2：z∗ = (2Γ2/k)
1/3 = (HR/3k)1/3，z∗0 = 3

2z
∗，与式 (6.10) 一致。【要点：力律越“软”（n

越小），预先被吸下的比例 1/n 越大，跳触距离对 k 的依赖 k−1/(n+1) 越强。】

(2)半径 r、宽 dr的圆环面积 2πr dr。由 Z = z+r2/2R得 dZ = r dr/R，所以 2πr dr = 2πR dZ。
合力

Fe = −
∫ ∞

z

ε0(U − Uc)2

2Z2
2πR dZ = −πε0R(U − Uc)2

z
.

这正是第 6 节的 Derjaguin 近似：F = 2πR
∫∞
z p(Z) dZ。它的误差留到 (4) 讨论。这是 n = 1

的幂律，Γ1 = πε0R(U − Uc)2。

(3)（主项估计）U = Uc：Γ2 = HR/6 = 1.667× 10−28 J m，z∗ = (2Γ2/k)
1/3 = 1.88nm，z∗0 =

2.82nm。只计静电力（1 V）：Γ1 = 2.78×10−19 N m，z∗ =
√
Γ1/k = 2.36nm，z∗0 = 2z∗ = 4.72nm。

两者合力：相切条件 2Γ2/z
3 +Γ1/z

2 = k 无简单解析解，迭代（如 z ←
√

(Γ1 + 2Γ2/z)/k，从

z = 2.36nm 出发）得 z∗ = 2.82nm，z∗0 = z∗ − F (z∗)/k = 5.21nm。1 V 的偏压使跳触距离几
乎翻倍。

(4) z∗/R ≈ 0.19–0.28，并不 ≪ 1。抛物面近似高估了远处圆环的面积：真实球面上 dZ =

r dr/
√
R2 − r2，即 2πr dr = 2π(R+ z−Z) dZ，比 2πR dZ 少了 −2π(Z − z)dZ。静电压强与

Hamaker能量的核一样按 Z−2 衰减，这一项积分后按对数增长，相对误差为 (z/R) ln(R/z)量
级——与第 6 节讨论的 Hamaker 能量误差同一机制，而不是 O(z/R)。精确积分（Z 从 z 到

z +R）：

Fe = −πε0(U − Uc)
2

∫ z+R

z

R+ z − Z
Z2

dZ = −πε0(U − Uc)
2

[
R

z
− ln

(
1 +

R

z

)]
.

在 z = 1.9、2.4、2.8 nm 处它分别只有抛物面式的 0.65、0.61、0.57；同处范德瓦尔斯力的精确
值也只有 −HR/6z2 的 0.84、0.80、0.77。数值重算相切条件：纯范德瓦尔斯 z∗0 = 2.67nm（主
项 2.82），只计静电力 z∗0 = 3.77nm（4.72），两者合力 z∗0 = 4.25nm（5.21）。定性结论（偏压
使跳触距离明显增大）不变，但 (3) 的数值只是主项估计，有 5%–25% 的偏差。模型本身还有
局限：真实针尖的锥体和悬臂在几纳米以外也贡献静电吸引，只算球得到的是吸引力的下限。

(5) 比值 Fe/FvdW =
πε0R(U − Uc)2/z

HR/6z2
=

6πε0(U − Uc)2z

H
。在 z ≈ z∗ = 1.88nm 处要求小于

0.1：|U − Uc| < 0.18V（用 (4) 的精确式在精确切点 1.82 nm 处计算得 0.20 V，量级不变）。由
于 Fe ∝ (U − Uc)2，z∗0(U) 关于 U = Uc 对称并在该处取极小；在几个偏压下测跳触位置，拟

合抛物线状曲线的对称轴即得 Uc。这正是 Kelvin 探针力显微镜“施加偏压使静电力（或其调
制分量）为零”的思想。
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(6) 静态不跳触要求 k > maxF ′，最大值在 z = a0：U = Uc 时 HR/(3a30) = 74N/m；1 V 时
再加 Γ1/a

2
0 = 10N/m（z = a0 ≪ R，抛物面近似此时足够准确），需 k > 84N/m。

(7) 脱离：zoff
0 = a0 + Fad/k，Fad = HR/(6a20) = 6.12nN，zoff

0 = 123 nm，悬臂读到拉脱力
6.12nN。脱离前悬臂储能 F 2

ad/(2k) = 3.75 × 10−16 J = 2.34 × 103 eV，跳变后转为振动并被
阻尼耗散；跳触时的耗散只有几 eV（量级为 |V (a0)| = HR/6a0 = 6.3 eV）。所以总耗散约
2.3 keV，几乎全部来自脱离，∝ F 2

ad/k：悬臂越软越大。近似式 V = −HR/6z 在 z = a0 处

比精确式偏大 7%（附录 B：比值 0.93），即约 0.45 eV，对 keV 量级的结论没有影响。表面能
γ = H/(24πa20) = 0.049 J/m2，是范德瓦尔斯固体的典型量级 [22]。洁净硅在超高真空中有悬
挂键，针尖接触后会形成共价键，粘附大一个数量级以上，本模型不适用——这也是本题选惰

性样品、在气氛中测量的原因。

例题 2：用 qPlus 看见分子的化学结构

Gross 等人的并五苯成像使用 qPlus 传感器：k = 1800N/m，f0 = 23.0 kHz，振幅 A = 20 pm，
温度 5K；图像中的频移在 −2 到 −7Hz 之间 [10, 12]。另取 Q = 5× 104（采用同类设置的文

献给出的典型值 [33]）与频率检测带宽 B = 10Hz（题设值）。

1. 把频移范围换算为力梯度 F ′，并检验小振幅公式式 (7.5) 的两个前提。

2. 在某一位置上方测得频移随振动中心高度的变化 ∆f(zc) = −∆f1e−(zc−z1)/ℓ，∆f1 =

5.0Hz，衰减长度 ℓ = 50 pm。(a) 在小振幅近似下求 F ′(z) 与 F (z)（取 F (∞) = 0），

给出 F (z1)。(b) 用式 (7.7) 把 ⟨F ′⟩ 展开到 (A/ℓ)2，估计小振幅近似的误差。

3. 求热噪声决定的频率噪声 δf 与最小可测力梯度 δF ′
min；若在室温下工作呢？

4. 若用 k = 40N/m 的硅悬臂以同样的 20pm 振幅工作，按两条稳定判据会遇到什么问题？

5. 保持最近距离 d = z1 不变，比较 A = 20 pm 与 A = 10 nm 时短程力引起的频移与热频
率噪声之比（信噪比）。

解答

(1) F ′ = −2k∆f/f0：∆f = −2Hz 对应 F ′ = 0.31N/m，−7Hz 对应 1.10N/m。前提一
F ′/k ≤ 6× 10−4 ≪ 1 （满足）；前提二要求 A 远小于力梯度的变化尺度，见 (2b)。
(2)(a) F ′(z) = −2k

f0
∆f =

2k∆f1
f0

e−(z−z1)/ℓ，F ′(z1) = 0.783N/m。由 F (∞) = 0，F (z) =

−
∫∞
z F ′(z′)dz′ = −2kℓ∆f1

f0
e−(z−z1)/ℓ，F (z1) = −39pN。【要点：频移给梯度，力要积分；符

号：吸引。】

(2)(b)令 α = A/ℓ = 0.4，F ′(zc+As) = F ′(zc)e−αs = F ′(zc)(1−αs+ 1
2α

2s2−· · · )。半圆权重
下 ⟨s⟩ = 0，

〈
s2
〉
= 2

π

∫ 1
−1 s

2
√
1− s2ds = 1

4，所以 ⟨F
′⟩ = F ′(zc)(1 + α2/8 + · · · ) = 1.020F ′(zc)

（选读：精确结果为 2I1(α)/α = 1.0201，I1 为修正贝塞尔函数，此处仅用于核对，不要求掌握）。

小振幅近似的误差仅 2%。
(3) 由式 (8.12)：kBT = 6.90× 10−23 J，kA2 = 7.2× 10−19 J，

δf

f0
=

√
6.90× 10−23 × 10

π × 7.2× 10−19 × 23000× 5× 104
= 5.2× 10−7,
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δf = 0.012Hz, δF ′
min =

2k δf

f0
= 1.9× 10−3 N/m.

信号 F ′ ∼ 0.3–1N/m，信噪比约 102 以上。室温下 δf ∝
√
T 增大

√
60 = 7.7 倍，为 0.09Hz。

(4) 动态判据 kA = 40 × 20pm = 0.8nN，而针尖尖端的范德瓦尔斯力与化学键力可达 nN 量
级，回复力可能不足，针尖会被“粘住”；静态判据 k = 40N/m 与单个化学键的力梯度（几
十 N/m 量级）相当，振动中途就可能失稳。qPlus 的 kA = 36 nN、k = 1800N/m 两条都满足
——这正是它能用皮米振幅的原因 [2]。
(5) 以 ∆fs =

f0
2kF

′(d) 为参照（= 5Hz）。A = 20 pm：半圆权重数值积分得 ⟨F ′⟩ = 0.684F ′(d)，

频移 3.4Hz，噪声 0.012Hz，信噪比约 290。A = 10 nm ≫ ℓ：仿照式 (7.8) 的推导，⟨F ′⟩ ≈√
2/π (ℓ/A)3/2F ′(d) = 2.8× 10−4F ′(d)，频移 1.4mHz；噪声按 1/A 降为 2.4× 10−5 Hz，信噪
比约 60。小振幅的信噪比高约 5 倍，而且大振幅时长程范德瓦尔斯背景（∝ A−3/2d−3/2，衰减

慢）占比更大。

例题 3：热噪声标定中的光斑位置

一根矩形接触模式悬臂用光杠杆检测，激光光斑打在 xs = 0.90L 处（而不是端部）。先把针尖

压在硬样品上标定偏转灵敏度（此时悬臂呈端部受力的静挠度形状，光斑位置不变），然后在

T = 298K 下测量仪器报告的“挠度”δ∗ 的热噪声谱，扣除平坦背景后一阶峰可用式 (8.8) 很
好地拟合：f0 = 10.0 kHz，Q = 25，峰值 Sδ∗(f0) = 107 pm2/Hz。已知一阶振型在 x = 0.90L

处 Lϕ′1 = 1.3745、ϕ1 = 0.8624（ϕ1(L) = 1 归一）。

1. 证明对阻尼振子谱，峰下面积恰为 πf0S(f0)/(2Q)，并求
〈
δ∗21
〉
。

2. 光杠杆读数正比于光斑处的倾角 u′(xs)。证明一般地 k = K(xs) kBT/
〈
δ∗21
〉
，其中 K(xs) =

[ϕ′1(xs)/ψ′(xs)]
2 (k/k1)，ψ = (3ξ2 − ξ3)/2 为归一化的静挠度形状；求 K(L) 与 K(0.9L)。

3. 分别按“不修正”、“按端部光斑修正”、“按实际光斑修正”计算 k，并评论光斑位置不确

定 ±0.1L 带来的系统误差。

4. 若改用干涉仪测光斑处的位移、并同样用静挠度形状换算到端部，修正因子变为什么？在
xs = L 与 0.9L 处各为多少？

5. 求该悬臂在低频、带宽 B = 1 kHz 内的热力噪声 δFmin。

解答

(1) 由式 (8.8)，S(f0) = 4kBTQ/(kω0)，而
∫
S df = kBT/k，两式相除：

∫
S df =

ω0S(f0)

4Q
=

πf0S(f0)

2Q
——精确结果，与洛伦兹近似的 π

2S0Γ（Γ = f0/Q）相同。代入：
〈
δ∗21
〉
= π × 104 ×

107× 10−24/50 = 6.72× 10−20 m2，均方根 0.259nm。
(2) 标定时：端部挠度 δ 对应光斑倾角 δ ψ′(xs)，所以仪器把倾角 θs 报告为 δ∗ = θs/ψ′(xs)。

热振动中一阶模给出 θs = q1ϕ
′
1(xs)，故 δ∗1 = q1ϕ

′
1(xs)/ψ′(xs)，

〈
δ∗21
〉
= [ϕ′1/ψ

′]2kBT/k1 =

K kBT/k，即所证。Lψ′(ξ) = 3
2(2ξ − ξ2)：ξ = 1 时 1.5，ξ = 0.9 时 1.485。于是 K(L) =

(1.3765/1.5)2/1.0302 = 0.8174（回到式 (8.10)），K(0.9L) = (1.3745/1.485)2/1.0302 = 0.832。
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(3) kBT = 4.11 × 10−21 J。不修正：k = kBT/
〈
δ∗21
〉
= 0.0612N/m；按端部修正：0.8174 ×

0.0612 = 0.0500N/m；按实际光斑：0.832× 0.0612 = 0.0509N/m。光斑从 L 移到 0.9L，K 变
化 1.7%；再移到 0.8L 时 K = 0.867，变化 6%。所以光斑位置要控制在 ±0.1L 以内，才能把
这项误差压到几个百分点；不修正的 22% 误差则大得多。
(4) 干涉仪读的是位移 u(xs)，换算到端部时除以 ψ(xs)，于是因子为

Kint(xs) =

[
ϕ1(xs)

ψ(xs)

]2 k

k1
.

xs = L 时 Kint = 1/1.0302 = 0.971；xs = 0.9L 时 ψ = 0.8505，

Kint(0.9L) =
(0.8624/0.8505)2

1.0302
= 0.998.

【要点：修正因子取决于“测什么量、在哪里测、用什么形状标定”。】

(5) 取 k = 0.0509N/m：b = k/(ω0Q) = 3.24× 10−8 kg/s，SF = 4kBTb = 5.3× 10−28 N2/Hz，
√
SF = 23 fN/

√
Hz，δFmin =

√
SFB = 0.73pN。

例题 4：又软又快——高速 AFM 的悬臂设计

高速 AFM 要在水中逐点成像生物分子：既要软（k ≲ 0.2N/m，避免压坏分子），又要快（共
振频率高，响应时间短）。悬臂用硅（E = 169GPa，ρ = 2330 kg/m3）制作，矩形截面。

1. 证明：若 L、w、h 同比例缩小为原来的 κ 倍（κ < 1），则 k ∝ κ、f1 ∝ 1/κ；而只把悬

臂减薄会使 k 与 f1 同时下降。

2. 要求空气中 k = 0.20N/m、f1 = 1.2MHz（与 Ando等人小悬臂在空气中的 1.3–1.8 MHz
同量级 [11]），宽度取 w = 2.0µm，求 L、h、总质量 m 与有效质量 meff。

3. 与同样 k = 0.20N/m、但 w = 20µm、h = 0.50µm的“常规”软悬臂比较：后者 L与 f1

是多少？在 Q 相同时，两者的热力噪声
√
SF 与振幅响应时间 τ = 2Q/ω0 之比是多少？

4. Ando 等人的高速 AFM 每 80ms 采集一幅 100 × 100 像素的图像 [11]。若 AM 成像要
求振幅响应时间不超过每个像素的停留时间，在水中（设小悬臂 f1 = 0.60MHz、Q = 2；

常规悬臂 f1 = 40 kHz、Q = 2）哪一种满足？

解答

(1) k = Ewh3/(4L3)：分子 ∝ κ4、分母 ∝ κ3，k ∝ κ；f1 = 0.1615 (h/L2)
√
E/ρ ∝ κ/κ2 = 1/κ。

只减薄（h→ κh）：k ∝ κ3、f1 ∝ κ，同时下降。【要点：要同时“软”和“快”必须小型化。】
(2) 由 f1 定 h/L2 = f1/(0.1615

√
E/ρ) = 1.2 × 106/(0.1615 × 8517) = 872m−1。代入 k =

Ew
4 (h/L2)3L3：L3 =

4k

Ew (h/L2)3
，得 L = 15.3µm，h = 872×L2 = 0.204µm。m = ρwLh =

1.45× 10−14 kg，meff = 0.243m = 3.5× 10−15 kg。
(3) L = (Ewh3/4k)1/3 = 80.8µm，f1 = 105 kHz。SF = 4kBTk/(ω0Q)：同 k、同 Q 时
√
SF ∝ f−1/2

1 ，小悬臂低
√
1200/105 = 3.4倍（室温Q = 1时分别为 21 fN/

√
Hz与 71 fN/

√
Hz）；

τ ∝ 1/f1，小悬臂快 11 倍。
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(4) 像素停留时间 80ms/104 = 8µs。小悬臂 τ = 2Q/ω0 = 4/(2π × 6 × 105) = 1.1µs，满足；
常规悬臂 τ = 4/(2π × 4 × 104) = 16µs，不满足。另外，w = 2µm 的悬臂要求激光聚焦到微
米量级的光斑，这正是 Ando 等人采用“物镜型”偏转检测的原因 [11]。

10 实验与数据处理：钢片悬臂与热噪声谱

注：数据说明

本题表 4–6 均为模拟数据：由第一性原理模型（式 (5.10)、附录 C 的精确频率方程、式 (8.8)）
加高斯噪声生成，生成代码为 scripts/exp_data.py（随机种子 20261003），其中有意加入了
夹持柔性等系统误差。

前置知识：最小二乘直线拟合

对 n 组数据 (xi, yi) 拟合 y = c0 + c1x，使残差平方和最小，得

c1 =

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)∑

(xi − x̄)2
, c0 = ȳ − c1x̄, (10.1)

σc1 =

√
s2r∑

(xi − x̄)2
, σc0 =

√
s2r

(
1

n
+

x̄2∑
(xi − x̄)2

)
, s2r =

∑
(yi − c0 − c1xi)2

n− 2
.

(10.2)
sr 是残差的标准差估计（自由度 n − 2）。间接量 g(c0, c1) 的不确定度按误差传递 σ2g ≈
(∂g/∂c0)

2σ2c0 + (∂g/∂c1)
2σ2c1（本题中 c0, c1 的相关性对结论影响不大，可忽略）。

10.1 题目

一根弹簧钢片（宽 w = 25.0mm，千分尺测得厚度 h = (0.600± 0.010)mm，密度 ρ = 7.85×
103 kg/m3）一端用台钳夹紧，宽面竖直放置，使钢片在水平面内振动（重力只作用在刚度极大的宽

度方向，不影响这一振动）。拨动自由端，在自由端附近放一个光电门（不接触钢片，不附加质量），

由计时器记录 20 个完整周期的时间得到一阶频率；(a) 部分频率的相对不确定度约 0.4%，(b) 部
分加了端质量后振动衰减较慢、可数更多周期，约 0.2%。L 为从钳口量起的伸出长度。

(a) 频率与长度 测得表 4。

表 4 钢片一阶频率 f 随伸出长度 L 的变化（模拟数据）

L / m 0.100 0.120 0.140 0.160 0.180 0.200
f / Hz 45.97 32.12 23.71 18.30 14.44 11.76

L / m 0.220 0.240 0.260 0.280 0.300
f / Hz 9.79 8.21 7.03 6.07 5.30

(1) 由欧拉–伯努利梁理论写出 f 与 L 的关系 f = Λ/L2，给出 Λ 的表达式。

(2) 作 ln f–lnL 的最小二乘拟合，求指数 n 及其不确定度。它与 −2 一致吗？
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(3) 钳口并非理想固定：钳口内的一小段钢片也参与弯曲，可以用一个等效附加长度 ∆L 描

述，f = Λ/(L+∆L)2。设计一个线性化方案，求 Λ、∆L。

(4) 求钢的杨氏模量 E 及其不确定度。若忽略 ∆L、直接用 fL2 计算 Λ，E 偏差多少？钢片

很宽（w/L 达 0.25），宽板效应（第 4 节末尾的注）会怎样影响 E？

(b) 端部附加质量 固定 L = 250mm，在自由端用小磁铁夹附加质量 mt（质心在端部，尺寸远

小于 L），测得表 5。

表 5 L = 250mm 时一阶频率随端部附加质量的变化（模拟数据）

mt / g 0 5 10 15 20 25 30
f / Hz 7.560 5.862 4.904 4.321 3.905 3.599 3.350

(5)选择合适的变量把数据线性化，用最小二乘求钢片的刚度 k与有效质量 meff，并求 meff/m

（m 为伸出部分的质量）。

(6) 把 (5) 的 k 与由 (a) 的 E 算出的 3EI/L3 比较，分别用 L 和 L+∆L 计算。你的结论是

什么？

(7) meff/m 与理论值 3/λ41 = 0.243 是否一致？列出可能造成偏差的原因。

(c)（选做）AFM 悬臂的热噪声谱 用光纤干涉仪直接测量一根 AFM 悬臂针尖的位移，在 T =

295K 下、平均 1000 次得到一阶共振附近的位移功率谱（已扣除平坦的仪器噪声），见表 6。

表 6 针尖位移的热噪声功率谱 Sx，单位 pm2/Hz（模拟数据）

f / kHz 74.40 74.46 74.52 74.58 74.64 74.70 74.76
Sx 0.368 0.433 0.527 0.637 0.841 0.964 1.234

f / kHz 74.82 74.88 74.94 75.00 75.06 75.12 75.18
Sx 1.538 1.989 2.344 2.557 2.446 2.092 1.594

f / kHz 75.24 75.30 75.36 75.42 75.48 75.54 75.60
Sx 1.273 1.004 0.808 0.591 0.542 0.454 0.358

(8) 用洛伦兹近似式 (8.9) 设计线性化方案，求峰值 S0、半高全宽 Γ 与 Q。

(9) 求一阶模的均方位移与模态刚度 k1，再换算为静刚度 k，给出不确定度。

(10) 讨论：每个谱点的相对涨落约为 1/
√
1000，这对拟合方式的选择有什么启示？还有哪些

系统误差？
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10.2 解答

解答：(a) 部分

(1) 由式 (5.10)，f = Λ/L2，Λ =
λ21h

2π
√
12

√
E

ρ
= 0.1615h

√
E/ρ。

(2) 取 x = lnL、y = ln f，按式 (10.1)–(10.2) 得 n = c1 = −1.966± 0.002。偏离 −2 约 20 倍
标准差，说明存在系统偏差：数据点在双对数图上并非严格直线，短 L 端的频率偏低。【要点：

统计上显著的偏离意味着模型缺项，而非“误差大”。】

(3) 由 f = Λ/(L+∆L)2 得 f−1/2 = (L+∆L)/
√
Λ，对 L 是直线。以 x = L、y = f−1/2 拟合

（图 10a）：

c1 = (1.4339± 0.0016)Hz−1/2 m−1, c0 = (4.49± 0.34)× 10−3 Hz−1/2,

于是 Λ = 1/c21 = (0.4864± 0.0011)Hz m2，∆L = c0/c1 = (3.1± 0.2)mm。残差无系统趋势。
(4) 由 (1) 解出

E = 12ρ

(
2πΛ

λ21h

)2

= 197.7GPa.

相对不确定度 σE/E =
√
(2σΛ/Λ)2 + (2σh/h)2 =

√
0.00452 + 0.0332，由厚度主导，E = (198±

7)GPa。若忽略 ∆L，fL2 = 0.4699Hz m2，得 E = 184.5GPa，偏低 7%。宽板效应：在钳口
附近约一个宽度 w 的范围内，截面的反向弯曲受到约束，局部有效模量升到 E/(1 − ν2)（钢
ν ≈ 0.29，升高约 9%）。一阶模的弯曲能集中在固定端附近（静挠度形状的曲率 ∝ L−x，x < w

段占弯曲能的 1 − (1 − w/L)3，小 w/L 时约 3w/L；w/L = 0.25 时为 0.58，对一阶振型约
0.70），所以由频率反推的 E 偏高的量级为 0.09× [1− (1−w/L)3]× (小于 1 的约束衰减因子)：

w/L = 0.1 时约 1%–3%，w/L = 0.25 时可达几个百分点，与 ±3.4% 的不确定度同量级。它
还随 L 变化（短 L 时更大，使短 L 端频率偏高），会与 ∆L 的拟合部分抵消。改进：改用窄

钢条（w ≲ L/10），或在宽、窄两种钢片上比较；并保持小振幅（端部振幅 ≲ 2mm），因为
L = 250mm 时端部振幅 2–10 mm 对应固定端的 w2/(ϱh) ≈ 0.1–0.5，并不总是 ≪ 1。【要点：

E ∝ h−2，测厚是精度瓶颈；夹持端修正与宽板效应都是需要估计的一阶系统误差。】
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(c) 洛伦兹线性化

图 10 实验题的线性化拟合（模拟数据，点为表中数据，线为最小二乘拟合）。(a) f−1/2–L，延长线与横轴
交于 L = −∆L；(b) (2πf)−2–mt，延长线与横轴交于 mt = −meff；(c) 1/Sx–(f − f0)2。
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解答：(b) 部分

(5) 由式 (5.16)，Y ≡ (2πf)−2 = mt/k +meff/k。以 x = mt、y = Y 拟合（图 10b）：斜率
c1 = (6.062± 0.022)× 10−2 s2/kg，截距 c0 = (4.428± 0.041)× 10−4 s2。于是

k =
1

c1
= (16.50± 0.06)N/m, meff =

c0
c1

= (7.30± 0.07) g.

伸出部分质量 m = ρwhL = 29.44 g，meff/m = 0.248± 0.002。

(6)由 (a)的 E：I = wh3/12 = 4.50×10−13 m4。用 L = 250mm，3EI/L3 = 17.08N/m，比 (5)高
3.5%；用 L+∆L = 253.1mm，3EI/(L+∆L)3 = 16.46N/m，与 (5)在 0.3%内一致（由 (a)得到
的 E ∝ h−2，故 EI ∝ Eh3 ∝ h，h的 1.7%误差只部分保留，3EI/(L+∆L)3 = (16.5±0.3)N/m）。
结论：两种独立方法在计入夹持修正后自洽；不计修正则出现 3.5% 的系统差。
(7) 0.248比 0.243大约 2%（约 2.5倍标准差）。原因：(i)夹持段 ∆L也参与振动，若用 L+∆L

计算 m（29.81 g），比值为 0.245；(ii) 式 (5.16) 只是近似，精确的 meff 随 mt/m 由 0.243 缓
慢变到 0.236（附录 C），在本题范围内线性拟合给出约 0.242；(iii) 附加质量有转动惯量、质
心不严格在端部，小磁铁夹本身也有质量（应计入 mt）；(iv) 统计涨落。在 2% 水平上验证了
meff ≈ 0.24m。

解答：(c) 部分

(8) 由式 (8.9)， 1

Sx
=

1

S0
+

4

S0Γ2
(f − f0)2，以 x = (f − f0)2、y = 1/Sx 作直线。f0 取谱

峰处 75.00 kHz（两侧数据对称，也可微调 f0 使两侧点重合以检验）。拟合（图 10c）得截距
c0 = (0.412 ± 0.016)Hz/pm2，斜率 c1 = (6.46 ± 0.09)Hz pm−2 kHz−2。于是 S0 = 1/c0 =

(2.43± 0.09) pm2/Hz，Γ =
√
4/(S0c1) = (0.505± 0.010) kHz，Q = f0/Γ = 148± 3。

(9)
〈
q21
〉
= π

2S0Γ = 1.92 × 10−21 m2（均方根 44pm），k1 = kBT/
〈
q21
〉
= (2.12 ± 0.09)N/m，

静刚度 k = k1/1.030 = (2.05± 0.09)N/m。（生成数据所用的真值为 k = 2.00N/m，在 1σ 内。）

(10) 等权最小二乘假定各 yi 误差相同；这里 Sx 的相对误差相同（约 3%），故 1/Sx 的相
对误差也相同、绝对误差在两翼更大。更好的做法是加权拟合（权重 ∝ S2

x）或直接对 Sx 作

非线性拟合；只用峰附近 |f − f0| ≤ 1.2Γ 的数据也是为了减小这一问题和洛伦兹近似的误差

（Q = 148 时后者远小于 1%）。系统误差：仪器噪声背景扣除不准（会直接加到面积上）、温度
读数、干涉仪光斑不在针尖处（测到的是 q1ϕ1(xspot)）、频谱分析仪的窗函数与频率分辨率导

致峰被展宽或削低、悬臂倾斜。

11 小结：推导链

要点：本讲的依赖关系

1. 胡克定律 + 平截面假设 ⇒ ε = y/ϱ ⇒ M = EI/ϱ，I = wh3/12（式 (4.3)、(4.4)）；小
斜率 ⇒ M = EIu′′。

2. 微元平衡 dM/dx = −V + 端部受力 ⇒ u = Fx2(3L − x)/6EI ⇒ k = Ewh3/4L3、

θ = 3δ/2L（光杠杆）。

3. 微元的牛顿第二定律⇒欧拉–伯努利方程⇒分离变量 +四个边界条件⇒ cosλ coshλ =
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−1 ⇒ fn = λ2n
2π

√
12

h
L2

√
E/ρ。

4. 能量（弯曲能+动能）⇒瑞利商（上界，误差 1.5%）；模态正交⇒mn = m/4、kn = λ4nk/12、∑
1/kn = 1/k；meff = k/ω2

1 = 0.243m ⇒ 附加质量法。

5. −C/r6 + 两两可加 ⇒ V = −HR/6z；赫兹 + DMT ⇒ 模型力 F (z)。

6. 势能极小 ⇒ 平衡 F = k(z− z0)、稳定 k > F ′ ⇒ 相切条件 ⇒ z∗0 = 3
2(HR/3k)

1/3；脱离

zoff
0 = a0 + Fad/k；耗散 ≈ F 2

ad/2k。

7. 线性化 keff = k−F ′ ⇒ ∆f = −f0F ′/2k；谐波平衡 + 分部积分 ⇒ 半圆加权 ⟨F ′⟩ ⇒ 大
振幅 A−3/2；洛伦兹斜率 ⇒ AM 的 δA ∝ Q，但 τ = 2Q/ω0。

8. 玻尔兹曼分布 ⇒ 能量均分
〈
q2n
〉
= kBT/kn；功率谱 + 线性响应 Sx = |χ|2 SF；能量均

分反推 ⇒ SF = 4kBTb ⇒ 热噪声谱 ⇒ 热标定（0.971 / 0.817 修正）与噪声极限 δFmin、

δF ′
min。

几条贯穿全讲的物理图像：(1) 刚度、频率与噪声都由尺寸标度决定——小型化是“又软又快
又灵敏”的唯一途径；(2) 稳定性就是“总刚度为正”，跳触、FM 频移、AM 振幅变化都来自力梯
度对等效弹簧的修正；(3) 涨落与耗散同源，既是测量的极限，也是标定的工具。
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A 悬臂模态的数学性质

A.1 频率方程的数值求根

令 g(λ) = cosλ coshλ + 1。由图 5a，第 n 个根位于 (n − 1
2)π 附近。用牛顿迭代 λ ← λ −

g(λ)/g′(λ)，g′ = − sinλ coshλ+ cosλ sinhλ，从 (n− 1
2)π 出发，几步即收敛到表 7 的值。n ≥ 2

时还有渐近公式：在 λ0 = (n − 1
2)π 附近 cosλ ≈ − sinλ0 (λ − λ0)，1/ coshλ ≈ 2e−λ0，代入

cosλ = −1/ coshλ 得
λn ≈

(
n− 1

2

)
π + (−1)n+1 2e−(n− 1

2
)π, (A.1)

例如 n = 2 给出 4.69442（误差 3× 10−4），n = 3 给出 7.854758（误差 10−6）；n = 1 时 e−λ0 不
小，公式失效。

表 7 悬臂模态的数值（ϕn(L) = 1 归一）

n λn fn/f1 kn/k = λ4n/12 k/kn Lϕ′n(L)

1 1.875104 1 1.0302 0.9707 1.3765
2 4.694091 6.267 40.46 0.02472 4.7808
3 7.854757 17.55 317.2 0.003152 7.8487
4 10.995541 34.39 1218 0.000821 10.9959

A.2 正交性

推导：
∫ L

0
ϕmϕndx = 0，m ̸= n

1. 对
∫ L
0 ϕmϕ

′′′′
n dx 分部积分两次：

∫ L
0 ϕmϕ

′′′′
n dx =

[
ϕmϕ

′′′
n − ϕ′mϕ′′n

]L
0
+
∫ L
0 ϕ′′mϕ

′′
ndx。

2. 边界项：x = 0 处 ϕm = ϕ′m = 0；x = L 处 ϕ′′n = ϕ′′′n = 0。全部为零。

3. 用 ϕ′′′′n = β4nϕn：β4n
∫
ϕmϕndx =

∫
ϕ′′mϕ

′′
ndx。右端对 m,n对称，交换 m,n后相减：(β4n−

β4m)
∫
ϕmϕndx = 0。

4. m ̸= n 时 βn ̸= βm，故
∫
ϕmϕndx = 0，进而

∫
ϕ′′mϕ

′′
ndx = 0。取 m = n 得

∫
ϕ′′2n dx =

β4n
∫
ϕ2ndx，即 kn = EI

∫
ϕ′′2n = β4nEI

∫
ϕ2n = ω2

nmn。

A.3 振型平方积分的闭式

推导

对满足 ϕ′′′′ = β4ϕ 的任意函数，定义

G(x) =
1

4β4

[
x
(
β4ϕ2 − 2ϕ′ϕ′′′ + ϕ′′2

)
+ 3ϕϕ′′′ − ϕ′ϕ′′

]
.

1. 求导：x 前括号的导数为 2β4ϕϕ′ − 2ϕ′′ϕ′′′ − 2ϕ′ϕ′′′′ + 2ϕ′′ϕ′′′ = 2β4ϕϕ′ − 2β4ϕ′ϕ = 0。

2. 其余项的导数：(β4ϕ2−2ϕ′ϕ′′′+ϕ′′2)+(3ϕ′ϕ′′′+3ϕϕ′′′′)− (ϕ′′2+ϕ′ϕ′′′) = β4ϕ2+3β4ϕ2 =
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4β4ϕ2。

3. 所以 G′ = ϕ2。边界值：x = 0 处 ϕ = ϕ′ = 0，G(0) = 0；x = L 处 ϕ′′ = ϕ′′′ = 0，

G(L) = Lϕ(L)2/4。

于是
∫ L
0 ϕ2ndx = G(L)−G(0) = Lϕn(L)

2/4，自由端归一时 mn = µL/4 = m/4，对所有 n 成

立。（verify_sympy.py 符号核对了 G′ = ϕ2。）

A.4 柔度求和规则与瑞利上界

推导：1/k =
∑

n 1/kn

1. 静态时针尖受力 F。把挠度展开为 u =
∑

n anϕn，由正交性弯曲能为
∑ 1

2kna
2
n；外力做

功（势能 −Fu(L)）为 −F
∑
an。

2. 总势能 Π =
∑

n(
1
2kna

2
n−Fan)。平衡态使 Π 极小（最小势能原理：静平衡位置是总势能

——弹性能加外力势能——的极小，是单自由度条件 ∂U/∂z = 0、∂2U/∂z2 > 0 的多自

由度推广），对每个 an 独立求极小：an = F/kn。

3. 针尖位移 u(L) =
∑
an = F

∑
1/kn；而静力学给出 u(L) = F/k。比较得 1/k =

∑
n 1/kn，

即
∑

n 12/λ
4
n = 1。数值：前 4项之和 0.99938，其余项用 λn ≈ (n− 1

2)π求和补足 6.2×10−4，

合计 1.00000。

推导：瑞利商是上界

把试探函数展开 ψ =
∑

n anϕn，由正交性

ω2
R =

EI
∫
ψ′′2

µ
∫
ψ2

=

∑
n a

2
nkn∑

n a
2
nmn

=

∑
n a

2
nmnω

2
n∑

n a
2
nmn

≥ ω2
1,

因为它是 ω2
n 以正权重 a2nmn 的加权平均，而 ωn ≥ ω1。若 ψ = ϕ1 + ϵ∆ψ（∆ψ 为某个偏差形

状），ω2
R − ω2

1 = O
(
ϵ2
)
：频率误差是形状误差的二阶小量。

B Hamaker 积分

推导：球–平面的精确结果

不作 z ≪ R 近似，薄片面积 π[2R(s− z)− (s− z)2]，s ∈ [z, z + 2R]：

V (z) = −π
2Cn1n2

6

∫ z+2R

z

2R(s− z)− (s− z)2

s3
ds.

令 τ = s− z 展开被积函数的分子 2Rτ − τ2 = −s2 + 2(R+ z)s− z(2R+ z)，逐项积分：

V (z) = −H
6

[
R

z
+

R

z + 2R
+ ln z

z + 2R

]
. (B.1)

• z ≪ R：展开得 V = −HR
6z

[
1− z

R
ln 2R

z
+

z

2R
+O

(
z2

R2

)]
，主项与式 (6.3) 一致，但

相对修正是 (z/R) ln(2R/z) 而不是 z/R：R = 10 nm 时，z = 0.5nm 处 V精确/V近似 =
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0.839，z = a0 = 0.165nm 处为 0.93。对力求导后对数项的贡献降为 O(z/R)：F =

−HR
6z2

[
1− z

R
+O

(
z2/R2

)]
（z = 0.5nm 处约 5%）。

• z ≫ R：把方括号按 R/z 展开，1/z0、1/z、1/z2 阶相消，首项为 4
3(R/z)

3，于是 V →

−2HR3

9z3
。这等于“球内分子数 4

3πR
3n1 乘以单分子–平板势 −πCn2/(6z3)”，符合远场

图像。

（两条极限与式 (B.1) 本身均由 verify_sympy.py 符号核对。）

推导：
∫∞
0
v1/2(1 + v)−3dv = π/8

令 v = tan2 ϑ，dv = 2 tanϑ sec2 ϑ dϑ，1 + v = sec2 ϑ：∫ π/2

0

tanϑ · 2 tanϑ sec2 ϑ
sec6 ϑ dϑ = 2

∫ π/2

0
sin2 ϑ cos2 ϑ dϑ =

1

2

∫ π/2

0
sin2 2ϑ dϑ =

π

8
.

C 端部附加质量的频率方程

推导

自由端粘有质点 mt = αm（不计其转动惯量）。

1. 边界条件：x = L 处弯矩仍为零，ϕ′′(L) = 0；质点的牛顿第二定律 mtü(L) = −V (L) =

EIu′′′(L)，代入 u = ϕ cosωt 并用 ω2 = β4EI/µ、mt/µ = αL：

ϕ′′′(L) = −mtω
2

EI
ϕ(L) = −αLβ4ϕ(L).

2. 代入式 (5.5)，除以 β3，第二行变为 C1[(sh−s)+αλ(ch−c)]+C2[(ch+c)+αλ(sh−s)] = 0，

第一行不变。

3. 行列式：(ch+ c)2 − (sh+ s)(sh− s) + αλ
[
(ch+ c)(sh− s)− (sh+ s)(ch− c)

]
。前两项同

正文为 2 + 2c ch；方括号展开后 ch sh 与 cs 项相消，剩 2(c sh− s ch)。于是

1 + cosλ coshλ+ αλ (cosλ sinhλ− sinλ coshλ) = 0. (C.1)

4. 极限：α = 0 回到式 (5.7)。α → ∞ 时 λ → 0，展开 1 + cosλ coshλ = 2 − λ4/6 + · · ·、
cosλ sinhλ− sinλ coshλ = −2

3λ
3 + · · ·，主项给出 λ4 = 3/α，即 ω2 = k/mt。

定义 meff(α) ≡ k/ω2−mt = m(3/λ4−α)，数值求解式 (C.1) 得表 8。它从 α = 0 的 0.2427m

单调减小到 α→∞ 的 33
140m = 0.2357m（后者正是用静挠度形状的瑞利动能系数：端部质量很大

时振型趋于静挠度形状）。所以式 (5.16) 的线性关系只是近似，但偏差不到 3%；在 0 ≤ α ≤ 1 的

范围作线性拟合给出 meff ≈ 0.242m。
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表 8 附加端质量时的一阶根与等效质量

α = mt/m 0 0.1 0.25 0.5 1 2 10
λ1 1.8751 1.7227 1.5738 1.4200 1.2479 1.0762 0.7358

meff/m 0.2427 0.2406 0.2391 0.2379 0.2370 0.2364 0.2359

D 热噪声的两个计算

D.1 响应函数平方的积分

推导

记 γ = b/m，|χ|2 = 1

m2D(ω)
，D = (ω2 − ω2

0)
2 + γ2ω2。求 J =

∫∞
0 dω/D。

1. 换元 ω → ω2
0/ω：dω → −(ω2

0/ω
2)dω，D → (ω4

0/ω
4)D，上下限互换，得 J =

1

ω2
0

∫∞
0

ω2dω
D
。

于是 2J =
∫∞
0

(1 + ω2/ω2
0)dω

D
。

2. 再令 t = ω − ω2
0/ω，dt = (1 + ω2

0/ω
2)dω，ω 从 0 到 ∞ 时 t 单调地从 −∞ 到 ∞。注意

D/ω2 = t2 + γ2，被积式
(1 + ω2/ω2

0)dω
D

=
ω2

ω2
0

· dt
D

=
1

ω2
0

· dt
t2 + γ2

。

3. 2J =
1

ω2
0

∫∞
−∞

dt
t2 + γ2

=
π

ω2
0γ
，J =

π

2ω2
0γ
。

4. 换回 f：
∫∞
0 |χ|

2 df =
1

2πm2
J =

1

4m2ω2
0γ

=
1

4bk
。这是精确结果，不需要高 Q 近似。

D.2 自激振荡悬臂的热频率噪声

推导：式 (8.12) 的推导

1. 振幅–相位变量。悬臂方程写成 mq̈ + kq = G(t)，G 包括阻尼、自激驱动与热力。令

q = A(t) cosΘ，Θ = ω0t + φ(t)，并要求 q̇ = −Aω0 sinΘ（“常数变易法”的附加条件

Ȧ cosΘ−Aφ̇ sinΘ = 0）。代入方程得 −Ȧω0 sinΘ−Aω0φ̇ cosΘ = G/m。两式联立解出

Ȧ = −G sinΘ

mω0
, φ̇ = −G cosΘ

mω0A
.

这是精确的；A,φ 变化慢（时间尺度 ∼ Q/ω0 或 1/B），可以对一个周期平均。

2. 驱动不影响相位。自激电路的驱动力与速度同相，∝ sinΘ；阻尼 −bq̇ ∝ sinΘ也一样。它

们只进入 Ȧ（并在平均意义上相互抵消，维持恒定振幅），对 φ̇ 的周期平均为零。频率的

变化 δω = φ̇ 只来自热力。

3. 热力的正交分解。热力中只有 f0 附近一个窄带（宽 ∆W，B ≪ ∆W ≪ f0）能显著影响

慢变的 A、φ；其余频率的分量在周期平均中消失。把这一窄带写成许多随机相位正弦的
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叠加 Fth =
∑

j aj cos[(ω0 + δj)t+ φj ]，δj ∈ [−π∆W , π∆W ]。用和角公式

cos(ω0t+ δjt+ φj) = cos(δjt+ φj) cosω0t− sin(δjt+ φj) sinω0t,

得

Fth = Fc(t) cosω0t− Fs(t) sinω0t,

Fc =
∑
j

aj cos(δjt+ φj), Fs =
∑
j

aj sin(δjt+ φj),

Fc, Fs 只含频率 |δj | ≤ π∆W，是慢变函数。Θ 中的 φ(t) 变化远慢于 1/∆W，可在一个周

期内视为常数，取 φ ≈ 0；周期平均 cos2 ω0t =
1
2、sinω0t cosω0t = 0，故 Fth cosΘ = Fc/2，

δω = −Fc/(2mω0A)。

4. Fc 的谱（因子 2 的来源）。由于各 φj 独立均匀分布，
〈
F 2
c

〉
=
〈
F 2
s

〉
=
∑

j

〈
a2j

〉
/2，且

Fc 与 Fs 互不相关；又
〈
F 2

th
〉
=
∑

j

〈
a2j

〉
/2，所以

〈
F 2
c

〉
=
〈
F 2

th
〉
= SF∆W。但 Fc 的频

率 |δj | /2π 只覆盖 [0,∆W /2]：上、下两个边带 f0 ± |δ| /2π 折叠到了同一个低频。于是
Fc 的单边谱 Sc 满足 Sc ·∆W /2 = SF∆W，即 Sc = 2SF = 8kBTb。

5. 频率噪声。δω的单边谱为 Sc/(2mω0A)
2 = 2kBTb/(m2ω2

0A
2)，在 B ≪ ∆W /2范围内是白

的。频率计输出经单边（噪声等效）带宽为 B 的低通滤波（相当于平均时间 Tavg ≈ 1/2B），

方差
〈
δω2
〉
= 2kBTbB/(m2ω2

0A
2)。用 b = mω0/Q、mω2

0 = k：
〈
δω2
〉
= 2kBTω0B/(QkA2)，

于是
δf

f0
=

√
⟨δω2⟩
ω0

=

√
2kBTB

QkA2ω0
=

√
kBTB

πkA2f0Q
,

即式 (8.12)。（verify_sympy.py 核对了代数化简。）

E 光杠杆检测下的多模修正

推导

1. 光杠杆读数正比于端部倾角 u′(L) =
∑

n qnϕ
′
n(L)。标定时悬臂处于静挠度形状，u′(L) =

3
2Lu(L)，因此仪器报告的“虚拟挠度”是 δ∗ = 2L

3 u
′(L)。

2. 第 n 阶模的贡献 δ∗n = 2
3Lϕ

′
n(L) qn。用式 (5.8) 求导并取 x = L，得表 7 最后一列，

Lϕ′1(L) = 1.3765。于是
〈
δ∗21
〉

= (23 × 1.3765)2kBT/k1 = 0.8422 × 0.9707 kBT/k =

0.8174 kBT/k。

3. 所有模之和。类比附录 A的柔度求和规则：在端部施加力偶 Mt，外力偶做功 Mtu
′(L) =

Mt
∑
anϕ

′
n(L)，极小化给出 an =Mtϕ

′
n(L)/kn，端部转角

∑
anϕ

′
n(L) =Mt

∑
ϕ′n(L)

2/kn；

而静力学（EIu′′ =Mt 为常数）给出端部转角 MtL/EI。所以
∑

n ϕ
′
n(L)

2/kn = L/EI =

3/(kL2)， 〈
δ∗2
〉
=

4L2

9
kBT

∑
n

ϕ′n(L)
2

kn
=

4L2

9
· 3kBT

kL2
=

4kBT

3k
,
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这就是 Butt 与 Jaschke 的结果 [30]。由于 Lϕ′n(L) ≈ λn，各项 ∝ λ−2
n ，收敛很慢（前 6

项之和仅 1.24，而极限为 4/3）：高阶模对倾角信号的贡献比对位移大得多，这也是只取
一阶峰的原因之一。

F 名词解释

表 9 术语中英对照与一句话定义

术语 英文 定义

悬臂 cantilever 一端固定、一端自由的梁，AFM 的力传感器
中性层 neutral surface 弯曲时长度不变的纤维层，过截面形心

惯性矩 second moment of area I =
∫
y2dA，矩形截面 wh3/12

抗弯刚度 flexural rigidity EI，弯矩与曲率之比

剪力、弯矩 shear force, bending moment 截面一侧对另一侧的横向力与力偶

欧拉–伯努利梁 Euler–Bernoulli beam 忽略剪切与转动惯性的细长梁模型

振型、模态 mode shape, normal mode 各点同频同相振动的空间形状

有效质量 effective mass 使 k/meff = ω2
1 的等效质点质量

瑞利法 Rayleigh method 用试探形状的能量比估计最低频率（上界）

Hamaker 常数 Hamaker constant H = π2Cn1n2，宏观范德瓦尔斯力的强度

DMT 模型 DMT model 赫兹接触 + 接触区外粘附力的接触模型
跳触、脱离 snap-in, jump-off 平衡点因 k < F ′ 而消失导致的突跳

品质因数 quality factor Q = mω0/b，2π× 储能/每周期耗能
调频/调幅检测 FM / AM detection 读频移 / 读固定频率下的振幅变化
功率谱密度 power spectral density 单位频宽内的均方涨落

涨落–耗散关系 fluctuation–dissipation 随机力谱 SF = 4kBTb 由阻尼定

热噪声标定 thermal-noise calibration 由热振动均方值与能量均分求 k
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